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D ans un monde qui évolue rapidement, la maîtrise et l’approfoudissemeut des mathématiques 
apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, plongées 
qu'elles sont dans l’ère de la haute technologie et de la mondialisation des marchés. 


Voilà pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, dès 1983, à organiser des 
réuuions de concertation sur les problèmes posés par l’enseignement des mathématiques qui 
jouent un rôle essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de l’avenir. 


La Collection luter-Africaine de Mathématiques que nous proposons aujourd’hui aux.élèves 
de l’Enseignement Secondaire des pays francophones d'Afrique et de l’Océan Indien est le fruit de 
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 1992, à l'élaboration et à 
l'adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de l’Enseignement 
Secondaire. 


Elle a pour objectifs majeurs : 


— l'harmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise à la disposition des élèves 
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socioculturel 
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ; 


— l'acquisition par les élèves des bases d’une formation mathématique solide qui leur per- 
mettent d'analyser une situation, de conjecturer des hypothèses et de les valider ou non à 
l’épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modèles mathématiques qu'ils 
connaissent et de dégager une conclusion ; 


— la diminution dn coût du manuel pour permettre la réalisation d’un vieux rêve : un élève, 
un livre. ` 


Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes 
d'enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et français, s’ap- 
puient sur l’environnement des élèves pour les motiver, les faire agir, les amener à comprendre et 
à agir de nouveau, de manière autonome et créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda- 
gogiques préconisées ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne 
soient entreprises les rédactions définitives. 


Conformément à notre conception de l’enseignement des mathématiques, nous n’avons pas 
voulu présenter les leçons sous forme d’exposés théoriques, mais comme des séances de travail au 
cours desquelles des activités de calcnl, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent 
empruntés au milieu africain} sont mises en œuvre pour solliciter et provoquer constamment la 
participation active des élèves. 


Insérés dans les leçons, dé exercices d’ application immédiate permettent l’assimilation des 
notions étudiées. Placés à la fin des chapitres, des exercices d'entraînement et d’approfondisse- 
ment permettent aux élèves d'éprouver leur compétence et aux professeurs d'évaluer leur ensei- 
gnement. 


Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de l'Éducation dans les 
pays francophones d’Afrique el de l'océan Indien, ainsi qu'aux responsables de la Coopération 
Française et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur 
soutien coustant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les 
meilleures conditions possibles. 


Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mieux à l’attente et aux besoins des utilisa- 
teurs (professeurs et élèves). Afin d’en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec 
reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu'ils voudront bien nons faire et, 
par avance, nous les en remercions. 


Saliou Touré 


+ 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


A ARITHMÉTIQUE menangi D 


1. Les ensembles N et Z 

2. Divisibilité dans Z 

3. PPCM et PGCD de deux entiers relatifs 
4. Nombres premiers 


GA CALCUL VECTORIEL si. ismssevésessosneancne 33 


1. Barycentre de n points pondérés 
2. Lignes de niveau 
3. Produit vectoriel 


= NOMBRES COMPLEXES 55 


1. Étude algébrique 
2. Étude trigonométrique 
3. Utilisation des nombres complexes 


© ISOMÉTRIES DU PLAN 


-© APPLICATIONS AFFINES sine 81 
1. Composition d'isométries 

2. Classification des isométries du plan 

3. Applications affines 


SIMILITUDES serisrreoresssrari uanpnajwis ADS 


1. Similitudes directes an dk 
2. Similitudes directes et problèmes de géométrie 


APPLICATIONS DE L'ESPACE esere 123 
1, Projections - 
2. Translations et homothéties 
3. Symétries orthogonales 


ER CONIQUES sesosisssessee.. mo 


1. Étude générale iost coniques 
2. Étude de la parabole 

z Étude de l’ellipse 

4. Étude de l'hyperbole 


M PROBABILITIES orini 171 
1. Analyse combinatoire 

2. Calculs de probabilités 

3. Variable aléatoire 


LIMITES ET CONTINUITÉ sensan 


1. Limites d’une fonction 
2. Etude d'une branche infinie 
3. Continuité d’une fonction 


C= DÉRIVATION - ÉTUDES DE FONCTIONS .. 
ss 1. Dérivation 
Iy A Études de fonctions 


"T1 PRIMITIVES K 
= — FONCTION LOGARITHME NEPERIEN na 
1. Primitives d'une fonction 
2. Fonction logarithme népérien 
3. Fonctions comportant In 
4. Logarithme décimal 


FONCTIONS EXPONENTIELLES 
FONCTIONS PUISSANCES......... 


à 1. Fonction exponentielle 
2. Fonctions comportant exp 
3. Fonctions puissances 


SUITES NUMÉRIQUES .....,..... 


1. Étude globale d’une suite numérique 
2. Limite d'une suite numérique 
3. Compléments sur les suites 


E ATECA ON mna 


1. Intégrale d'une fonction continue 
2, Techniques de calcul intégral 
3. Applications du calcul intégral 


. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SEE 


1. Généralités 
2. Équations du type y'-— ay = 0 
3. Equations du type y” + ay’ + by = 0 


_ PROBLÈMES DE SYNTHÈSE ....nssssiiiiireerre. 


ARRESE EEEETEEESTEESETTENEEETEEEETETEEETETETEEETTTEEETTTEEETTTEELEESEEEEL] 


193 


213 


233 


255 


275 


321 


335 


350 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Aithmétique 


Introduction 


1 
| L arithmétique est un des secteurs scientifiques les plus anciens et 
CAR | les plus féconds. Fondée essentiellement par les pythagoriciens 
ARS: pour qui tout était nombre, elle a connu de grands progrès sous 
l'impulsion de Fermat, Euler, Lagrange, Gauss et Legendre. 


Longtemps considérée comme la branche la plus abstraite et la 
moins utile des mathématiques, elle connaît aujourd'hui de nom- 
breuses applications en informatique, en électronique et en cryp- 
tographie. 


ente, Juiietaoû 1993 


D Lan 
eve iang 
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F i 
1.1, L'ensemble N 
P désigne l'ensemble des entiers naturels et A l'ensemble des entiers naturels non nuls. 
Qaa: Mai: izra 5: nu AFA 5. ét M2 AK (0! 


aoma Addition ef mulkplicotion dans M 
f esl muni de deux opérations : 
— l'addition, notée +; 
= la mulliplicalion, notte s 


Addition dans M Multiplication dans fy 


ur+0=00+4-0a at l= 1x4; 
0 est élément neutre pour +|1 est élément neutre pour x 


Pour tous entiers naturels a etb, à + bet 
m x b sont des entiers naturels ; on dit que | = - 
l'addition ét la multiplication dans H sont a +(b+€)= ta - dire ax {bx e] = (ax b] xe 
des lois de composilion internes. Æ ps! ASSIS | x EST üssocintire 


a+b=bhen axkb=hxa 


Les propriétés de | addition et de la malli- + est commune x est comitative 

plication dans Ml sont résumées dans le R 

tableau ci-contre où à, bot e désignent des albre] zukh+uxe 

enters naturels. x est distributive par ropnort à + 
“u+c=b+é = ih uxé=bie=a=h 

Remarque le EI] le EN) 

Lorsqu'él n'y à pas ambigui le produit p 

ah est noté -ab at= 0 sus 0 a*h=1=#=4-=hk-1 


Ordre dans |: 
On définit dans M une relation, notée =, par: W (a; D EMË usb =e Jee bza+cel 
Celle relation possède les propriétés suivantes dont la démonstration est immédiate 
Propriétés ] E 


Pour fous entiers naturels a, b etc, on a : 


sasa (la relation £ est réflexive] 
=s ash et haa, alors æ= b [lä relation £ est antisvmétrique] 
“si tb et b£c, alors asce (le relation = est fransitive), 


Ün dil que =dans Ñ esi une relation d'ordre. 


Remarque 


Deux entiers naturels à et b sani toujours comparables, cest-t-dire an a tonjours: wb ou b<a- 
ont dit que =dans hd estl une relation d'ordre total. 


Nous acdimetlons la propričti Suivante, 


Toute partie non vide de admet un plus petit élément, 
Farminies 

* Le plus petil élément de Fest 0. 

“ Le plus pelit élément de l'ensemble [2n + 7, mr € Ml est 7. 


Raisonnement por récurrence 


Considérons les premiers entiers naturels non nuls et comparons la somine de leurs rubes au carré dé 
leur somme. 


6 Arthmetigue 


Piblio-Sciencepqi biogSpot.com 


Dnu- 1 = Bi 1= = 1 
l'+2=9 E} (1+2f-9 
15 + 212% 56 ej ii+24+3 = 36 
1% + 214 95 + 47 = 100 al ETETETT 2 100. 


Ces observalions conduisent à conjecturer ques Y n EAr, 282. s+m=(1ets. + nn) 

Étant dans I impossihilté d'eléctuer une infinité de vérifications, nous allons ntiliser un raisonnement 
par récurrence, dont le principe peut être illustré par là situe sion survante:« si; dans une rangée de vul- 
Lure, Ja premiere est verte et derrière toute voiture verte dy a une véilüre verle, alors toutes les vies 
sont Vertes », 


Pour démontrer qu'une proposition Pir), qui concemme aus enGer nalurel r,es{ vraie pout tout 
n supérieur ou égal à n on procède en deux étapes : 
s on démontre que : Pin) esl vic; 


* on démontre que : pour tout onfinr k supérieur on tgal à masi Pik) est vraie alurs 
Pik + 1) est vraie. 


Linmpies 

+ Soit P(n) la proposition : & 17424 _ 4 9 = [1 4% + 4 n 

= Nous avons déjà vérifié que : P[1) est vraie. 

— Soit k un enlier naturel supérieur ou égal à 1. 

Si P(k} est vraie, om a: 1484 a Enk: 

done: l'eaP+.+Æ4(k41l = (142 H + KE + AS +1F+[k+1f 
LEZ + uFi Rat, 


[22 , (k+ o] 


=|1+2+.+k4(k+1)E: 


pou dE EIF 


c'est-à-dire ; Pik + 1) est vraie. 
On en déduit que. pour tout enler nelurel n non nul, P{rl ėst vraie. 
* Démontrons que pour tout énlier naturel n supérieur ou égal à 4, on a : né ggr, 
Soit Ql} la propusilion : a n” g 27» 
— On a : 422 : donc : QH cst vraie. 
—S0i k un entier naturel supérieur ou égal à 4. 
51 QE) esi vraie, an a; K a 28 
=- Ke T _— U rate k + 1 EL 1 z FAX er 69 LT 
Or: ET leg : douc: LE a # [k + iF E 2e. 
Dont: : (k + 18 € LT > d'est-ñ-dire : Qfie + 1) sl voie. 


On an déduit que, pour loat entier naturel # supérieur gu égal à 4, O(n] est vrait 


1.2. l'ensemble Z 


F désigne [ensemble des entiers relatifs el Z* l'ensemble des entiers relatifs non nuls 
Dna: Æf=l.;n-1ins.….:-2;-1:0:1:2: 7) ct IF A i. 


- = Addition dans - 


L'addition dans Æ possède les propriétés suivantes. 


Pour tous enliers relatis a, belce on a : 


{m arber (+ dons Z est une loi de composition interne] 
(z) a+(bh+e =la +b] +e [+ cst associative) 

(3 a+0=0+œ-=a (0 est élément neutre pour +) 

(H) Ja Ela+a =a +u=0 fout élément dé? a un opposé dans 7) 

(5) a+tb=b+a (+ est commutalive). | 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Notation 2t vocabulaire 

" L'opposé d'un enlier relatif a est unique ; où le noté — a et on l'appelle srmétrique de à Pour +. 

= Pour résumer les 4 premiðres propriétés, on dil que (7, +] esi un groupe : 

pour résumer les $ propriétés, on dit que (F, +] est un groupe commilatif. 

« Plus généralement, un ensemble muni d'une loi de compostion intérne est tin graupe lorsque : 
— da loi cst assoviative : 
— l'ensemble possède un élément neutre pour celie loi; 
~ toul élément de l'ensemble admet un symétrique pour octté loi dans cel ensemlile. 

Ce groupe est commutatif si de plus la loi est commutative. 


lxemnies 


a (iE, +] esl um groupé convinutatif. 
(M +) n'est pas un groupe. 
* Soil F l'ensemble des isomètries dur plan. 
[7 a) est un groupe : en effet : 
— corpus de deux fsométries esl une isométrie - 
= la Composée des isométries est associative- 
— l'application identique. qui est une isoméirie, est élément neutra pout is; 
— le symétrique d'une isométrie pour o est son isomëtrie rêċiprogue. 
Le groupe (5, o) n'est pas cüimmutalif. 


Propriété 2 


Pour tous entiers relatifs u, b elc. onmarasæc=bie = a = b. 


En effei, sie + € = b+c, alors z à + c à lc] = 4e + fe oc) sdoné 4 = h 


Multiplication dans s 
La mnltiphcation dans J possède les propriélés suivantes. 


Pour tous entiers relatifs er, b eic ona: 


1) axbez [x dans £ est une loi de composition interne) 
(7) axfbrxe)=(axblxe [x est associative) 
(3] ax[b+e]=axb+are [x est distribulive par ropport à +} 
(4) axbh=bxu (x est commutative) 
5] ax1=1xa=a (1 est élément neutre pour x). 
Vocabulaire 


Pour résumer les propriétés (1], (2). (31. (41. (5) de addition ét les propriétés (14 (2, (Fh 41, 15 de tà 
multiplication, on dil que Le, +, x) est un anneau commulalif unilaire. 


Pour tous entiers relatifs a. hete (ec 2 0), ona: 
*axü=ğ E "w =tb a=b. 


Démonstration 
Nous ne démontrerons que la première propriété. 
On a = ao + x 0 = aiat 0) = dé ie + À: donc : a & 0 = 0, 


Ordre dans ! 
Pour tous nombres entiers relatifs à el Bb. on pose: b= a 2h + (- er), 
On définit dans Z une relation, notée £. par: Via: bh) E ZE {asb hu € Mi 
Celle relation est une relalion d'ordre total. 


M déni 
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Nous admettons les propriétés 1 et 2 survaniles. 


Soit a et b deux enliërs relatifs. 


+ Pour tout entier relatif c, on a : ab e a+c<h+c. 
* Pour tout entier € strictement positi, ona: a<b & axe£<bxe 
* Pour tout entier € strictement négatif, on a: a&b © axezbxe. 


+ Toute partie non vide et majorée de Z admel un plus grand élément. 
= Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément. 
Éveurple: 
L'ensemble {nr €E A (n + 2€ 6) est home 
Son plus grand élément est 0 et son plus pett élément est = 4 


Soil « et b deux entiers relatifs tels que : b + 0. 
H existe un entier relatif n lel que : nb =a. 
On dit goe £ est crechimédien. 


Démonstration 
1 cas : bz1 
= gi a 2 CE il suit de prendre : n = t : 
= si a € 0. il suffit de prendre : 1 = 0, 
2 ges : b = — 71 
Onai- b> 1 donc il existé un entier relatif m, tel que < mi— D =a. 
N suffit dong de prendre on =- m.: 


Division euchdienne dons | 


Soit a et b deux entiers relatifs tels que : b 0. 
I existe un unique couple {y : rl de F x f tel que : a = bg +r et töre b |. 


Les nombres q èl r s'appellent respectivement le quotient et de reste de do division euclidienne de a par 
bh Effectuer une division enclidionne c'est détérininer son quotient et san reste. 


Démonstration 

+ Exisience 

Set À l'ensemble des entiers naturels de la forme : a — bé (q € F1. 

a> |bal est élément de A : donc A est une partie non vide de À, qui admet un plus petil élément r 
rëst élément de A : donc re 0 ct r = = bg lq € Z). 

De plus, r < lal (sinon, r-|b| =u- bg —|b| = a = be: donc, r lb] serait un élément de A, plus 
petit que r i c'est-à-dire, rne serait plus le plus pelit élément de A). 

On en déduit qu'il existe an couple (y; r) de À x M tel que ze = bg + re ét Usare lbl. 

æ [fnrcite 

sdil (y :r) et [gr] deux couples de Z x tels què : a = bg +r, ae =hg +r oere |b| eli ire |5 | J 
On à : 0 = Dlg — og) + ir); donc : |A| lg- q | = [r =r]. 

Or à] Er —r< |b]: donc |r r| = Ibl. 

Onen déduit que ; Lg" arl = Ü (si l =al > 1, on aurait : Ih] lg > (bf): 

De plus [r= r| =|% la"—yl donc: =getr =T: 


Pinetu © 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Exemples 
Effectuer la division euclidienne de a par b dans chacun des cas suivants : 


a=53 et b=12 ; a=-53 et b=12 : a=53 et b=-12 ; a=-53 et b=-12. 
Ona: 53 =12x4+5 et 0<5<12. e On a: 53 =(—-12)x(-4)+5 et 0<5 < 12. 
Donc : 4 et 5 sont respectivement le quotient et le | Donc : —-4 et 5 sont respectivement le quotient et le 
reste de la division euclidienne de 53 par 12. reste de la division euclidienne de 53 par — 12. 
Ona: -53 =12Xx(-4)-5 ə» Ona: — 53 =(-12)x4-5 

=12x(-5)+7 et 0<7<12. =(-12)x5+7 et 0<7<12. 
Donc :— 5 et 7 sont respectivement le quotient et le | Donc : 5 et 7 sont respectivement le quotient et le 
reste de la division euclidienne de — 53 par 12. reste de la division euclidienne de — 53 par — 12. 


1.3. Numération 


Bases de numération 
Toutes les civilisations anciennes de Chine, Mésopotamie, Égypte, Amérique du Sud ... ont inventé un sys- 
tème de numération. Mais ces différents systèmes ne permettaient pas d'effectuer facilement les opérations. 
Le système décimal (base dix) a l’avantage de rendre simples toutes les opérations, grâce à l'invention 
du 0 et à la valeur de position des chiffres. 


Le système binaire (base deux) est adapté à l'informatique qui utilise également le système hexadécimal 
(base seize) pour réduire la taille de l'écriture des nombres (code ASC I). 


Nous admettons la propriété suivante. 


Soit b un entier naturel supérieur ou égal à 2. 


ö 


p 
Tout entier naturel x non nul peut s’écrire de façon unique Z ab”, où les a, sont des entiers naturels 
tels que :0<a,<b et a, #0. 


On écrit : x = CRE ENT PE Cette écriture est appelée écriture de x en base b. 


Par convention, les écritures sans « barre » sont en base 10, 


Es mm ru ee 1 2 
Soit x = a a, ;.a,a.a, =aþ +a DP? +... +a b? +a pb +a 
& as 1 2 L2 
e Ona: x = b(a bP- +a,” * +... +a,b+a)+ap,avecosa<b; 


donc do = a 4,444 et a, sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de x 
par b. 


eOna: qg=bla p? +a, bP” +... +a,) +a, avec0sa <b; 


donc q; = a ap 1° a et a, sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de q, par b. 


On peut ainsi déterminer de proche en proche l'écriture de x en base b. 


Exemples 

Écrire dans le système décimal le nombre .423°. 

Ona: 423 =4x52+2%x 5143 x 50 
=4X25+2X5+3 


Fe 


= 115. 
e Écrire le nombre 127 en base sept. 12717 
On effectue les divisions successives par 7, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 1 118 ri 
On en déduit que : 127 =247. ‘106 412 
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Système binaire 
Pour écrire un nombre en base deux, l’ensemble des chiffres utilisés est : {0 ; 1}. 


Exemples 
e Écrire dans le système décimal le nombre : 10100111001. 
On a: 101001110041 = 210 + 28 + 25 + 24 + 23 + 20 8719 


= 1 024 + 256 +32 +16+8+1 114312 
= 1 337. pne 


e Écrire le nombre 87 en base deux. 1 [10 En 
On effectue les divisions successives par 2, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 015 


Q 
1 A 2 
On en déduit que : 87 = 1010111. | 


meme Système hexadécimal 
Pour écrire un nombre en base seize, l’ensemble des chiffres utilisés est : 
(0;:1;:2;3;4;:5;6;7;8;9;A;B;C;D;E;Fl}. 
(A, B, C, D, E et F représentent respectivement 10, 11, 12, 13, 14 et 15.) 
Exemples 
e Écrire dans le système décimal le nombre :FOA5 ° 


On a : FOA5 ° = 15 x 163 + 0 x 162 + 10 x 161 + 5 x 160 
—61 440 + 160 + 5 


= 61 605. 64 206 Fous 
e Écrire le nombre 64 206 en base seize. 4 | 4 012 B 
On effectue les divisions successives par 16, comme indiqué sur le schéma ermena 2 |250 fs — 
On en déduit que : 64 206 = FACE 


1.4. Travaux dirigés 


Un damier comporte 1 024 cases sur 1 024 toutes blanches sauf 

une, peinte en noir, à un endroit non précisé du damier. On dis- 

pose, en nombre suffisant, de « triminos » en forme de « L ». 

Est-il possible, à l’aide des triminos, de paver toutes les cases | 

blanches du damier, sans déborder et sans que deux triminos ne Un trimino, comme son nom l'indique, 
se chevauchent ? recouvre trois cases du damier. 


Solution 

On remarque que 1 024 = 21°. 

Soit P(n) la proposition : « un damier de côté 2”, privé d’une case, 
peut être pavé par des triminos ». 


e Pour n = 1, un damier 2 x 2 privé d’une case est un trimino. 
Donc P(1) est vraie. 


e Soit k un entier naturel supérieur ou égal à 1. 


Supposons P{k) vraie et considérons un damier de côté 2**1, privé 
d’une case. 


Ce damier peut être partagé en quatre « sous-damiers » de côté 2%. 
Lun de ces quatre sous-damiers contient la case noire ; on peut 
donc le paver de triminos. 

Posons au centre un trimino à cheval sur les trois autres. Chacun 
des sous-damiers restants, privé de la case couverte par le trimi- 
no, peut être à son tour pavé par des triminos. 

Donc P{k + 1) est vraie. 


On en déduit que le damier de 1 024 x 1 024 cases privé d’une 
case peut être pavé par des triminos. 
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F xercices LA ARE LA ff 
l.a Résoudre dans ÑN? le système : Y ys °a=59 et b=—18 
Pape *a=-59 et b=-—-18 
é e xų=1 . a=6941 et b= 358 
1.b Résoudre dans Z2 le système : f a PO . +a=358 et b=6 941. 
l.c  Démontrer par récurrence que pour tout entier 3 : W ERP 
naturel non nul n. ona: l f Déterminer l'entier naturel qui, divisé par 23, a 
n{n + 1)(2n + 1) pour reste 1 et qui, divisé par 17, a le même 
1? + 2? +3? +... +n? a ahi quotient et pour reste 13. 
1.d a ee E 2 7 epring i e NE 1.g Écrire en base deux chacun des nombres sui- 


vants : 9:17 ; 205 ; 864. 


l.e Effectuer la division euclidienne de a par b i 
dans-chacun des cas suivants. 1h Écrire en base dix chacun des nombres sui- 


.a=59 et b=18 vants : 1011 : 1101101”. 
°a=-59 et b=18 | 


-Ọ bivisibilité dans Z = = 
2.1. Multiples et diviseurs d'un entier relatif 


rass Définition et propriétés 


Soit a et b deux entiers relatifs. 
On dit que a est un multiple de b s’il existe un entier relatif k tel que : a = kb. 
Si de plus b + 0, on dit que b est un diviseur de a ou que b divise a. 


Exemples 


+ On a : 143 = 11 x 13 ; donc : 143 est multiple de 11 et de 13 ; 
13 et 11 divisent 143. 
e Ona:12=(-4)x{- 3); donc: 12 est multiple de — 4 
— 4 divise 12. 


Remarques 


e Tout entier relatif est multiple de 1 et — 1. 

1 et — 1 divisent tout entier relatif. 

+ 0 est multiple de tout entier relatif. 

Tout entier relatif non nul divise 0, mais 0 ne divise aucun entier relatif. 

+ Lorsque b + 0, a est multiple de b (ou b divise a) si et seulement si le reste de la division euclidienne 
de a par b est nul. 


Les propriétés suivantes sont présentées en termes de diviseurs. Nous laissons au lecteur le soin de les 
énoncer en termes de multiples. Selon le contexte, lme ou l’autre de ces deux formes pourra être utilisée. 


Propriété 1 
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 
Si b divise a, alors : |p] < lal. 
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Démonstration 


Si b divise a, alors il existe un entier relatif non nul q tel que : a = bq. 
Ona:1s< lal * donc : |p] < |b| lal. 
C'est-à-dire : |b| < Jal. 


Soit a, b et c trois entiers relatifs (a + 0, b £ 0). 

(1) a divise a. f 

(2) Si a divise b et b divise a, alors a =b ou a =-b. 
(3) Si a divise b et b divise c, alors a divise c. 


Démonstration 

(1) et (3) découlent immédiatement de la définition de la divisibilité. 

(2) D’après la propriété 1, a divise b = a | < |b] et b divise a > |b! < lal] : 
donc : (a divise b et b divise a) = lal = E a 


Propriété 3 


Soit a, b et c trois entiers relatifs (a + 0). 
Si a divise b et c, alors pour tous entiers relatifs p et q, a divise pb + qc. 
w 


On dit encore que a divise toute combinaison linéaire de b et c dans Z. 
Cette propriété découle immédiatement de la définition de la divisibilité. 
Exemples . 


° La somme ou la différence de deux entiers relatifs pairs est un entier relatif pair. 
* Le produit d'uu entier relatif par un entier relatif pair est un entier relatif pair. 


zx Ensemble des multiples d’un entier relatif 
Soit b un entier relatif. 


Les multiples de b sont les nombres : ..., bx(-2),bx(-1),bx0,bx1,bx2, … 
Ces nombres sont de la forme : bk, où k EZ. 


L'ensemble des multiples de b (b € Z) est noté bZ. 


Exemples 
e 3Z={...;:-9;:-6:-3;:0:3:6:9:...} e 17 =Z 
e —27={\...;-6;-4;-2:0;:2;:4:6:...) ° OZ = {0}. 


Remarque 


Pour tout entier relatif b, (bZ, +) est un groupe commutatif. 


“em Ensemble des diviseurs d’un entier relatif 


Notation 
soit a un entier relatif. 
On note : D(a) l’ensemble des diviseurs de a. 


Exemples 
e D(4)={-4;-2;:-1;:1;2;4} e (1) =(-1;1} 
e D-6)={-6;-3;-2;-1;:1:2:3:6) e (0) = Z*. l 


Remarque 


Pour tout entier relatif a non nul, D(a) est un ensemble fini non vide. 
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EUR RUES modulo n (n € N*) 


same Définition et propriétés immédiates 


Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs. 
_ On dit que a est congru à b modulo n si a — b est un multiple de n. 


On écrit : a =b fn]. 


Exemples 
e 54 = 4 [10] > e — 81 = 0 [9] ; e 9=— 1 [10] 3 ».—5#æ2 [7]. 


R emarques 


ea=0 fn] & a multiple den; 
ea=b |n] & a-b multiple den; 
e si r désigne le reste de la division euclidienne de a par n, alors :a=r {nl. 


Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition. 


Soit n un entier naturel non nul, a, b et c trois entiers relatifs. 

s. a=a Ín] (la relation de congruence modulo n est réflexive) 

e Si a =b [n], alors b =a [n] (la relation de congruence modulo n est symétrique) . 
e Sia=b Ín] etb =c [n], alorsa =c [n] (la relation de congruence modulo n est transitive). 


t Autres propriétés 


Soit n un entier naturel non nul, a et a’ deux entiers relatifs, r et r’ les restes respectifs des divisions 
euclidiennes de a et a’ par n. 
Ona:a=@ [n] r=r. 


Démonstration 


Désignons par q et g’ les quotieuts respectifs des divisions euclidiennes de a et a’ par n. 
On sait que: a=nq +r et O<r<n ; g =ng +r et Osr <n. 
Donc : a-a’ = (b -b)n +r-r’, avec -n<r-r'<n. 
On en déduit que : a= a [n] & a-a’ multiple de n 
 r-r’ multiple de n 
& r-r =0. 


Soit n un entier naturel non nul et a, a’, b, b’ quatre entiers relatifs. ‘ 
. Si a= [n] et b= bÞþ’ [n], alors abs a’ + b’ [n]. 
e Si a= [n] et b=b [n], alors ax b =g x b’ [nl]. 


On dit que la congruence modulo n est compatible avec l'addition et la multiplication dans Z. 


Démonstration 
e Qua: (a’+b)-{(a+b)={(a -a)+(b-b); 

donc: (a’-a€nZ et b'-bEnZ) = (a’+b)}-(a+b)E n7. 
e Ona: (a’xb’—-(a x b) = b'(a’— a) + a(b’—b); 

donc: (a’-a€nZ et b'-bEn7) = (a’xb)-(axb)E nz. 
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Si k est un entier naturel non nul, ona :a=Ħa' [fn] = a“ =a* fn]. 


Exemples 


On considère les nombres a et b tels que : a = 137 et b = 73. 
Déterminer les restes des divisions euclidiennes de a + b, ab, 3a — 2b et a? + 3b? par 25. 
On a : a = 12 [25] et b =- 2 [25]. 
°Ona:a+b=10 [25]. g 
Or : 0 < 10 < 25 ; donc 10 est le reste de la division euclidienne de a + b par 25. 
e On a : ab = — 24 [25] ; donc : ab = 1 [25]. 
Or : 0 < 1 < 25 ; donc 1 est le reste de la division euclidienne de ab par 25. 
e On a : 3a — 2b = 40 [25] ; donc : 3a — 2b = 15 [25]. ; 
Or: 0< 15 < 25 ; donc 15 est le reste de la division euclidienne de 3a — 2b par 25. 
e On a : a° + 3b? = 120 [25] ; donc : a? + 3b° = 20 [25]. 
Or : 0 < 20 < 25 ; donc 20 est le reste de la division de a? + 3b° par 25. 


2.3. Utilisations des congruences 


sgam Déterminations de restes 


1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 7°? %2 par 9. 
Ona: 70=1 [9] ; 71=7 [9] ; 72=41/9 ; 7321 [9]. 
2 002 = 3 x 667 + 1. 
Donc: (73)857 x 7 = 1667 x 7 [9] ; c'est-à-dire : 72902 = 7 [9]. 
Or: 027x<9; donc 7 est le reste de la division euclidienne de 7°? °? par 9. 


2. Déterminer, suivant les valeurs de l’entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 5” par 3. 
Ona: 50°=1 [3] ; 5ł=2 [3] ; 52=1 [3]. 

e Si n= 2k (k E€ N), ona: (5X= 1% [3] ; donc : 5° = 1 [3]. 

e Sin=2k +1 (k EN), ona: (5393F x5 = 1f x5 [3] : donc : 5” = 2 [3]. 


zas Démonstrations de propriétés 


1. Soit n un entier naturel. Démontrer que n{n* — 1) est multiple de 5. 
On distingue cinq cas : n = 0 [5], n = 1 [5], ... , n = 4 [5]. 

Les résultats sont regroupés dans le tableau de congruences ci-contre. 
On en déduit qne n{n* — 1) est multiple de 5. 


2. Soit n un entier naturel. 

1°) Démontrer que le reste de la division euclidienne de n? par 8 est 0, 1 ou 4. 

2°) En dédnire que les nombres de la forme 8k + 7 (k € Z) ne sont pas la somme de trois carrés parfaits. 
1°) On distingue huit cas : n = 0 [8], n = 1 [8], ... , n = 7 [8]. 

Les résnltats sont regroupés dans le tableau de congruences ci-contre. n 01 3 | 4 151617 

On en déduit que le reste de la division euclidienne de n? par 8 est 0, 1 m|011|4 110 [11411 


ou 4. 


2°) L'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois carrés parfaits 
est le même que l’ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois 
éléments de {0 ; 1 ; 4}. 


Le tableau ci-dessous regroupe les restes possibles : 


(a, b, c)|(0, 0, 0)| (0, 0, 1) (0, 0, 4) 
MEATS 


On en déduit que les nombres de la forme 8k + 7 (k € Z) ne sont pas la somme de trois carrés parfaits. 


(0, 1, 1)| (0, 1, 4) (0, 4, 901, 1, 1)/(1, 1, 4)|(1, 4, 4)|(4, 4, 4) 
6 
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Congruences particulières 


Les critères de divisibilité par 2, 3, 4 ,5, 9 et 11 ont été utilisés au collège. Nous allons, grâce aux 
congruences, démontrer ces résultats et les généraliser à la détermination des restes de certaines divi- 
Sions. 


Dans cette partie, x désigne un entier naturel non nul et a 


Ona:x= a, il + a, 110P À + + + y 


a a,- Son écriture décimale. 


1. Congruences modulo 5 

a) Démontrer que : x = a, [5]. 

b} Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 5 de 1 826, 3 252 et 27 325. 

a} On a : 10 = 0 [5] ; donc, pour tout entier naturel k non nul : 10% = 0 [5]. 

On en déduit que : a,10P + a, ,10 7 +... + @,10° + a} = à, [5]. 

b) Les restes des divisions sdillnnue par 5 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 1, 2 et 0. 


2. Congruences modulo 4 et modulo 25 
a) Démontrer que : x=a.,a, [4] et x=aa, [25]. 
b) Déterminer les restes des divisions Ri par 4 et 25 de 1 826, 3 252 et 27 325. 
a) On a : 10° = 0 [4] et 10° = 0 [25] ; 
donc, pour tout entier naturel k supérieur ou égal à 2 : 10% = 0 [4] et 10 = = 0 [25]. 
On en déduit que : a 10 +a, 10” +... + a,10? + aj = a,10! + a, [4] 
et : a 107 +a 410P +... + a 10° +a,= a,10' + a [25]. 
b) Les restes des divisions euclidiennes par 4 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 2, 0 et 1. 
Les restes des divisions euclidiennes par 25 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 1, 2 et 0. 


3. Congruences nés: get 3 
a} Démontrer que : x = 3 2 fk [9] et r= È „k [3]. 
b} Déterminer les restes a divisions SeT par 9 et 3 de 1 826, 3 252 et 27 325. 


a) Ona:10=1 [9] et 10=1 [3]; 
donc, pour tout eutier naturel k : 10% =1 [9] et 10% = 1 [3]. 


p 
Ou en déduit que : a 10 + a, ,10°™ +... +a,10'+a,= È} a, [9] 
k=0 
p 
et : a 10? +a, ,10P-7 +... + a,10! + a, = È a [3]. 


b) On a : 1 826 =1 + 8 + 2 + 6 [9] ; donc le reste de la division de 1 826 par 9 est 8. 


De même, les restes des divisions euclidiennes par 9 de 3 252 et 27 325 sont respectivement 3 et 1. 
Les restes des divisions euclidiennes par 3 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 2, 0 et 1. 


4. Congruences modulo 11 
p 
a) Démontrer que : x = (- 1)f a, [11]. 
=0 
b) Déterminer les restes de la division euclidienne par 11 de 1 826, 3 252 et 27 325. - 
a) On a : 10 =— 1 [11] ; donc, pour tout entier naturel k : 10% = 3 1)* [11]. 
On en déduit que : a 10? + a, 11071 + n+ 107 + ay = > C= 1)*a, [11]. 


b) On a : 1 826 =— 1 + 8 — 2 + 6 [11] ; donc le reste de ja division euclidienne de 1 826 par 11 est 0. 
De même, les restes des divisions euclidiennes par 11 de 3 252 et 27 325 sont respectivement 7 et 1. 
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2.a Combien y a-t-il de multiples de 11 compris 2.f Sans effectuer la division euclidienne, vérifier 

entre — 1 000 et 1 000 ? que 23 157 est divisible par 9. 
2.b Déterminer l’ensemble des diviseurs de 60. s 

i 2.q Déterminer les couples (x ; y) de chiffres tels 

2.C Déterminer les entiers naturels n et p tels que : gue le nombre d'écriture décimale 724xy soit 

n° — p° = 28. multiple de 9. 
2.d  Démontrer que : 2?? = 1 [5]. À : | 

; 2.h Soita. b et c trois entiers relatifs non nuls. 

2.e Soit n et d deux entiers relatifs non nuls tels 


1. Démontrer que si bc divise a, alors b divise 
a & c ris a. 
2. La réciproque est-elle vraie ? 


que d divise n. 
Démontrer que pour tous entiers relatifs a et b 
ona:a=b{nl =az=b [d]. 


= à PPCM et PGCD de deux entiers relatifs 


SE ln I PPCM de deux entiers relatifs 


Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et A l’ensemble des entiers naturels uon nuls appartenant à 
az N bZ. 


|[ab| € A ; douc A, partie non vide de N, admet un plus petit élément. 


Soit a et b deux entiers relatifs non nnls. 


On appelle plus petit commun multiple de a et b, et on note PPCM(a : b), le plus petit élément stric- 
tement positif de aZ N bZ. 


Exemples 


° Qua: 12Z = Í... ;— 24 ;— 12 ; 0 ; 12 ; 24 ; 36 ; 48 ; 60 ; 72 ; 84 : 96 : | 

162 = {...;—32;— 16 ; 0 ; 16 ; 32 ; 48 ; 64 ; 80 ; 96 ; ...) 

127 N 16Z = {... ; — 48 ; 0 : 48 ; 96 ; ...}. 

Donc : PPCM(12 ; 16) = 48. 

+ Déterminer le PPCM de 5 et 7. 

Les multiples strictement positifs de 7 sont dans l’ordre croissant : 7 ; 14 ; 21 : 28 : 35 … 
Le plus petit d’entre eux qui est multiple de 5 est 35 ; donc : PPCM(5 ; 7) = 35. 


Remarques 


e Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : PPCMf{a ; bh) = PPCM{|lal : |b] ). 


Dans une recherche de PPCM, on peut donc se ramener à la recherche du PPCM de deux entiers natu- 
rels non nuls. 


e Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : Max{a ; b) < PPCM{a : b) < ab.. 
e Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : PPCM{a ;b)=a & aE bz. 
Propriété 1 
Soit a et b deux entiers naturels non nuls et u leur PPCM. 
On a : aZ N bZ = už. 
Démonstration 


e Soit k un élément de uZ. 


k est multiple de p et u est multiple de a et de b ; donc k est multiple de a et de b. 
Tout multiple de p est multiple de a et de b ; donc : uZ € aZ N bZ. 
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* Soit k un élément de aZ N bZ. 

Désignons par q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de k par y ; on a : r = k — uq. 
k et u sont des multiples communs à a et b ; donc : r E aZ N bZ. 

De plus, p est le plus petit élément strictement positif de aZ N bZ et 0 <r < yu ; donc :r=0. 

On en déduit que : k € uZ. 

Donc : aZ N bZ C uZ. 

eOna:uZ CažnbZz et aZ AN bZ cC yuz; donc : uZ = az N bZ. 


Exemple 
PPCM(12 ; 16) = 48 et 122 N 16Z = 487. 


Soit a, b et k trois entiers naturels non nuls. 
On a : PPCM{ka ; kb) = k PPCM{a ; b). 


Démonstration 


Posons : u = PPCM(a ; b) et 1, = PPCM (ka ; kb). 
. + Il existe deux entiers naturels non nuls a’ et b’ tels que : u = aa’ et u = bb. 
On a: ku = kag’ et ku = kbb’. 
ku est un multiple commun à ka et kb ; donc : ku > p. 
e Il existe deux entiers naturels non nuls a” et b” tels que : u, = kaa” et 1, = kbb”. 
Ou a : aa” = bb” ; aa” est un multiple commun à a et b, donc : aa” >. 
On en déduit que : u, 2 ku. 
e On a : kp 24 et i} > kp. Donc : PPCM(ka ; kb) = k PPCM(a ; b). 


Exemple 
PPCM(120 ; 168) = PPCM(24 x 5 ; 24 x 7) = 24 x PPCM(5 ; 7} = 24 x 35 = 840. 


_ 3.9. PGCD de deux entiers relatifs 


anama Définition et propriétés 
Soit a et b deux eutiers relatifs uon nuls. 


L'ensemble des diviseurs communs à a et b, noté {a ; b), contient 1 et est fini. Il admet donc un plus 
grand élément, strictement positif. 


Définition 
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 


On appelle plus grand commun diviseur de a et b, et on note PGCD(a ; b), le plus grand élément de 
{a ; b). 
Exemples 
’'eOna: ®(24)={-24;-12;-8:-6:-4;-3;:-2:-1:0:1:2:3;:4:6;8 ; 12 ; 24} 

(30) = 1-30: -15;:-10;:-6;:-5;-3:-2;:-1:0;:1;2;:3;5;6 ; 10 ; 15 ; 30) 

{24 ; 30)=1-6:-3;:-2;-1;:0:;:1;:2;3;6!. 
Donc : PGCD(24 ; 30) = 6. i 
+ Déterminer le PGCD de 5 et 12. 
Ona: ®(5)={-5;-1;0;1;5}et5 ne divise pas 12. 
Douc : PGCD(5 ; 12) = 1. 


R emarques 


e Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : PGCD(a ; b) = PGCD(| a | :1bl). 

Dans une recherche de PGCD, on peut donc se ramener à la recherche du PGCD de deux entiers natu- 
rels non nuls. 

e Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : 1 < PGCD{(a ; b) < Min{a ; b). 

e Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : PGCD{a ; b) =b = b E D(a). 
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Soit a et b deux entiers naturels non nuls et ô leur PGCD. 
On a : D(a ; b) = W8). 


Démonstration 


+ Soit d un élément de D(8). 

d divise ô et à divise a et b ; donc d divise a et b. 

Tout divisenr de ô divise a et b ; donc : %(6) C Fla ; bl . 
Soit d un élément de (a ; b). 

Désignons par u le PPCM de detô;ona:ô<uy. 


a est multiple de d et de ĝ, donc a est multiple de u. De mème b est multiple de p. 
u divise a et b ; donc : u < ô. 


On a : PPCM{d ; 6) = ð. Donc d divise à ; c’est-à-dire : d = F18). 
+ On en déduit que : D(a ; b) = (6). 


Exemple 
PGCD(24 ; 30) =6 et (24 ; 30) = (6). 


Soit a, b et k trois entiers naturels non nnls. 
On a : PGCD(ka ; kb) = kPGCD(a ; b). 


Démonstration 


Posous : à = PGCD(a ; b) et & = PGCD(ka ; kb). 

e Il existe deux entiers naturels non nuls a’ et b’ tels que : a = õa’ et b = ôb”. 
On a: ka = kôa’ et kb = kôb’. 

kö divise ka et kb, donc kô divise à.. 

Il existe un entier naturel non nul q tél que : à, = gkő (1). 


e Il existe denx entiers naturels non nuls a” et b” tels que : ka = ða” et kb = ôb”. 
On a: a = qùa” et b = qb” ; qð divise a et b, donc : qô < ô. 

On en déduit que : q = 1. 

+ En remplaçant g par 1 dans (1), on obtient : PGCD(ka ; kb) = k PGCD(a ; b). 


Exemple 
On a : PGCD(205 ; 492) = PGCD(41 x 5 ; 41 x 18 41 x PGCD(5 ; 12) = 


Propriété 3 

Soit a et b deux entiers naturels non nuls et 5 leur PGCD. 

Un entier relatif m est multiple de à si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 
m = au + bv. 


Il revient au même de dire que : ÔZ = {au + bv, (u ; v) € 72]. 


Démonstration 


e Soit u et v deux entiers relatifs. 

au et bv sont multiples de à, donc au + bv est multiple de &. 

e Considérons l’eusemble A des entiers uaturels qui penvent s’écrire sous la forme au + bv (u E Z, 
vEZ). Ona:a-=-ax1+bx0; donc:aE€E A. 

À est une partie non vide de N, elle admet douc un plus petit élément p. 

Il existe deux entiers relatifs w’ et v’ tels que : p = au’ + bv’. 

Effectuons la division euclidienne de a par p ; on obtient : a = pq + r, avec 0 <r < p. 

Donc : r = a(1 — qu”) + b(- qv ; r est de la forme : au + bv. 

Si r était non nul, il serait un élément de A strictement inférieur à p. Donc : r = 0 et p divise a. 
De même p divise b ; donc p divise 6. 

Or, p est multiple de ô ; donc : p = &. 
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+ Soit m un multiple de ô. 
Il existe uu entier relatif k tel que : m = kô ; donc : m = a(ku”) + b(kv). 


Exemple 


On a : PGCD(205 ; 492) = 41 et 82 € 417 ; 
donc il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 82 = 205u + 492v. 


En effet : 82 = 205 x (— 2) + 492 x 1 ou 82 = 205 x 10 + 492 x (— 4). 


=== Algorithme d'Euclide 


Soit a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0 et r le reste de la division euclidienne de a par b. 
. Sir =0, alors (a ; b) = (b) e Sir 40, alors F(a ; b) = (b ; r). 


Démonstration 

e Sir = 0, alors a = bq et le résultat est immédiat. 

e Sir # 0, alors a = bq + r, avec O <r <b. 

— On a : a combinaison linéaire de b et r dans Z ; donc tout diviseur de b et r est un diviseur de a. 
On en déduit que : D(b ; r) C &(a ; b). 

— De plus : r = a — bq ; c’est-à-dire : r combinaisou linéaire de a et b dans Z. 


Donc tout diviseur de a et b est un diviseur de r. 
On en déduit que : D(a ; b) C (b ; r). 


Propriétés 2 
Soit a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0 et r le reste de la division euclidienne de a par b. 
. Si r=0, alors PGCD(a ; b) = b «Si r +0, alors PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r). 


Démonstration 


On utilise les propriétés précédentes. 

e Sir = 0, les ensembles D(a ; b) et D(b) sont égaux et ont le même plus grand élément. 
Donc : PGCD(a ; b) = 

e Sir +0, les ensembles ®(a ; b) et &(b ; r) sont égaux et ont le même plus grand élément. 
Donc : PGCD(a ; b) = PGCD(b ; r). 


Exemple 

Nons avons vu que : PGCD(492 ; 205) = 

— Or : 492 = 205 x 2 + 82 ; donc 82 est le ds de la division euclidienne de 492 par 205. 

On obtient : PGCD(492 ; 205) = PGCD(205 ; 82). 

— De même : 205 = 82 x 2 + 41 ; donc 41 est le reste de la division élite de 205 par 82. 
On obtient cette fois : PGCD(205 ; 82) = PGCD(&2 ; 41) = 


On déduit de ce qni précède une nouvelle méthode de recherche du PGCD, appelée algorithme d’Euclide. 


Pour déterminer le PGCD de deux entiers natnrels a et b tels que a > b > 0, on peut effectuer 
les divisions euclidiennes successives suivantes : 


e division de a par b, pour obtenir a=bxq,+r, (avec O<r<b); 
e division de b par r, pour obtenir b =r; X q +r (avec O<r, <m <b); 
° ivisto de r, par r,, pour obtenir r,=r, Xq, +r, (avec O<r,<r, <r, <b); 


La suite (r,), positive et strictement décroissante, s’annule après un nombre fiui de divisions 
euclidiennes et le dernier reste non nul obtenu est égal à PGCD(a ; b). 


= 


+ a 
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Exemple 


Déterminer le PGCD de 304 939 et 151 097. 
Posons : à = PGCD(304 939 ; 151 097). 


+ 304 939 = 151 097 x 2 + 2 745; donc : à = PGCD(151 097 ; 2 745). 
e 151 097 = 2 745 x 55 + 122 ; donc : à = PGCD(2 745 ; 122). 

e 2 745 = 122 x 22 + 61 : donc : à = PGCD{122 ; 61). 

a 122 =61x2 +0; donc : ô = 61. 


dividende |304 939151 097 


On adopte généralement la disposition pratique diviseur 151 097| 2 745 
1-contre. 
ci-contr reste 2745 | 122 


pu] 


3.3. Nombres premiers entre eux 


sms Définition et propriétés 


Définition 
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 
On dit que a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal à 1. 


Les seuls diviseurs communs de a et b sont alors 1 et-1. 


Exemples 


+ On a : PGCD(4 ; 17) = 1 ; donc 4 et 17 sont premiers entre eux. 
e 60 et 135 sont tous les deux divisibles par 3 ; donc ils ne sont pas premiers entre eux. 


Remarque 

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et d un diviseur commun à a et b. 
On a : a = da’, b = db’ et PGCD(a ; b) = d PGCD{a' ; b’). 

d est le PGCD de a et b si et seulement si a’ et b’ sont premiers entre eux. 


Théorème de Bézout! | 


Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 
a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 
au + bo = 1. 


Ce théorème est une conséquence de la propriété 3, établie au $3.2. 


Exemples 


e+eOna:49x 54 + 115 x (— 23) = 1 ; donc : PGCD(49 ; 115) = 1. ' 
e Deux entiers consécutifs non nuls n et n + 1 sont premiers entre eux. 
Eu effet, on a : n x (— 1) + (n + 1) x 1 = 1. 


Théoreme de Gauss? 


Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls. 
Si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c. 


Démonstration 


Il existe trois entiers relatifs k, u et v tels que : bc = ka et au + bv = 1. 
On a : auc + bvc = c ; donc : a(uc + kv) =c. 
On en déduit que a divise c. 


1 Étienne Bézout, mathématicien français — 1730 - 1783. s 
2 Carl Friedrich Gauss, mathématicien, physicien et astronome allemand — 1777 - 1855. 
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Exemple 

Résoudre dans Z? l’équation (E) : 2x — 5y = 0. 

e Soit (x ; y) une solution de (E). On a : 2x = 5y. 

2 divise 5y et est premier avec 5 ; donc, d’après le théorème de Gauss, 2 divise y. 
Il existe un entier relatif k tel que : y = 2k. 

On en déduit que : x = 5k. 

e Réciproquement, pour tout enticr relatif k, le couple (5k ; 2k) est solution de (E). 
e L'ensemble des solutions de (E) est donc : {{5k ; 2k), k E Z}. 


Conséquences 


Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls, 

e Si a et b sont premiers entre eux et si a et c sont premiers entre eux, alors a et bc sont premiers 
entre eux. - 

° Si a et b divisent c et si a et b sont premiers entre eux, alors ab divise c. 

° Si a et b sont premiers entre eux, alors : PPCM(a ; b} = ab 


Démonstration . 


e Il existe quatre entiers relatifs u, v, w’, v’ tels que : au + bv = 1 et au’ + cv’=1. 
En multipliant membre à membre ces deux égalités, on obtient : a{uau’ + ucv’ + bou”) + bc(vv’) = 1. 
Donc a est premier avec bc. 


? 


+ Il existe un entier relatif a’ tel que : c = aa”. 
b divise aa’ et est premier avec a ; donc il existe un entier relatif b’ tel que : a’ = bb’. 
On en déduit que : c = abb’ ; donc ab divise c. 


e a et b divisent PPCM(a ; b), a et b sont premiers entre eux ; donc ab divise PPCM(a ; b). 
ab est multiple de a et de b, donc = est multiple de PPCM(a ; b). 
On en déduit que : PPCM{a ; b) = 


Soit n un entier naturel non nul et a, b, c trois entiers relatifs (a + 0). 
Si a est premier avec n et si ab = ac [n], alors b =c [n]. 


Démonstration 

On a : ab=ac [n] & afb-c)e nZ. 

n divise alb — c) et est premier avec a, donc n divise b— c. 
On en déduit que : b =c [n]. 


Ed 


awxzz= Relation entre le PGCD et le PPCM A de deux entiers naturels 


Soit a et b deux entiers naturels non nuls, à leur PGCD et u leur PPCM. 
On a : ôu = ab. 


Démonstration 


Les entiers relatifs a’ et b’ tels que a = æ’ et b = şb’ sont premiers entre enx. 
Donc : PPCM{a ; b) = 8PPCM{(a’ ; b = ab’. 
On en déduit que : õp = ab. : 


Exemple 
Déterminer le PPCM de 304 939 et 151 097. 
On a vu que : PGCD(304 939 ; 151 097) = 
304 939 x 151 097 


donc : PPCM(304 939 ; 151 097) = LE - 755 333 903. 
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….3.4, Exemples d'utilisation 


sxæmss Détermination des coefficients d’une égalité de Bézout 
1. Démontrer, en utilisant l’algorithme d’Euclide, que 564 et 271 sont premiers entre eux. 
2. En déduire deux entiers relatifs u et v tels que : 564u + 271r = 1. 


Solution 

1. On a : 564 = 271 X 2 + 22 s donc : PGCD(564 ; 271) = PGCD(271 ; 22). P 
On a : 271 =22%x12+7 s donc : PGCD(271 ; 22} = PGCD(22 ; 7). 
On a : 22=7X341 - donc : PGCD(22 ; 7] = PGCD(7 : 1) = 1. 


Les nombres 564 et 271 sont premiers entre enx. 
2. Utilisons les divisions euclidiennes précédentes, de la dernière à la première. 
Ona:1=22+7x(-3) 
= 22 + (271 — 22 x 12) x (— 3) - 
= 271 x (— 3) + 22 x 37 
= 271 x {- 3) + (564 — 271 x 2) x 37 
= 564 X 37 + 271 x (— 77). 
On pent donc prendre : (u ; v} = (37 ; — 77). 


sass Equations du type ax + by = c 

D'après la propriété 3 $3.2, une équation d'inconnue (x ; y) dans Z? du type ax + by =c, a des solutions 
si et seulement si c est multiple du PGCD de a et b. 

On se propose de résoudre dans 7? l’équation (E) : 34x — 15y = 2. 

1. Résoudre dans Z? l’équation (E°) : 34x — 15y = 0. 

2. Déterminer une solution (x, ; Yo) de (E). 

3. Résoudre (E). 


Solution 


1. Soit (x ; y) une solution de (E'). On a : 34x = 15y. 

15 divise 34r et est premier avec 34 ; donc, d’après le théorème de Gauss, 15 divise x. 

Il existe un entier relatif k tel que : x = 15k. i 

On en déduit que : y = 34k. f 

Réciproquement, pour tout entier relatif k, le couple (15k ; 34k) est solution de (FE). 
L'ensemble des solutions de (E°) est donc : {(15k ; 34k), k € Z}. 

2. On remarque que : 4 x 34 = 136 et 9 x 15 = 135 ; donc : 34 x8 — 15 x 18 = 2. 

On peut prendre : (x, ; y,) = (8 ; 18). 

3. Soit (x; y) un couple d’entiers relatifs. 

On a: 34r-15y-0 © 34(x + x,) — 15(y + y) = 2. Ke 
On en déduit que les solutions de (E) sont les couples (x + x, : y + Yo) OÙ (x ; y) est solution de (FE). 
L'ensemble des solutions de (E) est donc : {(15k + 8 ; 34k + 18), k E Z}. 


seems Systèmes - 
1. Résoudre dans Z le système (S.) : ns : +! 
Solution | 


Soit x une solution de (S). Il existe deux entiers relatifs p et q tels que : Æ = 34p — 1 et x = 15q + 1. 
On en déduit que : 34p — 15q = 2. 

D’après l'étude précédente, il existe un entier relatif k tel que : (p : q) = (15k + 8 ; 34k + 18). 
Réciproquement, soit k un entier relatif. 

Posons : x = 34(15k + 8) — 1. 

On a: x=-1134} et x=1 [15]. 
L'ensemble des solutions de (S.) est donc : {510k + 271, k E Z}. 

[A noter qu'on obtient le même résultat en posant : x = 15(34k + 18) + 1.] 
i PGCD(x ; y) = 12 

i x+y=60' 


- 


2. Résoudre dans N° le système (S,) 
Solution 
x = 12x et y = 12y’ 


X + y = 60 x+y’ =5 
On obtient: x’=1 et y =4 ; x’=2 et y’ =3 ; x’=3 et y’ =2 ; x =4 et y’=1. 
L'ensemble des solutions de (S,) est donc : {(12 ; 48), (24 ; 36), (36 ; 24), (48 ; 12)]. 
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Y 


SE =" << Se RE EN CT SE 2 e ai $ CS cn un pr rr F M QT rt TE a 

FLE de UE 57 a sr RE k “mr = 1 AT P Pora EA vds 2 Ed ET w PH A E g Fa He ab ds x 2-2 
A e s = a z - w SD CT —— A5 AB I. Ne p E à +S he Jer. aae 1 
MOAR CRT LE ET a Sarna ae 7 ai AE A E g A a a a a 


3.a 


Déterminer le PPCM des entiers relatifs a et b 
dans chacun des cas suivants. 


3.d 


E n a a Tan eE.. 


Démontrer que deux nombres impairs consé- 
cutifs sont premiers entre eux. 


e a = 48 et b = 12 
se d=—-3 ø b=A# 3e À l'aide du théorème de Bézout, démontrer 
° a =15 et b=21 que: Y n E Z, PGCD(2n + 1 ; 3n +1} = 1. 
+e a=160 et b = 200. 
3.f  Démontrer que le produit de trois entiers rela- 
3.b Déterminer le PGCD des entiers relatifs a et b tifs consécutifs est divisible par 6. 
dans chacun des cas suivants. 
e a = 24 et b= 24 3.g Dans chacun des cas suivants, déterminer le 
L'usid ch Mer PGCD des entiers relatifs a et b, puis en dédui- 
AA T r A Se re jeur PPCM. 
iai á — >? z 
e a=132 et b=-96. "ASe QE: Res 
s a = 300 et b=750 
Éi | | po °a=1386 et b=546 
3.c À l’aide de l’algorithme d'Euclide, déterminer nn 
sa=-3015 et b=3 975. 


le PGCD de 2 867 et 3 431. 


E 


-Á Nombres premiers re 


— 4.1. Généralités 


= Définition et propriété 
Définition 


On dit qu’un entier naturel p est premier s’il possède exactement deux diviseurs positifs : 1 et p. 


Exemples 


e 2, 3, 5, 7, 11 et 13 sont des nombres premiers. 
e 12 et 49 ne sont pas des nombres premiers. 


Remarques 


e 0 et 1 ne sont pas des nombres premiers. 
e Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux. 


| Propriété 


Tout entier naturel n différent de 0 et de 1 admet au moins un diviseur premier. 


Démonstration 


Considérons l’ensemble A défini par : A = {d E G{n), d > 2}. 

n E A ; donc À, partie non vide de N, admet un plus petit élément p. | 

Le nombre p, comme tous les éléments de A, est un entier naturel différent de 0 et de 1. 

On en déduit que p est un nombre premier ; en effet si ce n’était pas le cas, il admettrait un diviseur q 
entier naturel autre que 1 ou lui-même et q serait un élément de A strictement plns petit que p. 
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sw L'ensemble des nombres premiers 


L’algorithme suivant, dû à Ératosthène de Cyrène (276-194 av. J.-C.), permet de déterminer les nombres 
premiers inférieurs à un nombre donné n. On écrit les entiers naturels successifs compris entre 1 et n. 


e On barre 1 qui n’est pas premier. 


+ Le nombre 2 est premier. On barre | | | | 
| | 28 | 99 | 39 
37 B wW 35 | 36° | 37 | 38° | 37 | 40 


tous les multiples de 2 autres que 2. 


+ Le premier nombre non barré est 
3, qui est donc premier. 


On barre tous les multiples de 3 
autres que 3. 


e On itère le procédé jusqu’à la fin 
du tableau. 


Il existe une infinité de nombres premiers. 


Démonstration 


Supposons qu'il n’existe qu’un nombre fini de nombres premiers distiucts notés p}, P} --- , P, et 
considérons le nombre n défini par : n =p,xXp,x ...X p, +1. 

D'après la propriété précédente, n admet au moins un diviseur premier p. 

Donc p est l’un des nombres p}, p,, --- , Po 

On en déduit que p divise n -p, X p, X ... X p., c’est-à-dire 1. 

Ce qui est contradictoire avec le fait que p est premier. 

Il existe donc une infinité de nombres premiers. 


Remarque 


Depuis l'Antiquité, les mathématiciens s'interrogent sur la répartition des nombres premiers. Est-elle 
régulière ? Présente-t-elle des particularités ? 


e Jacques Hadamard a démontré en 1896 qu'il y a environ —— nombres premiers inférieurs à n et que 


Inn) 
cette approximation est d'autant plus précise que n est grand. an 
e En 1963, Stanislas Ulam place les entiers naturels en spirale, comme l'indique la figure 
ci-contre, puis noircit les cases des nombres non premiers. 
Il obtient une constellation présentant des alignements surprenants, appelée spirale 
d’Ulam (cf. introduction du chapitre). 
e Le plus grand nombre premier connu, depuis 1998, est : 29021477 _ 1, 


Tout entier naturel n, autre que 0 et 1 et non premier, admet au moins un diviseur premier d tel que : 
1<Œ<n. 


Démonstration 


Si n est un entier naturel non premier, autre que 0 et 1, il admet au moins un diviseur strictement 
compris entre 1 et n. Notons d le plus petit d’entre eux. 

On a:n =d xd’, avec 1 <d <d’ ;donc:1<d’ <n. 

De plus d est premier (sinon il ne serait pas le plus petit diviseur strictement positif de n). 


Cette propriété fournit un critère d’arrêt lorsqu'on cherche à savoir si un entier uaturel est premier. 
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— Be 


Pour déterminer si un entier naturel n est premier, on essaie de le diviser par tous les nombres 


pomen inférieurs à yn. Si aucun de ces nombres ne divise n, on | peut dire qne n est premier. . 


ampia 


Démontrer qne 137 est un nombre premier. 

Ona: {137 = 11,704. 

137 n’est divisible par aucun des nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11 ; de plus, 13? > 137. 
Donc 137 est un nombre premier. 


4.9. Décomposition en produit de facteurs premiers 


mme Théorème fondamental 


Considérons l’entier naturel 14 394 744. 
I| peut se décomposer en produit de facteurs premiers ; en effet : 14 394 744 = 23 x 32 x 7 x 134. 


Plus généralement, nous admettons le théorème fondamental suivant. 


Théorème 


Soit n entier naturel (n > 2). 
* Il existe des nombres premiers p}, p,, … , py et des entiers naturels non nuls 0, &,, … , Œ, tels qne : 


n = p” X PX.. X DE et pi <pP< = <Py 
+ Cette décomposition est unique. 


Exemple 4872| 2 
Pour décomposer 4 872 en produit de facteurs premiers, 2 436 | 2 
on peut utiliser la disposition pratique ci-contre. Du: 2: 
On obtient : 4 872 = 2? x 3 X7 x 29. 609 3 
203 7 

29 29 


ENIES Exemples d'utilisation È 
p 


1. Détermination de PPCM et de PGCD 

Détermiuer le PPCM et le PGCD de 700 et 18 375. - 

Solution 

Ona: 700=22?x5?x7 et 18 375 = 3 x 5? x 72. 

Donc : PPCM(700 ; 18 375) = 2? x 3 x 5° x 7? = 73 500. 

PGCD(700 ; 18 375) = 5° x 7 = 175. 

2. Détermination de l’ensemble des diviseurs positifs d’un entier naturel 

' a) Quel est le nombre de diviseurs positifs de 14 553 ? 

- b} Déterminer l’ensemble % des diviseurs positifs de 14 553. 

Solution 

a) Ou a : 14553 = 3° x 72 x 11. 

Les diviseurs positifs de 14 553 sont les nombres qui peuvent s'écrire sous la forme 3% x 78 x 117, où 

ae (0;1;2;3}BE(0;1;2}etye (0; 11}. = 

Le nombre de diviseurs positifs de 14 553 est douc : 4 x 3 x 2 = 24. ar 
Ea 1 |7 |49 a 
11} 


fs 


b) Chaque diviseur positif de 14 553 est le prodnit de 3 nombres, à raison d’un 
par chacune des trois lignes du tableau ci-contre. 


On en déduit que les diviseurs positifs de 14 553 sont : 


txi LE TI 1X7X1 Lx7 XAIT 1x49x1 1x49x11 
3x1x1 3x1x11 3x7x1 3x7x11 3x49x1 3 x 49 x 11 
9x1x1 9x1x11 9x7x1 9x7x11 9x49x1 9 x 49x11 
27x1x1 27x1x11 27x7x1 27x7x11 27 X49x1 27 X 49 x 11. 

Douc: = {1 ;3;7;9; 11; 21; 27; 33; 49; 63 ; 77 ; 99 ; 147 ; 189 ; 231 ; 297 ; 441 ; 539 ; 693 ; 1 323 ; 
1 617 ; 2 079 ; 4 851 ; 14 553}. ai 
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4.3. Travaux dirigés 


Le petit théorème de Fermat 


Soit p un nombre premier. 


1°) a} Démontrer que pour tout entier naturel i strictement compris entre 0 et p, C, est multiple de p. 


b) En déduire que pour tous entiers relatifs a et b, on a : (a + bP = 


2°) a) Démontrer que : V a E N, @ =a |p). 
b} En déduire que pour tout entier naturel a premier avec p, on a : @1=1 |p]. 


Solution 


1°) a} On a : 


ci = PP P (p — 1)! 


P i{p-i! i 


2i., i goei 
b) On a: (a + bP = a? + (E Ch atb) + pe. 


EL D dė 
r: > C_a'bP1=0 
i-1 P 


[p] ; donc : (a + bP = 


" T0- 


divise iC? et est premier avec i ; donc C. est multiple de p. 
P p p p p 


aP + bP [p}. 


a? + b [p]. 


2°) a) Pour tout entier naturel a, considérons la RSR P{a) : « æ =a [p] ». 
e P(0) est vraie. 
+ Soit k un entier naturel. 


Si P(k) est vraie, on a : AP = 


k [p]. 


Or, d’après la question précédeute, on a : (k + 1} = kP + 1? [p]. 


Donc : (k +1} =k + 1 [p] 


. c'est-à-dire : P(k + 1) est vraie. 


On en déduit que P{a) est vraie pour tout entier naturel a. 


b) Soit a un entier naturel premier avec p. 
Qua:axaæ1=ax1 [p] ; donc: a°”? = 1 [p]. 


Les propriétés démontrées à la question 2 sont connues sous le nom de petit théorème de Fermat. 


4.d 


ME M: D 


: F FL N PR ET dise A 
í Ma EE O + me PRE TE A J 
sé ph ut US A 2% ia ak A RE R j 


Vérifier si les nombres suivants sont premiers : 
103 ; 119 ; 137 ; 211. 


a) Pour tont entier naturel n non multiple de 5, 
le nombre 6n + 5 est-il premier ? 

b) Ponr tout entier naturel n, le nombre 
n? — n + 41 est-il premier ? 


Décomposer en produit de facteurs premiers 
les nombres snivants : 120 ; 126 ; 336 ; 735. 


En utilisant la décomposition en produit de 
facteurs premiers, mettre les fractions sui- 
vantes sous forme irrédnctible : 

495 . 780 , 918 

315 ° 204 ’ 1242 


3 Pierre de Fermat, mathématicien français — 1601 - 1665. 


4e 


4.f 


En utilisant la décomposition en produit de 
factenrs premiers, dresser la liste des diviseurs 
des nombres suivants : 90 ; 120 ; 245. 


Dans chacun des cas suivants, décomposer a et 
b en produits de factenrs premiers et détermi- 
ner leur PGCD et leur PPCM: 


e. a= 4 312 et b=6 776 
°a=28665 et  b=412 375. 


Décomposer 1 925 et 6 860 en prodnit de fac- 
teurs premiers, puis calculer : 


51 3 
1 925 6 860 
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APPRENTISSAGE — 


Raisonnement 
par récurrence 


l 1 Démontrer que pour tout entier naturel n non 
nul, on a : 


5 È klk TE n(n + Du + 2) 


Le A + 1)(n + + 2)(n + 3) 
gb) 2 klk + 1)(k + 2) = B 
È Démontrer que pour tout entier naturel n non 
nul, ona: 
E $ T" (n — 1}rn{n + 1) 
k=1 6 

n 1 E ” 

Le È k(k+1}) n+1 


4 LÉ A 
Yoj À k21 = (n — 1)29 + tł, 
1 


L 3 Démontrer que pour tout entier naturel n supé- 
rieur ou égal à 5,ona:2"> 5(n +1). 


È Démontrer que n droites du plan déterminent 


eee +1 régions. 


5 Soit a et b deux nombres réels. 
a) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 
2, on a : 
a? — b” = (a — b(a! + ar2b + ... + ab™ + be), 
b) En déduire que pour tout entier n impair et supérieur 
à 2,0na: | | 
a? + b" = (a + b(a! - ab +. 


au maximum 


pm ab" i bee), 


Les ensembles N et Z 


& Résoudre dans Z? le système : 12 s -1 


7 Effectuer la division euclidienne de a par b 
dans chacun des cas suivants. 


e a =— 2 372 et  b=44 

. a= 735 et b=- 412 
e a = — 235 et b=—-17 
e a = 50 764 et b=327. 


8 La division euclidienne de 900 par un entier 
naturel b a pour quotient 14 et pour reste r. Quelles sont 
les valeurs possibles de b et r ? 


$ Déterminer les entiers naturels n dont la divi- 


sion euclidienne par 16 a un reste égal au carré du quo- 


tient. 


49 Soit g etr le quotient et le reste de la division 
euclidienne d’un entier naturel a par un entier naturel 
b. Sachant que a + b + r = 3 025 et q = 50, rétablir la 
division. 
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ee : = me = 
P EN LEP" À LA Pr sf i PE PL NW À 
pr E i RES i P AERO ET 
5 è AT d P £ 
F7. Ur E $ à 25 A 2 Es- 
t GET AT À J 
F y. AE k Va z 5 
CA aE s a ` 
2 RE 3 Es á - 
+ dé A F0 ’ s 
CE LR = à 
PH Br i LÉ FF él 
p” ra _ 
s # Eee OT FL f 
LE res Ki SOLE A d . 


du nombre B = 


11 Écrire en base deux les nombres suivants : 
85 ; 104 ; 3 607. 


12 Écrire dans le système décimal les nombres 
suivants, écrits en base deux : 


10110° : 111000° : 10101010 ; 110100011 . 
13 Écrire 25 — 1 en base deux. 


13 b est un entier naturel supérieur à 1. 
Écrire {b + 1}? en base b. 
(On distinguera deux cas : b = 2 et b + 2.) 


Multiples et diviseurs 


15 Résoudre dans Z l'équation : x? =- 1 [5]. 


16 Résoudre dans Z l'équation : 
x*— 3x +4 =0 [7]. 


17 Démontrer que la somme des cubes dè trois 
entiers relatifs consécutifs est divisible par 9. 


18 1. Déterminer, suivant les valeurs de l'entier 
naturel n, le reste de la division euclidienne par 7 du 
nombre A =n“-n +1. 

2, En déduire les entiers n tels que le nombre A soit 
divisible par 7. 

3. Déterminer le reste de la division euclidienne par 7 
(2 753)? — 2 753 + 1. 


19 Démontrer que pour tous entiers naturels a, b 
etc, ona: @+b+ce=01(7] = abc=0 [7]. 


20 1. Déterminer le reste de la division eucli- 
dienne de 111°% par 7. 
2. Plus généralement, déterminer suivant les valeurs de 
l'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de’ 
11" par 7. 


21 Déterminer les entiers relatifs n tels que la 


n + 17 


fraction "AT 


soit un entier relatif. 


22 Démontrer que pour tout entier naturel n, le 
nombre n(2n + 1}(7n + 1) est divisible par 2 et par 3. 


23 p et q sont deux entiers naturels inférieurs ou 
égaux à 9. Parmi les nombres suivants, un seul est divi- 
sible par 7 quelles que soient les valeurs de p et q. 
Trouver ce nombre. 


e—a Í C) Cet EU 
a} GP pap b) qqq ppp | 
c) maap d) qpa bd 


24 1. Un nombre s'écrit x43y dans le système 
décimal. 
Déterminer x et y pour qu'il soit divisible par 2 et 9. 
2. Un nombre s'écrit Z8x/by dans le système décimal. 
Déterminer x et y pour qu'il: qu'il soit divisible par 3 et 11. 
3, Un nombre s'écrit 1x1yxy dans le système décimal. 
Déterminer x et y pour qu'il soit divisible par 63. 
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25 Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : 
a) 37741 4 gm2 divisible par 7 
D] GMT g gne divisible par 11 
c) 1092 + 10871 4 1. divisible par 111. 
(On pourra faire un raisonnement par récurrence.) 


26 Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : 


a) 5-37 divisible par 11 
b) 7-1 divisible par 6 
c) 37- 2” divisible par 7 


d) 3 DN ppr divisible par 17. 
. (On pourra utiliser les congruences.) 


27 Soit n un entier non divisible par 7. 
Démontrer que l’un des nombres n° — 1 et n° + 1 est 
divisible par 7. 


28 Soit n un entier naturel. 
1. Quels sont les restes és de la division eucli- 
dienne de n’ par 5 ? 
2. Démontrer que n° — n est divisible par 5. 


29 Soit n un entier naturel. 
1. Déterminer suivant les valeurs de n le reste de la 
division euclidienne de 7” par 10. 
2. Dans le système décimal, déterminer suivant les 
valeurs de n le chiffre des unités du nombre : 
A=1+7+7 +7 +... +7 


| 30 Quels sont les entiers naturels n pour lesquels 
15 X 3-3 est divisible par 7 ? 


3'Ÿ Démontrer que parmi cinq entiers relatifs, on 
peut toujours en choisir trois dont la somme est divi- 
sible par 3. 


DGcD et PPCM 
Nombres premiers entre eux 


32 Déterminer le PPCM des entiers a et b dans 
chacun des cas snivants. 
e a = 24 et 
e q= 180 et 


b = 56 
b = 450. 


33 Déterminer le PGCD des entiers a et b-dans 
chacun des cas snivants. 


+ a = 48 et b = 32 
e a = 1 640 et b = 492 
e a = 168 et b = 2 160 
°a= 343 et b= 1225. 


34 Déterminer les couples (a ; b) d’entiers natu- 
rels tels que : PGCD(a ; b} =7 et a + b = 105. 


35 Déterminer le PGCD des entiers a et b dans 
chacun des cas suivants. 


e a= 1455 et b = 335 

e a= 3 604 et b= 4452 

e a = 13 860 et b= 4438 

ú d= 323 232 et b= 232 323. 


Ì6 Déterminer le PPCM des entiers a et b dans 
chacun des cas snivants. 
° a = 162 et 
e a = 6 974 et 


b = 252 
b = 9 287. 


37 Résoudre dans N? les systèmes suivants. 


a Tenera = 354 > E { FFCMEE ; y) = 168. 
x + y = 5 664 f xx y = 1 008 


38 Pour tout couple (a ; b) d’entiers naturels, on 
désigne par u leur PPCM et par à leur PGCD. 
T Détérmifaer les couples (a ; b) d’entiers naturels tels 
que : 2u + 30 = 11. 
2. Dresser la liste des diviseurs de 108. 
Déterminer les couples (a ; b) d’entiers naturels tels que : 
u — 3 = 108 et 10 < à < 15. 


39 1. Quels sont les entiers naturels dont le carré 
est un diviseur de 1998 ? 
2. Pour tout couple (a ; b) d’entiers naturels, on désigne 
par u leur PPCM et par à leur PGCD. 
Déterminer les couples (a ; b) d’entiers naturels tels que : 
u? — 352 = 1998. 


40 Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : 


e nn —1) divisible par 12 ; 
e nn —1) divisible par 60 ; 
e n{n° — 1) divisible par 42. 


41 Démontrer que les fractions suivantes sont 
irréductibles. 


7n +3 


It 
a) 553 CEZ b) 5,473 CEZ 
g 2 - mEZHI) d) eta nez). 


42 Démontrer que si la fraction Æ est irréduc- 
tible, il en est de même pour les fractions : 
a+b ab a+b a?b? 
ab a? + b? a? + ab + b? a? + b’ 


423 1. Déterminer l’ensemble des entiers relatifs n 
tels que n + 2 divise 2n — 1. 
2. Démontrer que pour tout entier relatif n, les nombres 
n+2ct2n°+3n 1 sont premiers entre cux. 
3. En déduire les entiers relatifs n pour lesquels la frac- 
(2n — 1)(2r? + 3n — 1) 


tion ———— est un entier relatif. : 
(n? — 2)(n + 2) 


&Æ 1. Résoudre dans Z? l’équation (E): 


2x — 3y = 0. 
2. Déterminer dans Z? une solution de l'équation (E) : 
— 3y = 3. 


3. Résoudre (E). 
A5 Résoudre dans Z? l'équation : x + 11y = 203. 


&& 1. En utilisant l'algorithme d’Euclide, déter- 
miner deux entiers naturels x et y tels que : 
45x — 28y = 1. | 
2. Résoudre dans Z? l'équation (E) : 45x — 28y = 1. 
3. Résoudre dans Z* l’équation (E) : 45x — 28y = 6. 


#7 Un entier naturel n a : 
— pour reste 5 dans la division euclidienne par 8, 
— ponr reste 4 dans la division euclidienne par 11. 
Quel est le reste de la division euclidienne de n par 88 ? 


Pi 
E8 Résoudre dans Z le système.: Í e 5 TLSE 
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Nombres premiers 


&% Vérifier si les nombres suivants sont pre- 
miers : 649 ; 1 001 ; 1 999 ; 71 487 ; 257 323. 


50 Démontrer que si n est un entier naturel supé- 
rieur où égal à 3, alors n? + 4n — 5 est un nombre qui 
n'est jamais premier. 


541 Soit A = 100!. 
1. Quelle est la puissance de 2 dans la factorisation de 
A? 
2. Par combien de zéros A se termine-t-il ? 


52 Déterminer les entiers naturels n tels que : 
a) PPCM(n ; 6)-96 ; b) PPCMÍn ; 72} = 216. 


53 Déterminer l'entier naturel n tel que : 
600 <n <1100 et PGCD{(n ; 630) = 105. 


54 Quel est le plus petit entier naturel ayant 15 
diviseurs positifs ? 


55 Déterminer les entiers naturels, écrits avec 
deux chiffres, dont le nombre de diviseurs est le plus 
grand possible. 


56 Déterminer l'ensemble des entiers naturels n 
tels que n, n + 2, n + 6, n + 8, n + 12 et n + 14 soient 
premiers. 


57 Déterminer l'entier naturel n, écrit avec 4 
chiffres, tel que les restes des divisions euclidiennes de 
39 818 et 62 566 par n sont respectivement 37 et 53. 


58 Démontrer qu'un entier naturel n possède un 
nombre impair de diviseurs positifs si et seulement si n 
est un carré parfait. 


59 Déterminer les couples (a ; b) d'entiers natu- 
rels tels qne : PPCM(a ; b) = 504 et a + b = 135. 


68 Déterminer les couples (a ; b) d’entiers natu- 
rels tels que : PGCD(a ; b) = 42 et PPCM(a ; b) = 1 680. 


61 1. Décomposer 469 en produit de facteurs pre- 
miers. 
2. Résoudre dans N° l'équation : x“ — y? = 469. 


APPROFONDISSEMENT 


Ê Soit a, b et c trois entiers naturels non nuls. 
Démontrer que si ab < c, alors : a + b <c. 


63 On se propose de résoudre dans Z l'équation 
(E) : x° = — 1 [25]. 
1. Démontrer que (E) se ramène à chercher des nombres 
x tels qne : x? = 49 + 25k (k E Z). 
2. Résoudre alors l’équation (E).- 


Ë Soit a et b deux entiers naturels non nuls. 
Démontrer que : PGCD(13a + 8b ; 5a + 3b) = PGCD(a ; b). 


65 Soit n un entier relatif. 


Démontrer que si 11 ne divise pas (n — 4), alors (27 + 3) 
et {n + 7) sont premiers entre eux. 
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66 On veut planter des arbres sur le périmètre 
d'un terrain triangulaire de côtés 132 m, 156 m et 
204 m, de telle sorte qu'il y ait un arbre à chaque som- 
met du triangle et que les arbres soient également espa- 
cés. Quel est le nombre minimum d'arbres que l’on 
pourra planter si l’on veut que la distance entre deux 
arbres soit exprimée en un nombre entier de mètres ? 


67 On dispose de dix poids, dont les masses res- 
pectives sont 1, 2, 22, 25, … , 28 et 2° grammes. 
1. Quelle est la masse maximale M que l’on peut équi- 
librer sur une balance avec ces dix poids ? 
2. Démontrer que tout objet, dont la masse est nn 
nombre entier de grammes inférieur ou égal à M, peut 
être équilibré avec ces dix poids. 


68 À l'aide de deux seaux dont les capacités en 
litres sont C, el C,» on veut mettre exactement 1 litre 
d'eau dans une citerne que l’on pent remplir ou vider à 
volonté. | 


= 


1. Est-ce possible lorsque C} = 7etC, =47? 
Lorsque C} =6etC,=47? 
2. Étudier le cas général. 


6% Le plan est muni du repère (O, I, J). 
Soit p et q deux 
entiers naturels non 
nuls et M le point de 
coordonnées (p ; q). 
Déterminer, eu fonc- 
tion de p et q, le 
nombre de points du 
segment [OM] dont 
les coordonnées sont 
des entiers natnrels. 


79 Soit a, b et c trois entiers naturels tels que : 
a? + b? =e. 
Démontrer que abc est divisible par 60. 


71 On désigne par ọ(n) le nombre d’entiers natn- 
rels inférieurs à n et premiers avec n. 
1. Calculer @(5), p(13), p(15), p(36). 
2. p et q sont deux nombres premiers distincts. Calculer 


pip), p{pa), plp’). 


72 Soit (x,)et (y„) les snites définies par : 


x= 4, Yi = 1 

VnEN x = x, + Lu, +1 
à, Æ 9 

YnEN, Yn = Etat 5 Un + 2 


1. Démontrer par récnrrence qne les points M, de coor- 
données (x, ; y,) sont sur la droite (%) d’équation : 

2x -y—-5=t0. 
2. En déduire x„, en fouction de x. 
3. Démontrer que (x,) et (y,) sont des snites d’entiers 
relatifs. | 
4. Soit n un entier naturel. 
a) Démontrer que x, est divisible par 5 si et seulement 
si y, est divisible par 5. 
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b) Démontrer que si x, et y, ne sont pas divisibles par 

5, alors ils sont premiers entre eux. 

5. a) Démontrer par récurrence que : 
VEN, x, = 2141. 

D) Soit n un entier naturel. Démontrer que 5 divise x, si 

et seulement si 5 divise x, 

c) En déduire les valeurs de n pour lesquelles x, et 4, 

sont divisibles par 5. 


73 On considère les nombres A et B tels que : 

À = 1067? + 10% + 7 

B = 10°" + 1067 + 107 + 1 
1. Vérifier que: 10% — 1 = 9 x 111 : 

10% + 1 = 7 x 11 x 13. 

2. Démontrer que : 
e V n EN, A est divisible par 111 ; 
* si n est impair, alors A est divisible par 7 et par 13. 
3. a) Si n est impair, démontrer que B est divisible par 
7, 11 et 13, 
b) Si n est pair, déterminer le reste de la division eucli- 
dienne de B par 7, 11, 13 et 111. 


(n € NN]. 


7% 1. Résoudre dans Z? l'équation : 
661x — 991y = 1. 
2. Soit (u) et (v,) les suites arithmétiques définies par : 


U= 3,0, = 2 
VRreEN,u,,,=u +991. 
Vn EN, va =V, +661 


Déterminer tous les couples (p ; q) d’entiers naturels 
inférieurs à 2 000, tels que : U, = Vy 

75 Soit à résoudre dans N° l'équation 

(E) : 15x° — 74? = 9. 

1. a} Démontrer que dans le système décimal, le dernier 
chiffre d’nn carré est 0, 1, 4, 5, 6 ou 9. 
b) En déduire que 7y? + 9 n’est pas divisible par 5. 
2. Résoudre l’équation (E). 


76 Soit à résoudre dans 72 équation 
(E) : 3x? + 3x + 7 =y’. 
1. Vérifier que (E) est équivalente à : 
aax? + x + 2) = yÿ — 1. 
2. Résoudre l’équation (E). 
(On pourra distinguer 3 cas : 
y=0 [3], y=113] et y= 213]. 


77 On désigne par P l’ensemble des entiers natu- 
rels premiers. On se propose de résoudre dans P? 
l'équation (E) x? — y? = pq, où p et q sont deux entiers 
naturels premiers. 
1. Étudier le cas où p = q = 2. 
2. Étudier le cas où q=2etp > 2. 
3. a) On suppose que : 2 <q < p. 
* Démontrer que y est nécessairement égal à 2. 
e En déduire que si p — q + 4, (E) n’a pas de solution. 
b) On suppose que : p -q = 4. | 
Démontrer que si (x ; 2) est solution de (E), alors les 
nombres q, x et p forment une snite arithmétique de rai- 
son 2. 


En déduire que (E) n’a de solution que siq=3etp=7. 
(On pourra démontrer que pour tout entier n, Pun des 
trois nombres n, n + 2, n + 4 est divisible par 3.) 


Quelle est la solution de (E) dans ce cas ? 


78 On se propose de résoudre dans N? l'équation 
(E) : 57 — 4x = y. à, 
1. Vérifier que (1 ; 1 } est solution de (E). 
Dans la suite du problème, on suppose que x est diffé- 
rent de 1. 
2. L'objet de cette question est de démontrer que x est 


f 


Quels sont les entiers naturels n tels que : n? = 5 [8] ? 
Dëmontrer que si x est impair, alors 5° — 4* 25 [8]. 
Conclure. 
. On pose : x = 2m (m E N). 
Dkémontrer que (E) est équivalente à : 
(5™ — y)(57 + y) = 24, 
En déduire qu'il existe deux entiers p et q tels que : 
3 —-g=2? et 5" + y= 21, avec p + q = 4m. 
p=1 
c} Déduire de 3. b que | 4 = am 1 
ER — 1 + 42m-1 


© wA FD 


gr 


En déduire que : m < 1. 
(On pourra faire un raisonnement par l'absurde.) 
4. Déterminer les solutions de (E). 


79 On se propose de déterminer tous les entiers 
relatifs k tels que k* + k? + k? + k + 1 soit un carré par- 
fait. 

On pose : gf = kt +k? + k2 + k + 1 (q € Z). 
1. Établir les égalités suivantes : 


4q? = (2k? + k)? + 3k? +4k +94 (1) 
4g? = (2k? + k + 1} — (k - 3)(k + 1) (2) 
4g? = (2k? + k + 2)2 - 5k? ` (3). 


2. Déduire de (1) et {3) que : 
(2k? + k}? < 4g? < (2k? + k + 22. 

3. Déduire de la question 2. que : 

4g? = (2k? + k + 1}? (4) 

ou 

4g? = (2k? + k + 2)? (5). 
4. Déterminer les valeurs de k en considérant les éga- 
lités (2) et (4), (3) et (5). 


80 1. Soit p et q deux entiers relatifs premiers 
entre eux, n un entier naturel non nul. 
Démontrer que p et q” sont premiers entre eux. 
2. Soit P(x) = a,x" + ... + a,x + a, un polynôme à coef- 
ficients entiers relatifs admettant une racine rationnel- 


le £ (p et q sont des entiers relatifs premiers entre eux). 


Démontrer que p divise a, et q divise a... 
3. Factoriser le polynôme : 3x% + 7x? + 7x + 4. 
4. Résoudre dans Q l'équation : 

X? + 1272 — 12x? +x? + 7x — 1 = 0, 


84 1. Soit n un entier naturel congru à 3 modulo 4. 
Démontrer que n admet un diviseur premier congru à 3 
modulo 4. 

(On pourra remorquer qu’un produit de nombres 
congrus à 1 modulo 4-est congru à 1 modulo 4.) 

2. Démontrer qu'il existe une infinité de nombres pre- 
miers Congrus à 3 modulo 4. 

(On pourra utiliser un nombre n de la forme 2 xp! - 1. 


22 On appelle nombre triangulaire tout entier 


2 
+ (a EN). 


i mR a 
naturel qui peut s’écrire sous la forme 
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1. Démontrer que si n est la somme de deux nombres 
triangulaires, alors 4n + 1 est la somme de deux carrés. 
2. Etudier la réciproque. 


83 Nombres amiables - Nombres parfaits 
1. On appelle diviseur strict d’un entier naturel n tout 
diviseur de n positif et autre que lui-même. 
Déterminer les diviseurs stricts de 220. 
2. On appelle nombres amiables deux entiers naturels 
tels que chacun d'eux est égal à la somme des diviseurs 
stricts de l'antre. 
Vérifier que : 220 et 284 sont amiables ; 
17 296 et 18 416 sont amiables. 
3. On appelle nombre parfait tout entier naturel égal à 
la somme de ses diviseurs stricts (c’est-à-dire amiable 
avec lui-même). 
a} Le nombre 28 est-il parfait ? 
b} Déterminer un nombre premier p tel que 2*p soit un 
nombre parfait. | 
c} Soit n et p deux entiers naturels, tels que p soit pre- 
mier. Quelle doit être l'expression de p en fonction de 
n pour que 2"p soit parfait ? | 
Dresser la liste des nombres parfaits de cette forme. 
pour n < 10. 


85 Nombres de Mersenne 
1. Soit a et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux 
à 2. Démontrer que si a" — 1 est premier, alors a = 2 et 
n est premier. 
2. On appelle nombre de Mersenne, tout entier naturel 
M, de la forme M, = 2° — 1, où nest un entier naturel 
premier. 
a) Vérifier que M,, M., M. et M, sont premiers. 
b) Qu'en est-il de M,, ? 


Le Père Marin Mersenne {1558—1648} fut le premier à 
tenter de dresser la liste des nombres premiers de la 
forme 2° — 1. 
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Il le fit, avec quelques erreurs, jusqu'à n = 257. 

On sait aujourd'hui que, jusqu’à n = 5 000, 27 — 1 est 
premier lorsque n prend lune des valeurs suivantes : 2, 
3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1 279, 
2 203, 2 281, 3 217,4 253 et 4 425. 

Le plus grand nombre de Mersenne premier connu 
depuis 1998 est 2" — 1, avec n = 3 021 377. 


85 Nombres de Fermat 
On appelle nombre de Fermat tout entier naturel F_ de 
la forme F = 22° + 1, où n est un entier naturel. 


1. a) Calculer Fp F}. F, et F.. 

VézĒer que ces nombres sont premiers. 

b: Vériñer que F, est divisible par 641. 

2. Démontrer que : Y n € N, Fp = (F, 1) +1. 

3. Démontrer par récurreuce que pour tout entier natu- 


rel n strictement supérieur à 1, l'écriture décimale de F, 
se termine par 7. (On pourra utiliser les congruences.) 


4. Soit k un entier naturel non nul. 
a, En posant a = 22”, démontrer que : 


k 
FL —2 E a? —1 
F, a+1 
b) En déduire que F, divise F ,, — 2. 
5. Déduire de la question précédente que deux nombres 
de Fermat distincts sont premiers entre eux. 


86 Des nrnes et des billes 
Trois urnes coutiennent des billes. Chaque urne est suf- 
fisamment grande pour contenir la totalité des billes. La 
seule opération autorisée est de donbler le nombre de 
billes contenues dans une urne eu prélevant des billes 
daus une autre. 
Démontrer qu'il est possible, quel que soit la configura- 
tion initiale, d'obtenir une configuration où l’une des 
urnes est vide. 
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Introduction 


Là | D.. outils géométriques sont au cœur de ce chapitre : bary- 

A. centre et produit vectoriel. 

A Le premier, introduit et utilisé dans le plan en classe de première 
fait l'objet d'une généralisation à l'espace. 
Le second est une nouveauté qui permet de résoudre, géométri- 
quement ou analytiquement, certains problèmes de calcul de dis- 
tances, d'angles, d'aires et de volumes. 

Z Les lignes ou surfaces de niveau constituent un intermède entre ces 
outils. 


Š 
®© 
Une illustration du théorème de l'angle inscrit. 
1. Barycentre de n points pondérés „rocr 34 
2. Lignes de niveau ....sseeserses nas FOR 39 
S. Produitsécionél cananan 44 


Calculs vectoriels 33 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


= P (respectivement €) désigne le plan (respectivement l’espace). 
V (respectivement W) désigne l’ensemble des vecteurs du plan (respectivement de l’espace). 


Ba CENT ME ETOMTE PTE 


Dans cette leçon, sauf mention contraire, l'ensemble de référence peut être aussi bien le plan Ÿ que les- 
pace ©. 


__1.1. Théorème et définition 


Théorème | | 
Soit (A0) n points pondérés. ` 


n E — =$ 
Si Lo, # 0, alors il existe un unique point G tel que : Že GA, = 0. 
E 


1<i<n 


i=1 


Démonstration 
Soit O un point. 


I 


G '—% n + n —> 
On a : 2GA, = ( da) GO + Za,OA.. 


i=1 i=1 i=1 
LL TT —> -> 
Donc : Za,GA, = 0 & OG- 2 20A,- 
. i=1 Ya i=1 
= 
n =? . . a 
Or, le vecteur 2a;OA; est parfaitement déterminé par les points O et (A,@) 0,3: ` ` 


2a 7 
i=1 


douc, le point G existe et est nnique. 


Définition 
Soit (Ac), <; <n n points pondérés tels que : > a. +0. | 
roi. i=1 
Ou appelle barycentre des points pondérés (A.,&,), <; <n l'unique point G tel que : $ a.GÀ. = 0. 


i1=1 


+ 


On note : G = bar{(A.,a.), …, (A ,,a,}} ou G= bar Aa ta } 


1.2. Propriétés 


x TEE AIE JEE 
SE 


iris SES à ea eNi s + + + + 
Do a a Homogeneite 


Le baryceutre de plusieurs points pondérés est inchangé lorsqu'on multiplie tous les coefficients par 
un même nombre réel non nul. 


m - rt —+ = rn OE e —+ 
En effet, pour tout nombre réel k non nul, ona:Ya,GA,-0 & 2Zka,;GA,= 0. 
i=1 


i=1 


Remarque 


Le barycentre de points pondérés affectés de coefficients égaux est appelé isobarycentre de ces points. 
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n —> 
ss Réduction de la somme } aœ, MA, 


1= 


Propriété 

Soit (A,,0.),.,., n points pondérés. 

Pour tout point M, on a : à 

> a MA. = La;)MG où G est le barycentre des points pondérés (A,,0.), <;<p 5 


i=1 1-1 


ri 
e si Zoo. + 0, alors 
i=1 


- 


n n a 
e si £o; = 0, alors le vecteur $ a;MA; est indépendant de M. 
i=1 i=1 


Démonstration 

e Si Ÿ a, # 0, alors > a MA, = (£a)MG + ÉaGA;= ( Ža, )MG. j 
aii i=1 i=1 1 5i 

e Si Ya = 0, alors a =a, 
#1 2 n 
- n —> n —> ri —À- \ n —}- — i LL — > 
et Ža, MA, =- ( a) MA, + Sa, MA,’= Yo, (A M + MA) = Èo, AA. 
i=1 i=2 Fe i=2 i=2 


n — 4 
Donc, le vecteur Z@,MA, est indépendant de M. 


1 


Exemples 
Soit ABC un triangle et M nn point du plan. 


—> —> —> 

Réduire les sommes: 3MA + MB + MC 
> —+ —> 

MA — 2MB + MC. 


A 
DA 
 SMG 
ee 
B | Ç x 
| —> 


—+ —_> —> —+ —> > — p — —> —> a 
3MA + MB + MC=5MG' MA — 2MB + MC = MB + BA — 2MB + MB + BC 
=” — 
où G = bar {(A,3), (B,1}, (C,1)}. = BA + BC. 


B € 


ssas] Coordonnées du barycentre 


Propriété 
L'espace & est muni du repère (O, ÉD k). 
Soit (A,,c@.), <; <n n points pondérés et G leur barycentre. E 
Si (x; ; y; ; z;) sont les coordonnées du point A, (1 < i < n) et (x ; y ; z) celles de G, 


` TL tii n 
2; 2oy i Loz 
. si AE Gm A (= 
alors: r =; , y==—,1:=2=— ., 
Zoo. a, La; 
i=1 i=1 i=1 


En effet, d’après la propriété de réduction de Ÿ a MA, on a pour M = O : Ya OA, = 20s) OG. 
i= i=1 


i=1 
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Exemple 
Soit ABCD un tétraèdre. . ET ds 
L'isobarycentre de ABCD est le point G tel que : 4AG = AA + AB + 


Donc dans le repère (A, AB. AC, AD), G a pour coordonnées ( Š: 


BEL pea amaa 
: 


samme Barycentres partiels 


On ne change pas le barycentre de n points pondérés (n > 3) en remplaçant p d’entre eux (1 < p < n), 
dont la somme des coefficients est non nulle, par leur barycentre partiel affecté de cette somme. 


Cette propriété est aussi appelée propriété d'associativité. 


Démonstration 


Soit G le barycentre de n points pondérés (A,,@.), .,., (n 2 3). 


Supposons, par exemple, que pour un entier naturel p (1 < p < n) on ait Sa. £ 0 et désignons par H le 
à NT i=1 
barycentre des p points pondérés (A;,a@;), <i <p 


On peut toujours considérer, en changeant éventuellement l’ordre, que ces p points sont les p premiers. 
p —+ P — + 

Ona: Za,GA,= La) GH (d’après la propriété de réduction). 
i=1 i=1 


n —+ + P + n > -> 
Donc : 2a GA, = 0 o 2a;GA, + > a,GA,=0 
isi 


i=1 , t=p+1 


oOo o j 
C'est-à-dire : G est le barycentre des points pondérés (H, Ea), (A us Spr) + (A, On). 
i=1 


Exemple 


Soit ABCD un tétraèdre, G son centre de gravité et G, le 
centre de gravité du triangle BCD. 

Ona: GÁ + GB+GC+GD=0 + GÀ+3G 1= 
—} 


ES 3 
& AG = 7 AG: 


….1.3. Ensemble des barycentres de points pondérés 


asaz Ensemble des barycentres de deux points distincts 


La propriété suivante a été démontrée en classe de première. 


Propriété 


LĽensemble des barycentres de deux points distincts A et B est la droite (AB). 


æss= Ensemble des barycentres de trois points non älignés 


Soit À, B et C trois points non alignés. 


e Si œ, B et y sont trois nombres tels que a + B + y# 0, désignons par G le barycentre des points pondé- 
rés (A, a), (B, B) et (G, y). 


D’après la propriété de réduction, on a : BAB + YAË = (a + B + AG. 


Donc, AG = —P_ Ab #1 AG öt G appartient au plan (ABC). 
a+B+yY a+B+y 


LS 
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+ Réciproquement, soit M un point du plan (ABC). 

À =} E- -r -e —}. -o —> 
Il existe deux nombres réels x et y tels que : AM = xAB + yAC = x{AM + MB) + y(AM + MO). 
On a : (1 — x — y)MA + x MB +yMC = 0! avec 1 — x - y +X+yz0. 
Donc, M est le barycentre des points pondérés (A,1 — x — y), (B,x) et (C,u). 


On en déduil la propriété suivante. 


r- OLE CRLL 


L'ensemble des barycentres de trois points non alignés A. B et C est le plan (ABC). : 


L'ensemble des barycentres de quatre points non coplanaires est l'espace €. 


….1.4, Travaux dirigés 


sms Alignement de points 

Soit ABCDE une pyramide de sommet A, I et J les centres de gra- 
vité respectifs des faces ABC et ADE, G le barycentre des points 
pondérés (A, 3), (B, 2), (C, 2), (D, 1) et (E, 1). 

Démontrer que les points G, I et J sont alignés. 

En déduire une construction du point G. $ 


k 


Solution 
I est le barycentre de (A, 1), (B, 1) et (C, 1) : 
J est le barycentre de (A, 1), (D, 1) et (E, 1). 


Or, G est le barycentre de (A, 3), (B, 2), (C, 2), (D, 1) et (E, 1) ; 
donc, d’après la propriété des barycentres partiels, on a : 

G barycentre de (A, 2), (B, 2), (C,2) et (A, 1), (D, 1), (E, 1), 
c'est-à-dire G barycentre de (1,6) et (0,3). 


Donc, les points G, I et J sont alignés. 


De plus, G appartient au segment [IJ] et est tel que : IG = Z I]. 


Pour démontrer que trois points sout alignés on peut démontrer que l’un est barycentre des 
deux autres. : | | eam 


sam Parallélisme, concours de droites 
Soit ABC un triangle, &, B et y trois nombres réels tels que : a+ <0,a+7y#0 et B+7y70. 
On désigne par : Æ le barycentre de (B, $) et (C, y) ; 
B’ le barycentre de (A, a) et (C, y) ; 
C’ le barycentre de (A, à) et (B, B). 
1°) Démontrer que si & + B + y= 0, alors les droites (AA), (BB’) et (CC?) sont parallèles. 
2°) Démontrer que si œ + B + y 0, alors les droites (AA), (BB’) et (CC’) sont conconrantes en un point 
que l’on précisera. 


Solution 


L'existence des points A’, B’ et C’ est assurée par les conditions : œ + B + 0, œ + y= 0 et B + y# 0. 
De plus, comme ABC est un triangle, on a : A # A’,B4B'et CC. 
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1°)a+B+y=0 
Pour tout point M, le vecteur aMA + BMB + yMC est indépendant 


de M ; notons-le u. On a : aMA + BMB + + MC = =u. By - / 3 

En EEEa M par A’, on obtient : aAA + BAB + yA =u. Fi N + LT / 
Or : = bar {(B, 3, B), (Cry = BAB + yA'C = 0. / x / 

he a AA = à. 


On démontre de même que : BB’ B = YCC =u. 


On en dédnit que les droites (AA), (BB’) et (CC’) sont parallèles. /B /A 

2°)a+6+yz0 

Soit G le barycentre des points poniai (Aa a), (B,B) et {C.y). 

Pour tout point M, on a: aMA + BMB + yMC = (a+ B +y) MG. 

En remplaçant M successivement par À’, B’, C on obtient : p A | 
aAA = (a+ B+ VAG 2 
BB'B = (a+ B + BG 
yC'C = (a + B + CG. B A C 


On en déduit que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concou- 


rantes en G. 


i S 


t 


e xerci : CS LR PSE SES EAA 
l.a Soit A et B deux points distincts. Dans chacun 

des cas suivants, écrire À comme barycentre 

des points B et C. 

> —> —> > 

a) BA =- 3CÀA b) 5AB = AC 1.f 

c) 3ĀĈ-2BĊ = 0 d) AB + ÀC + BC = 3BC 
l.b Écrire chacun des points A, B et C comme 

barycentre des deux autres. 

A B C 
CE. N a E: TE 

l.c Soit ABCD un parallélogramme. Réduire les 

mes de vectenrs sı suivantes : 

u= 3MA + MB — 2MC ; 

D= MA + 2MB + MC- aMD ; 

© = MA — MB + MC - MD. 1.g 

s} 1 ` 
1.d L'espace € est muni du repère (O, $ j, k). On 
i 3 1 — 4 

considère les points A(=4). B( 5, et o(-i) 

a) Calculer les coordonnées du barycentre I de 

(B, 2) et (C, 3). 1.h 

b} Calculer les coordonnées du barycentre J de 

(A, 5), (B, 2) et (C, 3). 

c) Vérifier que J est le milieu de [AI]. 

Ed z 5 f 

l.e Soit ABC un triangle. Construire le barycentre 


des points pondérés (A,- 2), (B,1) et (C,4) : 
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Pour démontrer que deux droites (IJ) et (KL) sont sécantes en un point G, on peut démontrer 
que G est à la fois barycentre des points I et J et barycentre des points K et L. 


a) en exprimant AG en fonction de AB et AC ; 
b) en utilisant la propriété des barycentres par- 
tiels. 


Dans chacun des cas suivants, écrire G comme 
barycentre des points À, B et C. 


B 


Soit ABCD un Parsons, | 


P est le point tel que : AP = AB ; Q est le 


… symétrique du milieu de [AD] par rapport à A. 


Démontrer que les points P, Q et C sont alignés. 


+ -. 


Soit ABCD un tétraèdre. P, Q, R et S sont les 
pun tels que : 


AP = LAB, AQ = =L AD, CR = 168 et C$ =D. 


On F- par I ü J les He a ae. de 
[AC] et [BD]. 

Démontrer que les droites (PS), (QR) et (IJ) sont 
concourantes. | 4 


rt 
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-Q Lignes de niveau 
…. 2,1. Lignes de niveau de M > $ a, MA? | 


Soit (A,,@.),-,., n points pondérés du plan et k un nombre réel. mn, 


On se propose de déterminer les lignes de niveau k de l’ application Mio MA? 
i=1 
c’est-à-dire l’ensemble (E,) des points M de ® tels que : ÿ a MA? =k. 
i=1 


1 cas : la somme des coefficients est non nulle 
Soit G le barycentre des points pondérés (A @;); <; <p 


+ + —+ — 
Pour tout point A, (1 < i < n), on a : MA? = (MG + GA}? = MG? + GA? + 2MG.GA,. 


:Ÿ a, GA, = 0 : donc: inii t ae Enix 
i=1 {= 1 = 


k — > a,GA? 
On en déduit que : YkER, È a MA? = k à, MG = uE = A 
È O; 5 
© k-YaGA?  . be 
Posons : —#1 =h;ona:MG?=p. 
2 a 


Si p < 0, alors (E,) = Ø 
si p = 0, alors (E,) = {G} ; k 
si p > 0, alors (E,) est le cercle de centre G et de rayon / p. a 

Propriétés à 

Soit (A,,0:), < ;<„ n points pondérés du plan tels que : > a; # 0. 

y“ "e i=1 
e Pour tout point M du plan, on a : > a. MA? = ( $a; )MG? FS a GAF, 
# i=1 i=1 i=1 - 
où G est le barycentre des points pondérés (A,,a.), <; <p 


e La ligne de niveau k de l'application Mr z a MA? est ©, {G} ou un cercle de centre G. 
i i=1 de 


Remarques 


+ Soit k un nombre réel et f une application de l'espace 6 dans R. 
On appelli surface de niveau k de f, l’ensemble des points M de 8 tels que : fM) = k. 


e Si Žo, + 0, alors la surface de niveau k de l'application M > 3 a MAF est Ø, {G} ou une sphère de 


ire G, G étant le barycentre des points pondérés (A 0h sys n 

Exemple | ‘ 

Soit ABCD un rectangle tel que : AB = 2 et BC = 1. rii 
Déterminer et construire lensemble (E (Œ ) des points M du plan tels que : es << 
MA? + MB? + MC? + MD? = 10. CT Hop 
L'isobarycentre des points A, B, C et D est le centre I du Kebrgt ABCD.: : | | 
On a : AA? + AB? + AC? + AD? = 4 + 5 +1 = 10; \ J 
donc : A € (E). A S / B 
On en déduit que (E) est le cercle circonscrit au rectangle ABCD. 3 
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mms 2° cas : la somme des coefficients est nulle 
Soit O un point du plan. 
— o> z —> 
Pour tout point A, (1 < i < n), on a : MA? = (OA, — OM}? = OA? + OM? - 20M.0A, : 


On en déduit que : À a MA? = > a; OA? _ 2 OM. (2 > a, OA., :) 


i=1 


Posons : u = > a,OÀ  : on obtient: VKER, Ÿ a MA} = k o 2 OM = > a,0A? — k. 


i=1 i=1 i=1 


e Siu=0. 0, on a deux cas: si > a,OA? — k = 0, alors (E,) = F 
i=1 


si Ÿ œ,0A2 — k # 0, alors (E,) = 
i=1 
°Siux O, considérons la droite (®) de repère (O, u ) et le point P tel que : OP = u. 
—} = a Re —, 
Soit H le projeté orthogonal de M sur (3). On a : OM.u = OH x OP. 
Donc: VkKER, z aMA?=k & OH est constante. 


On en déduit que M appartient à la droite perpendiculaire à à (Z) en H, où H est le point vérifiant : 
2 OH x OP = È aOA? - k. 


Soit (A,,0.),..., n poiuts pondérés du plan tels que : Š a, = 0 et O un point du plan. 
+ i=1 


* Pour tout point M du plan, on a : 4 a;MA? = È «OA _ 2u.OM, 


où u est le vecteur La, OÀ. indépendant de M. 
e La ligne de niveau k de l'application M + È aq MA? est : 


Er 
— @ ou P, si u = 0 : 
— une droite de vecteur normal &, si u z 0. 


Remarque 


Dans l’espace , si È &; = 0, alors la surface de niveau k de l'application Mr È a, MA? est Ø, 6 ou un 


plan de vecteur as u = Ža, OA, 
i=1 


Exemples 


e Soit ABC un triangle isocèle tel que : AB = 4 et CA = CB = 6. 
Déterminer l'ensemble (E) des points M du plan tels que : MA? + MB? — 2MC? = 0. 


La somme des coefficients étant nulle, le vecteur MA + MB - 2MC est indépendant de M. 
Ona:MA+MB-2MC = 2MI-2MC L , € 
si CI, où I est le milieu de [AB]. 
Développons MA? + MB? — 2MC? en introduisant le point I. 
+  — + —> x —+ 
On a : MA? + MB? — 2MC? = (MI + IA}? + (MI + IBP — 2(MI + IC)? 
+ —+ — —+ 
= 2ML.(IA + IB — 2IC) + IA? + IB? — 2IC2 


= 4MLIC — 56. 
Donc : M E€ (E) = 4MLIC = 56. 


Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (IC). 
On obtient: ME (E) © IH x IC = 14 


IH -13 - = IC A B 
IC i | 


L'ensemble (E) est la droite perpendiculaire à (IC) passant par le point H tel que : IH = gC. 
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+ Soit ABCD un tétraèdre régulier d'arête a. 
Déterminer l’ensemble (T) des points M de l’espace tels que : 
MA? + 2MB? + 3MC2 — 6MD? = 6a. 
Ona:AG(I) et DE(T; donc: (N2S et Dg. 
La somme des coefficients étant nulle, 
- > —- —+ on 
le vecteur MA + 2MB + 3MC — 6MD est mdépendant de M. 
Or : MA + 2MB + 3MC - 6MD = DA + 2 DB + 3 DC. | 
(T) est le plan passant par D, de vecteur normal DA + 2 DB + 3 DC. 


2.2. Lignes de niveau de M > MA | 


Soit À et B deux points distincts du plan et k un nombre réel strictement positif. 


On se propose de déterminer l’ensemble (E,) des points M du plan tels que : Lee” 


+ Si k = 1, alors (E,) est la médiatrice de [AB]. MB 
e Si k # 1, alors : MA _£ = MA? — KMB?-=0 
MB a =a —> 
© (MA + kMB).(MA — kMB) = 0. 
Les nombres 1+ k et 1-k sont non nuls ; désignons par I le barycentre des points pondérés {A, 1) et 
(B, k), par J le barycentre des points pondérés {A, 1) et (B, — k). 


—y —+ 

Ona: MEE) e (0+ Mi)(0 -#) M) - 0 
> MLM] =0. 

Donc {E,)-est le cercle de diamètre [IJ]. 


Soit À et B deux points distincts du plan, k un nombre réel strictement positif et différent de 1. 
La ligne de niveau k de l'application M > Ma est le cercle de diamètre [IJ], où I est le barycentre 
des points pondérés (A, 1) et (B, k), J le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, — k). 


Exemple 


Déterminer et construire l’ensemble (E) des points M du plan tels que : MA _ _ 


Désignons par : 9 
I le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, EE 


J le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, - +. 


On sait gne : 
I est le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B, 2), 
J le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B, — 2). 
(E) est le cercle de diamètre [IJ]. 


Remarque 
Si k + 1, alors 1 — kf + 0. Désignons par G le barycentre des points pondérés {A,1) et (B.- k2). 
On a:ME(E,) © MA°-k?MP?= 0 

= (MG + GAP - k(MG +G} = 0 

© (1-RKE)GMÆ + GA? - GE = 0. 
Or: GA = AB et GB= AB. 


1—k* I- kf 
Donc : M E€ [(E)} © (1-k’)GM? = ko AB? 
| 2 cM = | k \ AB: 
1-k° 


(EU) est donc le cercle de centre le barycentre de (A, 1) et (B,- k?), de rayon Par. AB. 
[1 — 
b 
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er" 


9,3. Lignes de niveau de M —> Mes (MA, MB) 


Siia cette partie, A et B désignent deux points distincts du plan. 
Soit M un point du plan, distinct de A et B. EA 
On sait que les points A, B et M sont alignés si et seulement si 2 (MA, MB) = 


Donc : A, B et M alignés = Mes (MA, MB) -0 ou Mes(MA.MB) = 


On en déduit les propriétés suivantes. 


Propriétés 1 


Soit A et B deux points distincts du plan. 


4 


e L'ensemble des points M du plan tels que * L'ensemble des points M du plan tels que 
Mes (MA, MB) = 0 est la droite (AB) privée du Mes (MA, MB) = ņ est le segment [AB] privé des - 
segment [AB]. points A et B. 
M À B R TA B 
--------- -0 -------~- O i 8ML HM 8MM 
Soit œ un nombre réel, élément de J- x ; O[ U J0 ; xl. : Paie 


On se propose de déterminer I’ ensemble des points M tels que : Mes(MA, MB) = 


LA 


Soit P un point tel que (AP, AB) = = @, O le point d’intersection de la 
médiatrice de [AB] et de la perpendiculaire à (AP) en A, (€) le cercle 
de centre O passant par A et B. 


TR , r _ 


—  —+ + —+ 
On sait que : M € (€) \ (A ; B} © 2 (MAI MB) = (OA,OB) = 


p 


donc : ME(G)\{A:B} = (MA, MB) = & ou (MA, MB) = &+ 
À 7 B 
Nous admett tout point M de (€) \ {A ; B \Ÿ f 
ous admettons que pour tout poin e(&)\!{ ona: \ a j 
Mes(MA,MB) = a, si M appartient à l’un des arcs de corde [AB] ; p N 


A a a y, 


Mes (MA, MB) = & + 7 (Q <0) ou Mes (MA. MB) = @œ—x(œ > 0), si M appartient à l’autre arc. 


On a la propriété suivante. 


Propriété 2 
Soit A et B deux points distincts dn plan, M 
a un nombre réel élément de |- x ; O[ U JO ; xl, /\ (6) 


O le point de la médiatrice de [AB] tel que (OA, OB) = 20, 

(€) le cercle de centre O passant par A et B. _— TS 
L'ensemble des points M du plan tels que Mes (MA, MB) = Q est l’un des À ZT NN 
deux arcs, privés des points A et B, définis sur (6) par la corde [AB]. at 4 


Cet arc peut être déterminé à l’aide du signe de ©. 


Remarques 


Re. 


p na 
e Si l'angle œ est droit, alors l’ensemble des points M du plan tels que Mes (MA, MB) = & est un demi- 
cercle de diamètre [AB], privé des points A et B. =— 
e L'ensemble des points M du plan tels que Mes(MA, MB) = a [n] est (€) privé des points A et B. 
+ On déduit des propriétés 1 1 et 2 que quatre points distincts A, B ,C et D sont alignés ou cocycliques si 


et seulement si : Mes( CA, CB) = Mes( DA, DB) fn]. 
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Exemples 


* Soit OAB un triangle équilatéral de sens direct et (€) le cercle de centre O 


passant par À et B. 


— L'arc AB, privé des points À et B, est l’ensemble des points M du plan 


tels que : Mes (MA,MB) = — 


— Ľarc AB, privé de: des points A et B, est l’ensemble des points N du plan 


tels que : Mes (NA, NB) = < + 


e Soit A et B deux points distincts du plan. 


Déterminer l’ensemble des hs M du plan tels que : Mes (MA. MB) = I > 


Si à désigne langle de mesure 27 


Soit O le point de la médiatrice de [AB] tel que Mes (OÀ, OB) = = ER 


et (6) le cercle de centre O passant par A et B. 


— Ľarc AB, privé des points A et B, est l’ensemble des points M du plan tels ET 


—>  — 
que : Mes(MA,MB) = = 


_ L'arc AB, privé des points A et B, est l’ensemble des points N du plau tels 
+ " 
que : Mes(NA,NB) = - =. 


5 


> 
T alors 2& est l’ angle de mesure — H 


a 


y, 


AR 


J 


Donc l’ensemble cherché est le cercle (@) privé des points A et B. 


2.b 


nr P S E A A a O E E E E ETENE E G A E A E E E A G 

z ar - Gig = x so = pa] TP = - -s 

: 7 a DE EP ET RES a NE TH o: EP RS EE GS ST A DT IP EE nm ES 
A BAT RS EE a Le Er APE ge le Mu M Em A a e 


Soit ABC un triangle isocèle tel que : 

AB = AC = 7 et BC = 4. 
On désigne par I le milieu de [BC] et par G le 
centre de gravité de ABC. 
1. Déterminer et construire l’ensemble des 
points M du plan tels que : 


|AM + BM + CM] = 
2. Déterminer et construire l’ensemble des 
points M du plan tels que : 
— 2AM? + BM? + CM? = 38. 
3. a) Calculer AG et BG. 
b} Déterminer et construire l’ensemble des 


points M du plan tels que : 
AM? + BM? + CM? = 65. 


Soit À et B deux points du plan tels que : 

AB = 4. 
Déterminer et construire l’ensemble des points 
M du plan tels qne : 3MA = 5MB. 


2.c 


2.d 


Soit À, B et C trois points non alignés. 
Déterminer et construire l’ensemble (E) des 
points M du plan tels que : 


I3MA + MB] = |2MC - MBI. 


soit À et B deux points distincts dn plan. 
1. Déterminer et constrnire l'ensemble des 
points M dn plan tels que : 


en 


-E .—à 
a} Mes(MA,MB) = — + 


D 


b) Mes (MA, MB) = an ' 


2. Déterminer et construire l'ensemble des 
points M du plan tels que : 


b) Mes (MA, MB) = 2M 6 ml. 
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+ 


D ; n š 
~ 9 Produit vectoriel 


3.1. Orientation de l’espace 


= Règle du bonhomme d'Ampère 
+ Z> —+ 
Soit (©, 3 i j.k) un repère de € et les points I, J, K tels que : OÍ = A Gf= j, OK = k. 


Pour orienter l’espace. les physiciens imaginent un observateur avant les pieds en O, la tête en K et fixant 
le point I ; deux situations, et deux seulement, sont possibles. 


Le point J est à gauche de l'observateur Le point J est à droite de l’observateur 


le repère (O, i j. k) est direct ; le repère (O, à j, k) est indirect ; 
la base (LR) est directe. la base (i, Ge k) est indirecte. 


Orienter l’espace, c’est distinguer ces deux types de repères ou de bases. 


Exemples 

Soit ABCDEFGH nn cnbe d’arête 1. 

e {A, AB, AD, AË) est un repère orthonormé direct de € ; 
° (F, F FÉ, FÉ B, F FG) est un repère orthonormé indirect de ‘@ 

È (AB, AD, AE) est une base orthonormée directe de W ; 
a (DC, DA, DĚ) est une base orthonormée indirecte de W. 


Remarqr ques 


+ Permuter deux vectenrs d'nne base change son orientation ; 


ma” m S, PE à l 
aiusi, les bases (i, j, k) et (i, k, j } sont de sens contraires. 
e Permuter de façon circulaire les trois Sehe d’une base ne change pas son orientation ; 


alusi, les bases E j, j ki, GR, i) et (k, i j 7) sont de même sens. 


e Remplacer un vecteur d’une base par sou opposé change sou orientation ; 
Pe + D + As 
ainsi: — les bases (à, j, k) ot (— à, j, k) sont de sens contraires ; 


— les hases OERS eti a k) sont de même sens. 


suss Orientation d'un plan de € . 
L'espace étaut orienté, ou peut définir une orientation de tout plau de €. . 


Soit (P) un plan de 6, de repère (O, Dj) et À un vecteur uormal à (P). k 

On convient que (O, ij) est nu repère direct de (P) si (O, ijk est un repè- 

re direct de €. | CN 
+ 28 Ba AP) 


. Un plau est orienté par le choix d’un de ses vecteurs normaux. 
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3.2. Produit vectoriel 


Définition 
Soit u et v deux vecteurs non nuls de W et A un point de €. 
On désigne par B et C les points tels que : AB=% et AC=r. 
e Nous avons vu en classe de première que l'angle BAC, donc cos BAC, est indépendant du choix du 


point À. a 
° « . se e > + — 
Nous avons pu ainsi définir le produit scalaire des vecteurs u et v par : 

<> —+ NT -> = 

u.v = 0, si l’un des vecteurs u ou v est nul ; 

++ j- jE i — + 

u.v = [lu] lo || cosBAC, si les vecteurs u et v sont non uuls. 


Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre réel. 


e Nous allons définir une nouvelle opération qui, cette fois, à deux vecteurs de W associe un vecteur de 
W ; on a ainsi une loi de composition interne dans W. 


Définition 
Soit u et v deux vecteurs de l’espace oriénté W, A, B et C des points de € tels que : AB =u et 
On appelle produit vectoriel de # par v le vecteur, noté & À v, ainsi défini : 


—+ 


+ —+ . , a T 
+ lorsque u et v sont colinéaires, u À v= 0 ; 


2 | 
il 
Sy} 


+ > 
+ —? LA LA . u A v 
* lorsque u et v ne sont pas colinéaires, 


le vecteur u À v est orthogonal à vetv (direction) : 


(u, v, u a v ) est une base directe deW% (sens) ; 


Iza rI = iele sinBAC (norme). 
ta pse lit «u vectoriel v ». 
Remarques à 


+ Comme pour le produit scalaire, cette définition ne dépend pas du choix de À. 


=. + > > > > > + > > 
e Pour tout vecteur u, ona: uau=0, uA0=0et Qau=0. 
.—> , —+ a + -> -> r 5 
e Si u et v sont deux vecteurs unitaires et orthogonaux, alors (u, o, u a v ) est une base orthonormée direc- 


te de W. 


ba 


Exemples 


e Soit (O, ij k) une base orthonormée directe de W., r 
Ona: taj=k, jak=i, kai=j; 
— 
Tai=-k, kaj=-i iak=-j. ? J 


+ ABCDEFGH est uu cube d’arête a tel que (AB, AD, AË) soit 
une base orthogonale directe de W. 


Déterminer AB À AD et AË À BF 


—+ —+ > 
— Le vecteur AB a AD est colinéaire à AE et de même sens : 


de plus : |AË A AD] = IAB ADI sinBAD =a? èt AEII = à ; G 
donc : AB A AD = a AE. 
- On a : ARa BF = AH À ÁE 

L- 


Le vecteur AH A AE est colinéaire à AB et de même sens ; 
0 =f ai + am~ ma t i 
de plus : | AH a AËÏ = | AA] ||AE]]| sin HAE = a/2 x a x — = a? ; 
— -> —+ 2 
donc : AH A BF = a AB. ` 
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ssmmm« Propriétés du produit vectoriel 


=y —+ S + > > , . —+ —+ he td 
Pour tous vecteurs u et v de W, ona: uAr&= 0 siet seulement si u et v sont colinéaires. 


Cette propriété découle de la définition du produit vectoriel. 


Propriétés 2 


=y — P4 
Pour tous vecteurs u, v et de W, pour tout nombre réel k, on a : 


(1) vAu=-(uArT) Žž : (2) (ku)av=u a(kv)=k{u av); 
(3) U A(T+L)=UAr +UA : (4) M+D)AW UAW +DPAW. 
Démonstration z ( 


(1) Si u et v sont colinéaires, on a : DAC=0 et vAu-0 : donc: vau=-—(uav). 
Si x et v ne sont pas colinéaires, les vecteurs U ^ v et v À u ont même direction et même norme ; la 
règle du bonhomme d'Ampère permet de dire qu’ils sont de sens contraires. 
Donc: vau=-—- (uav). 
(2) (3) et (4) Une démonstration de ces propriétés est proposée en fin de chapitre (cf. exercice n°44). 
Exemples 
e Dans le cube ABCDEFGH d’arête a, on a : 
AH À AÈ = (AD + AË) À AË =AD à AÉ = aAB : 
y —y + ea e 4 
AH a BD = (AD +AE) a (AD -AB) | 
` —> —+- —} e — —+- —} —- 
= AD À AD — AD A AB +AE AAD — AE A AB 
—+ —# —> ETIE A 
= 0 + aÂE — aAB - aAD 
+ + — —> 
= a (AE -AB —AD) = aCE. 


. => , > : > > —+  —+ à => — 
è Soit u et v deux vecteurs de W. Exprimer (u — v ) a (u + v ) en fonction de u A &. 
> > + > > > > > > > > — 
Ona:{u-v)A(U+v)=uAu+uAD-vTAU-vVvAL 
+ — 
= JU AU. 


x x 
Soit G hk +8 une base orthonormée directe de W et les vecteurs u {) p(y) 
. Z Z 


Les propriétés précédentes permettent d'écrire : UAV = (xi + gi zk) A (xT + yf. + zk) 
3 Tiy Ed 7 bd 7 
= (yz — zy }i + (zx — x2)j + (xy — yx’) k. 
On en déduit la propriété suivante. 


LA 
3 


x {X 
Soit GEN k) une base orthonormée directe de W et les vecteurs à(u) (y): 
. Z Z 
Les coordonnées du vecteur # a v dans la base OER k) sout : (yz - zy? f 2 -xg ; xy’ yx). 


R (emarque 


La notation à l’aide des déterminants permet une mémorisation plus facile des résultats : 
zE LE | 
a |" (uw Ir 


yy’ 


v 
Zz 


Ea 2 
uav a pour coordonnées 


7 
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Exemples 


2 2 
e Soit les vecteurs à (- 1) etol 1 } 
1 3 
1 


à 


a R= S DORE ne a 


1 2 4 Sd: =x 13 
e Soit les points A(- 1). B(1) et c( 1). On a : Aë(2) et AË2) 
: 1 4 2 3 1 
22 | saal |13 
WT)” |16 2 2 
—+- — —# | ` 
Ona: AB À AC#0 ; donc les points A, B et C ne sont pas alignés. 


+ — G 
u AD a pour coordonnées 


—> —> 
Le vecteur AB À AC a pour coordonnées ( ) : c'est-à-dire : (— 4 ; 8 ; — 4). 


—+ 
LÀ À À. Pour démontrer qus trois points À, B et C sont alignés, on peut démontrer que: AB A ië 20 


3.3. Utilisations du produit vectoriel 
é est muni du repère orthouormé direct (O, Lj. k). 
samm 1. Équation d'un plan déterminé par trois points 


-İİ 1 1 
Vérifier que les points A ; j! B( 1, et c{2) définissent un plan (P), dont on déterminera une équation. 


Solution 
—> f 2 — f2 P 
On a: AË( 0 ) et AË(1) 
Et, g j l Lit aN aa a an. 
Le vecteur AB À AË a pour coordonnées ( LUF 2 1] : |22): cresta-dire : (4 ; - 10 ; 2) 
— 


Donc les points A, B et C ne sont pas alignés et définissent un plan dont AB À AC est un vecteur normal. 
e Soit M un point de coordonnées (x ; y ; z). ; 
—- E. — 
Ona:ME(Ÿ) = AM.(AB ^ AC) = 
& 4{x +1)—10(y—-1) + 2(z-2)=0 
& 2rx-5y+z+5=0. 


2. Positions relatives de deux plans 
-į ) 
Soit (F) le plan d’équation x + 4y + 2z — 1 = 0 et (F°) le plan passant par le point a( 2 | et de vecteur } 
E D 
normal à ( 1 ] 


a) Démontrer que les plans (P) et (F°) sont perpendiculaires. 
b) Vérifier que A est un point de (P) et déterminer nne représentation paramétriqne de la droite (A), 
intersection de (P) et (P). . 


Solution y 
a) (P?) a pour vecteur normal (4). a 


Ou a: n.n = 0; douc les plans (P) et (@°) sont perpendiculaires. 


b) Ona:1x(-1)+4x0+2x1-1=0 ; donc : A appartienit à (P). 


Le vecteur n a n’ a pour coordonnées | : k ; T E yk ï }): ; c’est-à-dire (— 14 ; 7 ; — 7). 
Or n a n’, vecteur orthogonal à n et à n’, est un vecteur directenr de la droite (A). 

x=—1—72À 
Douc, une représentation paramétrique de (A) est : y=À (A ER). 

z=1-À 
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Four étudier la position relative de deux plans (P) et (P), on peut déterminer deux vecteurs 
netn respectivement normaux à (P) et à (P). 

e Si le produit vectoriel n a n’est égal au vecteur nul, alors {P} et (2°) sont parallèles. 
+ Si le produit vectoriel n a n’est différent du vecteur nul, alors (@) et (@’) sont sécants sui- 
vant une droite dont n a n’est un vecteur directeur. | | 
De plus, lorsque le produit scalaire n.n’ est nul. {P} et (®’) sont perpendiculaires. 


IT a 


asam 3. Distance d'un point à une droite, à un plan 


1. Soit (%) une droite de repère (A, u u ), M un point de € et H son projeté orthogonal sur (à). 


Démontrer que : MH ii = 
u 
Applicatian 0 1 | 
Soit les points A 3 j! (a) et M|- 3 1). Calculer la distance de M à la droite (AB). 
= 


2. Soit (F) un plan de repère (A, u, v), M un point de € et K son projeté orthogonal sur (®). 
Démontrer que : MK = ——— . 
ju À v | 


Application ,_2 
Soit le point c{ À ) Calculer la distance de M au plan (ABC). 


Solution 


1. Ou a : MA À ü = (MH + HA) a g 


= MH au + HA A ü = MH à à 
Or, MH et u u sont des vecteurs orthogonaux ; 


douc : IMH AU || =MH x||u || 
IMA a à | 


Ia | 
Application 
La distance de M à la droite (AB) est : d = 


FX apa |AB| 
Or, Ab(1) et MA[ a) t 


pr,- kA # 4 ii " —21 à 
donc MA à AÑ a pour coordonnées (| 4, 1| j 4 À 


On en déduit que : MH = 


62 186 
On en déduit que : d = À nn, 


[3 3 


+ +  —+ nA 
2. Les vecteurs MK et u a v sout colinéaires ; 
K est le projeté orthogonal o de A sur (MK) ; 


donc : IMA. (a © )| = IMK. a ®)l = MK x li a TIl. 
[MAG a r) 


On en déduit que : MK = 


ua v 
Application - 


— f1 —> {= 2 
Ona: Aë(1) et AË(-1) . 
T -J 2 + #2 Li ` 
donc: AB ^ Ač(-3) et les points A, B, C définisseut un plan. 


La distance de M au plan (ABC) est : d’ = = 
IAB À ACI 
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ns DUR 3 2 -gazet 
Or, MA a ) et AB a AË(- 3) ; donc : d'= 2-12-2 = “= = $ fia. 
z 1 4+94+1 v14 


Remarque 


Lorsque (P) est déterminé par son équation cartésienne ax + by + cz + d = 0, on peut remplacer dans le 


š PE” —} —? —} k 
raisonnement précédent u Av par n (b). tous deux vecteurs normaux à (P) ; 
c m ax, + by, + cz, +d Xo 
on retrouve la formule vue en classe de première : MK= © \, avec M|y,|. 
~ a? +b +e? \3, 


same 4, Calculs d'aire et de volume 
Soit ABCD un tétraèdre et V son volume. 


a) Démontrer que l’aire H triangle ABC est : 54 = —|AË A ACI). 
b) En déduire que : V = T 1 | (AB A AC). AD. 
Application 1 J 1 N 
Soit les points a(- | B(o), c( 2 ) et p(o). Calculer le volume du tétraèdre ABCD. 
Solution Ph 7 
a) On sait Age lai aire du lu triangle ABC est : sg = + IAB | AC] sinBAC ; 
donc : 4 = 5 LAB A ACI]. 
b) Soit H le rar orthogonal de D sur le plan (ABC). " 
Oua:V= F L DH x S(ABC). 

AB D 
Or: DH = [(AB à ÒAI BACAO 

|AB A des 
: — = pb Â C 

On en déduit que : V = E ICAB À ACJ.AD |. 
Application 


ona: AA, a 25) | 


4 
donc : AË A AË( 


2 et V=-L|(AB a AG.AD|= 2-21 
À 6 6 


J e 
ans tte . Fr y nA ri Pe aa : à r Mpe. Aaen ay A ji iiias mera 7 P je r me à $ i ne y KERV rue crane ny 
DOM AP A RP E A p P GE EE E O OR M PR TT M TR PL RTS 
SN AT 2 ST ei: ALL CL 4 A ay AS nr OT iA w ; D E ai Pp A 15” 1" Af a PACA PLAT EEE PRE REC RE ie ne Ce ar À LT re DES 
Ar où 7 NU LOS Ur aA (7 gr E E A CAA i en maata aii MEN SST AI 5 ~ a aae AR RÉ A T, gr ao SE 7 a P DS OA A R RUE ES a Es Del 
> sf ” À Fra s >, ET PE DT OT TE] Eir À 2+ # du s Ew s Pr i Ta: 
# r à EE MT A r INO AM ET alar m ENAS D pR O MT its A A EAE ANA ST AT de A O E A E AAE A A OAA 


i —> 1 S 2 -y a E 1 
3.a Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB, AD, AË) n} u (- 2) noi (-1) ea (ò) sd (= 
est une base directe de W. 
Préciser si chacune des bases suivantes est c) TA (5) et p (2) d) à (0) et '{ 
directe ou indirecte. -1 1 2 -1 
—> — — — —> —+ | 
a) (HC,BA, BE) b) FG, KE, FB) 3e r espace est muni du repère orthonormé direct 
c) (CB,CD,CG) d) (EF, EA, EH). (O, ÈJ k). 
ne a Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
3.b Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB, AD, AE) équation du plan passant par le point A, de 
est une base orthonormée directe de W. vecteurs directeurs u et v. 
Déterminer les vecteurs : sf € {1 
—> — - -> — — —> a) af 1), u ( 1 ) et v (0) 
a) AB À AD b) BA À BC c} GC a GF 1 — 1 2 
d) BÉAHC e) ACAFH f) HG A BF al 1 SE af a 
, ie af) a (i)et®( 2) 
3.C  Démont t teurs u et vde W 
kiaii so Hi PERTE SE ss A PRAPER “ia 3f L espace est muni du repère orthonormé direct 
ona: leav- ltr |2= eee. 
(0, ÈJ k). -3 2 
ai Soit les points A 0 ] B( 5 ) et c- 1) 
3.d Soit (È Jj, k) une base orthonormée directe de W. P 1 i 2 
Calculer les coordonnées du produit vectoriel 1. Calculer l’aire du triangle ABC. 
u av dans chacun des cas suivants. 2. Calculer le volume du tétraèdre OABC. 


Calculs vectoriels 49 


biblio-science df.blo spot.com 


TAR 


A "Hs 2 44 AUD, Sin ‘i “Y 
CA, w 
AY h ta Q à, S 


APPRENTISSAGE 
R arycentres 


1 1. Soit ABCD un tétraèdre, A’, B’, C’ et D’ les 
centres de gravité respectifs des triangles BCD, CDA, 
DAB et ABC. 

Démontrer que les tétraèdres ABCD et ÆB'’C'D’ ont 
même centre de gravité. 

2. Démontrer que deux tétraèdres ABCD et A'’B’C’'D’ ont 
même centre de gravité si et seulement si : 


AA + BB’ + CC + DD’ = 6 


A 
2 Soit ABC un triangle et M un point de [BC]. 
` Démontrer que M est le barycentre des points pondérés 
(B, aire(CAM )) et (C, aire(BAM)). 


3 Soit ABCDE un pen- 
tagone tel que ACDE est un 
trapèze rectangle et ABC un 
triangle isocèle rectangle. C 
En ntilisant les barycenires D 
partiels, construire le bary- 
centre des points pondérés 
(A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 6) et E 
(E, 3). 


% Soit ABCDE une pyramide à base ABCD. 
Construire le barycentre des points RS (A, 1), (B, 1), 
(C, 1), (D, 1) et (E, 4). 


5 Soit ABC un triangle. 
1. Construire le point G tel que : Fee. = AC. 


2. Écrire G comme barycentre des PA- A, B et C. 
-—> — 
3. Pour tout point M, exprimer MG en fonction de MA, 
—+ 
MB et MC. 


& Soit A et B deux points distincts. 
Démontrer qne le segment [AB] est l’ensemble des bary- 
centres des points À et B affectés de coefficients de 
même signe. 


f Soit À, B, C trois points non alignés et a, fi, y 


trois nombres réels tels que : a + B + y# 0. 

On désigne par G le barycentre des points pondérés 
(A, a), (B, B) et (C, y). 

1. Démontrer que si P + y= 0, alors G appartient à la 
droite parallèle à (BC) passant par A. 

2. Soit a un nombre réel non nul. Démontrerque f et 
y varient de telle sorte que si B + y= a, alors G décrit 
une droite parallèle à (BC). 


8 L'espace g est muni du repère (O, di Ý. 
3 3 — 1 
On considère les points a( 0). B( 3) et c( L- } 


Déterminer les coordonnées du barycentre des points 
pondérés (A, — 2), (B, 1) et (C, 4). 


50 £Laicuis vectorieis 


LE aa 


? Soit ABCD un quadrilatère. 


I et J sont les points de [AB] tels que : ý 
AI = J= JB. A 

K et L sont les points de [CD] tels que: ; L 
CK=KL= LD. f 

On désigne par M, N, O et P les milieux K 
respectifs des segments [AD], [IL], K] BP 

et [BC]. C 


1. Écrire chacun des points I et J comme barycentre des 
points À et B. 
Écrire chacun des points K et L comme barycentre des 
points C et D. 


2. Démontrer que les points M, N, O et P sont alignés. 


10 Soit ABCD un quadrilatère. On désigne par G 
le barycentre des points pondérés (A, 1}, (B, 2), 
(C, 1) et (D, 2). 
1. Construire les points K et L tels que : 
KÀ + 2KB = Ô et L + 2LD = 6. 
2. Démontrer que G est le milieu de [KL]. 
3. Construire G. 


11 Soit ABCD un tétraèdre. On désigne par : 
+ I et J les milieux respectifs des segments [AD] et [BC] ; 
œ K et L les points tels que : 


i it i ia n 5 2 ne 
Lt AK = AB et CL = CD ; 


+ G le barycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1 
(C, 1} et (D, 2). 

1. Démontrer que les points I, J et G sont alignés. 
Démontrer que les points K, L et G sont alignés. 

2. En déduire que les points I, J, K et L sont coplanaires. 


12 Soit ABC un triangle, G le barycentre des 
points pondérés (A, 1), (B, 2) et (C, 2}. Les droites (BG) 
et (CG) coupent (AC) et (AB) respectivement en B’ et C. 
1. En utilisant les barycentres partiels, démontrer que : 

2GB + 3GB'= 0 et 2GC + 3GC = 0. 
2. En déduire que les droites (BC) et (B’C”) sont parallèles. 


{3 Soit ABC un triangle. On désigne par : 
e À’ le barycentre des points pondérés (B, 2) et (C, — 3); 
+ B’ le barycentre des points pondérés (C, — 3) et (A, 1). 
1. Démontrer que les droites (AA) et (BB) sont parallèles. 
2. Soit C’ le barycentre des points pondérés (A, a) et 
(B, b). Pour quelles valeurs des nombres réels a et b les 
droites (A À’) et (CC’) sont-elles parallèles ? 


14 Soit ABCD un tétraèdre, G et H les centres de 
gravité respectifs des triangles ABC et ADC. 
Démontrer que les droites (GH) et (BD) sont parallèles. 


Li 
15 Soit ABC un triangle. 
1. Construire les por I, Jet K tels que 
BI = BÉ, Ci - = LAC et AK = 2AB. 


2. Démontrer pas les droites (AD), (BJ) et (CK) sont 
concourantes. 
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{Soit ABC un triangle. 
1. Construire le barycentre G des points pondérés 
(A, 3), (B, 4) et (C, 5). 
2.Les droites (AG), (BG) et (CG) coupent les droites 
(BC), (CA) et (AB) respectivement en I, J et K. 
Déterminer les nombres réels a, $ et y tels que : 


—> + —> > —+ —+ 
IB = &IC, JC = BJA et KA = yKB. 


{7 Soit ABCD un quadrilatère. 
4. Construire les points E, F, I, J, K et L tels que : 


AE = TAC, BF = z BD, AI = 7AB, 
-—> 4 =+ —> a e —+ boa 
BJ= BC, CK=-+CD, AL=-<+AD. 


2. Démontrer que les droites (EF), (IK) et (JL) sont 
concourantes. 


{8Soit ABCD un quadrilatère convexe. On 
désigne par E, F, G et H les centrés de gravité respectifs 
des triangles BCD, CDA, DAB et ABC. 

Démontrer que les droites (AE), (BF), (CG) et (DH) sont 
concourantes. 


{19 Soit ABCD un tétraèdre. On désigne par : 
° I, J, K, L, Met N les milieux respectifs des arêtes [AB], 
[BC], [CD], [DA], [AC] et [BD] ; 
e Go G,, G, et G, les centres de gravité respectifs des 
triangles BCD, CDA, ABD et ABC. 
En utilisant les barycentres partiels, démontrer que les 
sept droites (AG), (BG,)}, (CG.), (DG,), (K), (JL) et (MN) 
sont concourantes. 


lignes de niveau 


a 
… 2QSoit ABCD un carré. 
1. Ecrire À comme barycentre des points B, C et D. 
2. Déterminer l’ensemble des points M du plan tels que : 


—} > —> — ~> 
MB.MC + MC.MD - MC? = 0 


21 Soit ABCD un carré. 
1. Constrnire le barycentre G des points pondérés 
(A, 2), (B, — 1) et (C, 1). 
2. Déterminer et construire l’ensemble des points M du 


plan tels que : |2MA - MB + MC] = JABI. 


è 
22Soit ABC un triangle. 
1. Construire le barycentre G des poine pondérés 
(A, 1), (B. — 1) et (G, 1). 
2. Soit or l'ensemble des points M dn 1 plan te tels que : 


IMA — MB + MC] = IMA — 2MB sai. 
a) Vérifier que B appartient à (T). 
b) Déterminer et construire (T). 


23 Soit ABC un triangle tel que : AB = 7, BC = 4 
et AC = 5. On désigne par I le fnilieu du segment [BC]. 
1. En utilisant le théoièe de la médiane, calculer AI. 
2. Déterminer et construire l’ensemble (E) des points M 
du plan tels que : 2MA? — MB? — MC? = 58. 

(On pourra développer 2MA? - MB? - MC? par rapport 
à I). 

3. On désigne par D le bafycentie des points pondérés 
(A, — 1), (B, 1) et (C, 1). 

a) Quelle est la natnre du quadrilatère ABDC ? 


b) Déterminer et construire l’ensemble (T} des points M 
du plan tels que : MA? — MB? — MC? = 25. 


24 Soit A et B deux points distincts d’un cercle 


Ed i À OR =t, 
(€) de centre O tels que : Mes (OA,OB) = & 
Les tangentes à (€) en A et B se coupent k- G. 
Démontrer que le triangle ABC est équilatéral. 


25 Soit A et B deux points distincts, (A) et _{a) 
deux droites de vecteurs directeurs respectifs u et v. 
Déterminer l'ensemble des points M M du plan tels que : 


re ee 


(MA. w) = (MB, E.D. 


26Soit ABC un triangle isocèle en A, ta) une 
droite variable passant par A et C’ l’image de C par la 
symétrie orthogonale d'axe [AL 
1. Déterminer le lieu de C lorsgue (A) varie. 
2. Soit M le point d'intersection. s’il existe, des droites 
(BC) et (A). 
Déterminer le lieu de M lorsque (A) varie. 


97 Soit A et B deux p points distincts d'un cercle (@). 
À tout point M de (€), distinct de A et B, on associe le 
point P de la demi-droite opposée à [MA) tel que : 
MP = MB. 
Déterminer le lieu de P lorsque M décrit le cercle (€) 
privé des points A et B. 


Produit vectoriel 


28 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB, AD, AÈ) 
est une base directe de W. 
Préciser si chacune des bases suivantes est directe ou 
indirecte. 

—> —> -> 
a) (EF,FG,GC) 


> > => 
c) (EH, FB, CD) 


b) (FG, EÀ, CD) 
d) (AB, CG, HÈ). 


29 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB, AD, AË) 
est une base orthonormée directe de W. 


“Déterminer les vecteurs : 
+ 


—> —+ —# —» — 
a) AB a HD b) BC À EF c} EF À DC. 

30Soit ABC un triangle équilatéral de côté a et 
de centre de gravité G. 


Calculer en fonction de a : 


IAB À ACI, IGB À GË et [AĞ à BGI. 


31 Soit ABC un triangle rectangle et isocèle tel 
que I est le milieu du segment [BC] et AB = AC = a. 
Calculer en fonction de a : 


IAB a AI, IAB à BÔI, À À BË et IAB À Aï. 


32 Soit u et v deux vecteurs non colinéaires. 
On pose : ua v= Ww. : 
Calculer en fonction de w : a 
a) ua (2u+v) b) (Bu-p)ar 


c) (U+ 20) AfZ&-0) d) 5va(3u+v). 
33 Soit (ÈT k) une base orthonormée directe de w. 
Dans chacun des ca$ suivants, démontrer que (u, v, w) 


est une base orthonormée et préciser si elle est directe 
ou indirecte.” 
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A 


k 


PS 

= 

y2 y 

: + + Q 
a} u| 1 Y : DEA. z(o) 

42 (2 I 

0 0 

2 Es à _ 2. 

3 3 3 
b) tij v|-+| &| S 

2 2 1 

3 3 3 


34 Soit ŒI F) une base orthonormée directe de W. 
Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur tw 
ie — e P . 
tel que (u, v, w) soit une base orthonormée directe de W. 
a) u= L(+ 8j — 4k), v= rt 4i +4ÿ+ 7k) 
bu=L(r:7), » 


y2 


1 > > P 
> @-J+ i). 
V3 


35 L'espace est muni du repère orthonormé 
direct (O, & J; k). 
Dans chacun des cas suivants, vérifier que les points À, 
B et C définissent nn plan dont on déterminera une 
équation. 


aafia) vai) 


36 L'espace est muni dn repère orthonormé 
direct (O, È 7? R). 
Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur 
de la droite d’intersection des plans (P) et (F°). 
a) (P): 2x+y-z=0 et (P)=x-3y+2z+4-=0. 
b} (Pl:x- y+z-5-0 et (P)=x+y-z+7=0. 


37 Le théorème des sinus 
Soit A, B et C trois points non alignés de l’espace orien- 
te €. y: — = = br ee: À 
1. Démontrer que : AB À AC = CA À CB = BC a BA. 
2. En déduire que : ES = pE = e. 
sinBAC sinCBA sin ACB 
38 Soit A, B et C trois points non alignés de l’es- 
pace orienté €. 


Déterminer l’ensemble des points M tels que : 
—+ 


a) AB a AM=0 b} AË À CM=0 c} AM à BM= 0. 
‘a 
39 Soit A, B et C trois points non alignés de l'es- 
pace orienté 6. On désigne par I le barycentre des 
points pondérés (A, 2), (B, — 1) et par J le barycentre des 
points pondérés (B, 1), (C, 3). D 
Déterminer et construire l’ensemble des points M tels que : 


(ZMA — MB) a (MB + 3MC) = 0. 


RD L'espace est muni du repère orthonormé 
direct (O, & £ K). 
Démontrer que les vecteurs ü, 
et seulement si (U A v).w = 0. 


— + . E 
v et w sont coplanaires si 


Application 


Dans chacun des cas suivants, dire si les points À, B, C 
et D sont coplanaires. 
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1 a) A(2}, B 6 e(o) et p(3) 


TELOR: 
à 4} C «of 


4i L'espace est muni du repère orthonormé 
direct (O, & 7 k). 
— À 1 — 1 
Soit les points A 6 ] (2) ct c( 4 } 
— 1 2 3 
1. Calculer l’aire du triangle ABC. - 
2. Dans le plan (ABC), soit I le milieu de [AC] et D 


l’image de B par s, Préciser la nature du quadrilatère 
ABDC et calculer son aire. 


42 1. Soit A, B, C trois points non alignés de l’es- 

pace orienté € et M un point quelconque. 
a) Démontrer que le vecteur tel que : 

à — — — o + —+ 

u = MA a MB + MB a MC + MC À MA 
est indépendant du point M. 
b) Interpréter géométriquement || ||. 
2. Étudier le cas où A, B et C sont alignés. 


P 
43 Soit A, B, C trois points non alignés de l'espa- 
ce orienté € et I le milien de [BC]. 
Déterminer l’ensemble des points M tels que ; 
+ —+ —+ —- 
MA À MB = MC À MA. 
&4 Soit A et B deux points de l’espace orienté € 
tels que : AB = 6. 
Déterminer l’ensemble des points M tels que : 
IMA À MB] = 24. 
(On pourra utiliser l'interprétation géométrique de 
—+ o 
|MA À MB||.) 


e 


APPROFONDISSEMENT 


45 Soit ABCDEFGH uu pavé. 
Démontrer que la diagonale (AG) est sécante avec le 
plan (BDE) en un point Í tel qne : 


e I est le centre de gravité du triangle BDE ; 
+ Ai- LA. 


46 Soit ABC un triangle isocèle tel que : 
BC=2, AC = AB =3. 
On désigne par Æ le milieu du segment [BC] et H For- 
thoccntre de ABC. 9 
1. Démontrer que : cos BAC = Gr 


2. Soit B’ le projeté orthogonal de B sur la droite (AC). 


rm, 


B'A 
a) Calculer EC: 
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b) Déterminer deux nombres réels « et y tels que B’ est 
le barycentre des points pondérés (A, a) et (C, Y). 

3. En déduire trois nombres réels a, b et c tels que H est 
le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b) et (C, c). 


47 Soit ABC un triangle inscrit dans nn cercle (‘€) 
de centre O. On désigne par : | 
+ À’ le milieu de l'arc de corde 
[BC], ne contenant pas A, 

+ B’ le milieu de l'arc de corde 
[CA], ne contenant pas B, 

e C le milieu de l'arc de corde 
[AB], ne contenant pas C. 
Démontrer que les droites (AA), 
(BB’) et (CC’) sont concourantes. 


48 Soit ABC nn triangle. 
P, Q et R sont des points distincts de A, B et C, appar- 
tenant respectivement aux droites (BC), (CA) et (AB). 
1. Démontrer que les cercles circonscrits anx triangles 
CPQ, AQR et BRP passent par un même point I. 
2. Démontrer que A, B, C et I sont cocycliques si et seu- 
lement si P, Q et R sont alignés. 


Le 
Ę9 Soit ABCD un losange de centre O tel qne: ` 

| OB = 204A. 
1. Démontrer que le barycentre des points pondérés 
(B, 2), (C, — 1) et (D, 1) est le milieu du segment [AB]. 
2. Soit k un nombre réel. | 
a) Déterminer et construire l’ensemble (E,) des bary- 
centres G, des points pondérés (A, k), (B, 2), (C, k — 1) 
et (D, 1 —- 2k). 
b) Préciser la valeur de k pour laquelle G, est un point 
de la droite (AC). 
3. Déterminer et construire : 
a) l'ensemble (E,) des points M du plan tels qne les vec- 


Fi "y" = — > —— —} RE 
teurs MA + MC — 2MD et 2MB - MC + MD sont coli- 
néaires ; 

b) l'ensemble (E,) des points M du plan tels que les vec- 


—} + —+ = =j _ 
teurs MA + MC — 2MD et 2MB — MC + MD ont la même 
norme. 


4 
50 Soit ABC un triangle équilatéral tel que : 
AB = a (a > 0). 

1. Déterminer et construire l’ensemble des points M du 
plan tels qne : 2MA? — MB? - MC? = a, 

2. a) Construire le barycentre G des points pondérés 
(A, — 1), (B, 4) et (C, 1). 

b) Déterminer et construire l’ensemble des points M dn 


plan tels que : — MA? + 4MB? + MC? = Es 


51 Soit ABCD nn tétraèdre. 
1. Construire les centres de gravité respectifs I, J et K 
des faces ABC, ACD et ADB. 
2. Démontrer que les plans (BCD) et (IJK) sont parallèles. 
3. On désigne par : 
° Get H les centres de gravité respectifs des triangles 
BCD et IJK; >- 
+ O le centre de gravité de ABCD. 
Démontrer que les points À, H, O et G sont alignés. 


Exprimer le vecteur GÅ en fonction du vecteur AÔ. 

4, Déterminer quatre nombres réels a, b, c et d tels que 
H est le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b), 
(C, c) et (D, d). 


52 Le théorème de Pappus 
1. Soit A, B, C trois points alignés et A, B', C’ trois 
points alignés de l’espace orienté €. g 
Vérifier la relation : 
—+ —} -—> à Sr — =$ 
B'A À BA’ + CB a CB’ + A’C À AC’ = 0. 
2. En déduire le théorème de Pappus : 


À, B, C alignés 
A, B’, C' alignés 
(BC) // (BC) 
(AC”) // (AC) 


alors (AB') // {AB}. 


53 Le théorème de Desargues À 

Soit deux triangles ABC et A'B'C' du plan tels que les 
droites (AA), (BB') et (CC) sort concourantes en un 
point O. 

On suppose que : 

+ les droites (BC) et (B'C') sont sécantes en un point I, 
e les droites (CA) et (C’A') sont sécantes en un point J, 
+ les droites (AB) et (A’B’) sont sécantes en un point K. 


K AK Fr 
AN RAT 
LI 
À 


Démontrer que les points I, J et K sont alignés. 
(On pourra considérer O comme barycentre des points 
A et À’, des points B et B’, des points C et C’.) 


54 Soit A, B, C trois points non alignés et æ, B, y 
trois nombres réels tels que : 
. les points pondérés (A, œ), (B, B), (C, y) admettent un 
barycentre G ; 
e les points pondérés (A, — o), (B, B), (C, Y) admettent un 
barycentre G; ; 
e les points pondérés (A, œ), (B, — B), (C, y) admettent un 
barycentre G, ; , 
e les points pondérés (A, à), (B, B), (C, - y) admettent un 
barycentre G.. 
1. Démontrer que les droites (AG.), (BG,) et (CG.) 
conconrent en G. 
2. Démontrer que les droites (G,G.), (G,G.) et (G,G,) 
passent respectivement par À, B et C. 


55 et v sont deux vecteurs non nuls de W, O un 
point quelconque de €, A et B les points tels que : 
A=- et OB=® 
1. On désigne par (F) le plan orthogonal à (DA) en O, par 
B, le projeté orthogonal de B sur (#) et par B’ l’image de 
B, par la rotation r dans (#) de centre O et d'angle+- 
IP) est orienté par le choix du vecteur normal u] 
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a) Démontrer que : e 
lavi =0Ax0B, et tav = OA x OB. 

b) Soit k un nombre réel, C le point tel que OÙ = kr. 

C, le projeté orthogonal de C sur (P) et C l’image de C, 

par la rotationr. _, 

Démontrer que : OC = kOB. 

En déduire que : u A (kv) = k(u Av). 

2. Soit : w un à vecteur non nul de W, D et E les points tels 

que OÙ = & et OË = F+ w, D, et E, les projetés ortho- 

gonaux respectifs de D et E sur P), D’ et E’ les images 

respectives de D, et E, par la rotation r. 

Démontrer que : OË’ = OË’ + OÔ. 

En déduire que : & À (V+W) = BAV +U AW. 


56 Soit deux droites (®) et (@”) sécantes en O. A 
et B deux points distincts de (®}, C et D deux ee dis- 
tincts de (W) avec A, B; C, D distincts de O 
1. Démontrer que pour tout point M de €, on a: 


MA À MB- MC À MD = MO À (AB + DC]. 
2. Déterminer le lieu des points M de € tels que : 


MA a MB = MC À MD. 


57 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB. AD, AÉ) 
est une base orthonormée directe de W. 
On désigne par I le milieu de [EF] et par J le centre du 
carré ADHE. A eA aa 
1. Vérifier que : IG 4 IA = BJ. 
En déduire l'aire du triangle IGA. 
2. Calculer le volume du tétraèdre ABIG et en déduire 
la distance du point B au plan (IGA). 


58 Soit ABC un triangle et M un point de ©. 
Dans chacun des cas suivants, déterminer le lieu des 
points M tels que AM À AB = AC: 

a) ABC n’est pas un triangle rectangle en A ; 
b} ABC est un triangle rectangle en A. 


59 Soit ABCD un quadrilatère convexe admettant 
un cercle inscrit de centre O. 


54 Calculs vectoriels 


1. a} Démontrer que : 
Æ{(AOB) + A(COD) 

b} En déduire que :' 

—+ + —+ -> — > —+ —+ — 

OA À OB + OC a OD = OB a OC + OD a OA (1). 

2. On désigne par Í et J les milieux respectifs des dia- 

zonales [AC] et [BD]. 
a) Démontrer, en utilisant (1), que les vecteurs OI et OJ 
sont colinéaires. 
b) Conclure et énoncer la propriété ainsi démontrée. 


= Á(BOC) + 4(DOA). 


60 Distance entre deux droites 
Soit (4) et (Z”) deux droites non coplanaires de repères 
respectifs (A, u ) et (A’, w. 


1. On pose : v=uù A’ 7 

al lustifer que (A, u, v ) et (A', H 

de deux plans (F) et (@”]. 

z Démontrer que (P) et (PF) sont sécants suivant une 
droite {A}. qui coupe perpendiculairement (@) et (®’). 


> 


, v) sont des repères 


Lo droite (A) est appelée perpendiculaire commune à 
fx} et à (2°). 


2. On désigne par H et H’ les points d’intersection res- 
pectifs de (A) avec (Z) et (&'}. 

a) Démontrer que je produit scalaire MM'.(2 À U’) reste 
constant lorsque M décrit (%) et M’ décrit (4). 

b) En déduire que : 

e pour tous points M de (®) et M’ de (4°), HP’ < MM ; 


ju a u'l 
HA, plus petite distance entre un point M de (à) et un 


point M’ de {®'}, est par définition la distance entre les 
droites (9) et (@°). 


+ HF’ = 


Application 1 D 
a) On donne les-points aļ=1} et a( 3 ) 


— 2 _, f1 
les vecteurs ë( 1 ) et i (1) 
Calculer la distance entre les droites de repères (A, u ) 
et (A’, u”). 


b} Calculer la distance entre les diagonales (EG) et (CF) 
du cube ABCDEFGH d'arête a. 
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3 Nombres complexes 


Introduction 
fe - 4 
DRAA « Ån y a-+-il ou non une rocine carrée de — 12 
IRDA -5 Si oui, de quelle sorte d'animal s'agit-il 2 y 
AR E En quoi ce divertissement inielecel gratui peut-il concerner les 
Re esprits pratiques 2 » 
LE = Cette réflexion de lan Siewort fait ollusion aux débats philoso- 
= phiques et aux trois siècles de recherche qui ont abouti au formo- 
= = lisme actuel des nombres complexes. 


Ces nombres, que certains mathématiciens du XVF siècle quali- 
fiaient d’« impossibles » et d’« inutiles », ont aujourd’hui de nom- 
breuses applications en aérodynamique, en mécanique des 
fluides, en théorie quantique et en électrotechnique. 


H = A,el®f est une représentation complexe de l'onde électromagnétique. 
(A, est l'amplitude et w la phase.) 
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_ À Étude algébrique © 


1,1. Notion de nombre complexe 


“sms Définition et propriétés 

1. Soit l'équation (E) : x? + 4x + 5 = 0. 

e Vérifier que : x? + 4x + 5 = (x + 2)? +1. 

e En déduire que : (E) & (x +2} = —1. 

Cette équation a-t-elle une solution dans R ? Justifier la réponse. 

Supposons qu'il existe un nombre i tel que i? = — 1 et conservons les règles de calcul utilisées dans R. 
+ Démontrer alors que (E) admet deux solutions que l’on exprimera en fonction de i. 


2. Résoudre de même les équations : x? — 6x +13=0 et x°+535=0. 


Définition 


On appelle nombre complexe tout nombre de la forme a + ib, tel que a et b sont des nombres réels et 
i =-1. 


L'ensemble des nombres complexes est noté C. 


Notation et vocabulaire 


Soit z un nombre complexe tel que : z =a + ib.. 

+ L'écriture a + ib est appelée forme algébrique de z. 

Le nombre réel a est appelé partie réelle de z et noté Re(2). 

Le nombre réel b est appelé partie imaginaire de z et noté Im(2). 

e Si b = 0, alors z = a ; z est un nombre réel ; tout nombre réel est un nombre complexe (R € C). 
e Si a = 0 et b #0, alors z = ib ; le uombre z est dit imaginaire pur. 


Nous admettons les propriétés suivantes. 


Soit z et z’ deux nombres complexes. On a : 
e z=7 siet seulement si Re(z) = Re(z) et Im(z) = Imz? ; 
+e z=0 siet seulement si Refz) =0 et Im(z) = 0. 


0 est appelé nombre complexe nul. 


asame Représentation géométrique d'un nombre complexe 
Le plan Ÿ est muni du repère orthonormé direct (O, €, e). 

e L'application qui à tout nombre complexe a + ib associe le point M(;) 
est une bijection de C vers P. 

M, est appelé point image du nombre complexe a + ib ; 

a + ib est appelé affixe du point M(,,) 

e L'application qui à tout nombre complexe a + ib associe le vecteur u(p) 
est une bijection de C vers l’ensemble des vecteurs du plan. 

—> {€ z » r 

u (p) est appelé vecteur image du nombre complexe a + ib ; 

a + ib est appelé affixe du vectenr a(g): 


+ Le plan muni du repère orthonormé direct (O, e, e.) est appelé plan complexe. 
Un point M d’affixe z de ce plan est souvent noté M2). | 


e Les droites de repères (O, e,) et (O, e,) sont respectivement appelées axe réel et axe imaginaire. 
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Exemples 
e O, I et J sont les points d’affixes respectives 0, 1 et i. 
— a 
e 0, e et e, sont les vecteurs d’affixes respectives 0, 1 et i. 


1.2. Opérations dans C 


sms Addition et multiplication dans C ) 
En appliquant les règles de calcul utilisées dans R et la convention i? = — 1, on définit l'addition et la 
multiplication dans C. d 


Définitions 
à 
Soit z et z’ deux nombres complexes tels que : z = a +ib et z’ = a’ +ib”. 


* La somme de z et 7’ est le nombre complexe : z + z’ = (a + a’) + ilb + b). 
* Le produit de z et z’ est le nombre complexe : zz’ = (aa’ — bb’) + ilab” + a'b). 


Exemples 
e(4—-5i)+(3+2i) = 7 — 3i e 3(4 — 5i) = 12 — 15i e 2i(4 — 5i ) = 10 + 8i 
e (4 — 5i)(3 + 2i) = 22 — 7i e (2 + 5i)? = — 21 + 20i e (— 1 + 3i)? = 26 — 18i. 


L’addition et la multiplication ont les propriétés suivantes. 


(1) (C, +) est un groupe commutatif. 
(2) (C*, x) est un groupe commutatif. 
(3) La multiplication est distributive par rapport à Paddition. 


On dit que (C, +, x) est un corps commutatif. 


Démonstration 

+ On vérifie aisément que l'addition et la multiplication, lois de composition internes dans C, sont 
associatives et commutatives et que la mnltiplication est distributive par rapport à l’addition. 

+ 0 est l’élément neutre pour l’addition dans C ; 1 est l'élément neutre pour la multiplication dans C. 
+ L’opposé de tout nombre complexe a + ib est le nombre complexe — a — ib. 

+ L’inverse de tout nombre complexe non nul a + ib est le nombre complexe : 


1 a-— ib a = D 
—— =: —— = —— -i —, 
a + ib (a + ib){a— ib)  a?+b? a? + b? 

Remarques 


e (R, +, x} est un corps commutatif. 
e L'expression de l'inverse du nombre complexe a + ib n'est pas à retenir ; on la retrouve facilement en 
remarquant que : (a + ib}{a — ib) = a? + b’. 
+ On convient que pour tout nombre complexe non nul z : 7° = 1. 
Exemple 
2 4 + 31 4 , 
mt EN ae E a, glaa 
4 — 31 (4 — 3i)(4 + 3i) 25 25 


Propriétés 2 | 


Soit z et z” deux nombres complexes. 
On a : zz’ = 0 si et seulement si z = 0 ou 7z’ = 0. 


La démonstration de cette propriété est laissée au soin du lecteur. 
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ses Soustraction et division dans C 


RE ee E 


Les rés 1 et 2 précédentes conduisent aux définitions suivantes. 


Définitions 
Soit z et z’ deux nombres complexes. 
* La différence de z et z’ est le nombre complexe : z - z’ = z + (~z). 


° Si z’ + 0, le quotient de z par z’ est le nombre complexe : 5 SEX Spi . 
Exemples 
e (4 — 3i) — (5 + 6i) = (4 — 3i) + (— 5 — 6i) = — 1 — 9i. 
SHGÉ _m us 1 3 2 , 39. 
°. g3; "tx —— = (5 + 6i)(z5 + 751) = z5+ 25" 
s Produits remarquables 
Les propriétés suivantes, démontrées dans R, restent valables dans C. 
Propriétés 
Pour tous uombres complexes z et z’, pour tout entier naturel n non nul, on a : : 
e (z +z’)? = zr? + 227 +z”? : o (z-z) =z- 222 +z? >}. 
yt 
e (z + z’)(z -z = 2z? -~ z”? : e (z+ 7z)" =2 CË g'-kz'k (formule du binôme de Newton). 
| zA | 
Exemples 
e (2—3i)?=4-—-12i-9=-—5-—12i e (1+i}=1+3i—-i-—2 +21. 


> + —> + 1 
sass Affixes de u+ u’, MM’ et ku (k€ R) 


Le tableau suivant donne les interprétations géométriques de certaines opérations dans C. 


Différence 


Produit 
par un nombre réel 


sss Âffixe du barycentre de n points pondérés 


FET 
Soit A , À,, …, À , n points d’aflixes respectives AVESNES ET et OL, Qa ee €p n nombres réels dont 
la ane ra non nulle. n 
2 Za 3 
L’affixe du barycentre G de (A,, &), (A, a), ». SAN (A, æ) est: z; = ee 
| ue 


Cette propriété est déduite de la définition du barycentre et des propriétés des affixes. da vecteurs. 
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Exemples 


Si Za t Zg 
e Laffixe du milieu d’un segment [AB] est : > 


| | "A +Z + 
+ L'affixe du centre de gravité d'un triangle ABC est : = 


…-1.3. Conjugué et module d'un nombre complexe 


Va see gore Lan ee Chr M Caire d 
rai ERP a E DA 
g de ere RE 


EREA AE Conjug ué d'un nombre complexe 


Définition 
Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib. 
On appelle conjugué de z le nombre complexe, noté 7, tel que : Z = a — ib. 


Interprétation géométrique 


a . M 
Les points M et M’ d’affixes respectives z et Z sont symétriques pires 
par rapport à l’axe réel. P 
- ep 
Exemples = = 
i+i=1-i ; 3-21=34#+2i ; —-2+i=-2-i i 
Les propriétés suivantes se déduisent de la définition. | E ENTER Eee AA! 


Propriétés l 


Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib. On a : 


e =Z ; e 2z= a? + b?: 

+ z+7= 2Re(z) ; e Zz- = 2i Im(2) ; 

+ z est réel si et seulement si Z =Z : ° z est imaginaire pur si et seulement si Z= -z et z#0. 
Exemples 
e —3+2i=-3-2i=-3+2i ; e 3 +2i)(- 3 + 2i) =9-(-4)=13 ; 
e (-3 +2i)+(-3+2i)=-6 ; e (-3+72i)- (- 3 + 2i) = 4i. 


Propriétés 2 


Pour tous nombres complexes z et z’, pour tout entier relatif n,ona: 
p 


(1) z+z =7+7 : (21 rL (3) zz’ =Z7xP : 
@ = 6+0 ; . 5) E) =-=% =o) ; 6) r=" (40). 
Démonstration 


Posons: z=a+ib et z’= g +ib’. 
(1) et (2) Ces propriétés se déduisent immédiatement de la définition. 


(3) Ona: zz’ = (aa — bb’) + ilab’ + ab) et zxz’=(a-ib}(a -ib = (ag -— bb”) — ilab’ + a’b) : 
donc : ZZ =ZXZ,. 


| | » Tj zx (2) = ai _& 
(4) Si z z 0, on a : 2x =1e(:x—)=1 o zx(l)=1 > (=+. 
PE z\_ A mt ou D CE 
(5) Si z’ # 0, on a : (=)= (x5) =zx({5) =zx 4 =. 
(6) Si z + 0, on démontre par récurrence que pour tout entier naturel n, on a : 7° = z. 
Paa F r= e a O 1 =, 
Pour n < 0, oua:-n > 0; donc: z =(4) = = pa En 
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ass Module d’un nombre complexe 


Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib. 
On a : zZ = a? + b? ; donc zZ est un nombre réel positif. 


Définition 
Soit z un nombre complexe tel que : z =a + ib. 7 
On appelle module de z le nombre réel positif, noté |z|, tel que : |z| = JZ = Ja + b2. 


Interprétation géométrique 

e Si z est l’affñixe d'un point M, on a: |z| = OM. 

e Si z est l’affixe d’un vecteur u, on a : |z| = liell. 

e Si z, et Z sont les affixes respectives de deux points À et B, 
onā: CE Y = AB. 


Exemples | 

°|13—4il =,9+16-5 DURE s|-3i| = /0 +9 = 3. 
Remarques 

<Sib=0,ona: |z| = |al = Ja? ; la notation utilisée est cohérente avec celle de la valeur absolue d’un 
nombre réel. | 

+ Pour tout nombre complexe z, ona: |z =|-2|-17| E ME f 


e Soit z un nombre complexe, on a : zi=1 siet seulement si Z = 4 (z +0); 


|z | = 1 siet seulement si z = 0. 


Propriété 


Pour tous nombres complexes z et z’, pour tout entier relatif n, on a : 


a) zl=lzlxlz | ; (2) 1 LI #0) ; 
(3) lz|=ļ|z|" G#0) ; (4) a = ls (z +0) ; 
(5) z+ z |elz|+|z | (inégalité triangulaire). 


Démonstration 
Posons :z =a +ib et z’ = @ +ib”. 
(1) On a : zz’ = (aa’ — bb’) + i(ab’ + ab). 


Donc : |zz’|= [aa -bb + ilab’ + a'b} = [(a2 + b(a? + b?) =|z|x|z’|. 


1 


a 
(2) Si z # 0, on a : 1 = 


= — -i ——— : done: 
Z a+ b? a? + b? 


PRE | 1 2 

(a+b)?  Jae+b Izl’ 
(3) Si z = 0, pour n > 0 la propriété (1) et un raisonnement par récurrence permet de démontrer le 
résultat. 


1 1 1 
Pourn<0,ona:-n > 0: donc: |z"|= g nr a 
(4) Siz # 0, on a : 5 - TE =|z|x 5 slal =la. 


(5) L'inégalité triangulaire est déduite de l'interprétation géométrique de z + z’. 


Exemples 

| 3 + D0 + i2l=l- 3+ ilxli + il? = 24224; 
pj ae a | 
(1 + i}? [ail (2 
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1.4. Travaux diriges 


On se propose de résoudre sur des exemples des équations du troisième degré du type x? + px +q = 0, 
où p et q sont des nombres réels. 

1. Soit l’équation (E.) : x? - 6x - 6 = 0. 

a) Vérilier graphiquement que cette équation admet une unique solution réelle, dont on précisera un 
encadrement à 1071 près. | 

b) Démontrer que si u et v sont deux nombres tels que u? + r° = 6 et uv = 2, alors u + v est solution de (E.). 
c) Démontrer que u? et v? sont solutions de l’équation : X? - 6X + 8 = 0. 

Résoudre cette équation et en déduire la solution réelle de l'équation (E.). 

Cette méthode de résolution est appelée « méthode de Cardan ». 

2. Soit l'équation (E,) : © - 15x - 4 = 0. 

a} Vérifier graphiquement que cette équation admet trois solutions réelles. 

b) Démontrer que si u et v sont deux nombres tels que u? + r° = 4 et uv = 5, alors u + v est solution de (E). 
c) Démontrer que u? et v? sont solutions de l'équation : X? - 4X + 125 = 0. 

Cette équation a-t-elle des solutions dans R ? La résoudre dans C. 

d) Calculer (2 + i)? et (2 - i)?. En déduire les solutions de l'équation (E,). 

Cette méthode, qui complète celle de Cardan en utilisant les nombres complexes, est due au mathéma- 
ticien Bombelli (1572). 


Çolution 


1. a) Soit la fonction f: x xè? — 6x — 6 et (6) sa courbe représentative |. 
dans le plan muni du repère (O, I, J). 

L'étude de f et la courbe (@) permettent de vérifier que l'équation (E.) a 
une unique solution réelle œ ; on obtient un encadrement à 107! près de 
& à l’aide d’une calculatrice : 2,8 < Q < 2,9. 


b) On a : (u + v)? — 6(u + v) — 6- = (u? + v?) + 3uv(u + v) — 6(u + v) — 
= 6 + 6(u + v} — 6lu + v) - 6 = 0. 

Donc, u + v est solution de (E,). 

c)Ona:u? +v =6 et uv°=8 

Donc, u? et v? sont solutions de l'équation : X? — 6X + 8 = 0. 

On obtient : u? = 2 et v? = 4, | 

On en déduit que 3/2 + 3/4 est la solution réelle de l'équation (E.). 


2. a) Soit la fonction g : x = x? — 15x — 4 et (@’) sa courbe représentati- :—7- 
ve dans le plan muni du repère (O, I, J). z 
L'étude de g et la courbe (6°) permettent de vérifier que l'équation (E,) 
a trois solutions réelles, 


b) On a : (u + v)? — 15(u + v} — 4 = (u? + v?) + 3Suv(u + v) — 15(u + v) — 
=4+15(u+v)-15(u +v)-4-0. 

Donc, u + v est solution de (E,). 

c)Ona:u?+v=4 et u°v* = 125. 


Donc, u? et v? sont solutions de l'équation : X? — 4X + 125 = 0. 
A’ = — 121 ; donc cette équation n’a pas de solution dans R. 


Ona:X2-4X+125-0 & (X-2)/+121=0 

| & (X-2-—11i)(X — 2 + 11i) = 

& X=24+111 ou X=2—-11i. 

d) On obtient : u3 = 2 + 11i et v? = 2 -— 11i. 
Ona: (2 +i} =2 + 11i et (2-i}}=2-11i. 
On en déduit que 4 est une solution de l'équation (E,). 
Pour déterminer les deux autres solutions de cette équation, on 
remarque que: (E.,) & (x -4)(x? + 4x + 1) = 
Les solutions de (E,) sont : 4, —-2- B et —2 + J3. 
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Remarque 


Plus généralement une solution réelle de l'équation x’ + px + q = 0, où p et q sont des nombres réels, 


est donnée par la formule de Cardan : = 


l.a 


1.b 


Le 


1.d 


Écrire sous forme algébrique les nombres com- 

plexes suivants. 

a} (1 + 3i) — (2 — 5i) 
E > À : 

c} 2i( EE i) 


y L 


e) (2 - 3i)? 


b) (1 — 2ì)(2 + i) 
d) (1 + (1 — 2i)(1 + 3i) 


Calculer et écrire sous forme algébrique les 
inverses des nombres complexes suivants. 
aj—-4+3i b) v21 +i) ci-\/3+i dli. 


Écrire sous forme algébrique les nombres com- 
plexes suivants. 

3 — 2i 4 +2i i 
4 — 3i 


3 + 4i 
d} —. 


Placer dans le plan complexe les points A, B et 
C d’affixes respectives 3 +i, — 2 — i et — "LF 4i. 


1. . Déterminer les affixes des vecteurs AB, ÄG, 
AB +AC et 2 AB — 3AČ À 


i -É 


1. 


Étude trigonométrique:. 


12% CF gr 
AS LÉ SRE à ES sat st NS 


r= d- gof Ep č P + J-4 f: e +g ( +P > 
4 [Ep pe ( 27 


se 
LM À < TT gs F7 AVE nr 
FN AT A À Exercices PPA PT SET En RAT D. 


AT ET E 


2. Calculer l’affixe du centre de gravité G du 
triangle ABC. : 
3. Calculer l’affixe du point D tel que ABCD 
soit un parallélogramme. 


Soit les nombres complexes : 

z=2+i et z'=1-i. 
Écrire sous forme algébrique les nombres com- 
plexes suivants. 


a) z+ z) b) (z+ 2.) 


c} (z? +z”) d) (z +zř. 


Calcnler le module des nombres complexes 
suivants. 


a) - fn #i 


2+i 
c) —1 +i 


b} (/2—i/2)(- 3 + 4i) 
d) 2(- 43 — i}. 


Dans-cette leçon, le plan complexe est muni du repère orthonormé direct (O, e’,, €,). 


….Q2.1. Forme trigonométrique d’un nombre complexe 


per age 


aemm Arguments d'un nombre complexe non nul 


Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan complexe. 


On appelle argument de z toute mesure de l’angle orienté (e, OM): 


N otation 


Si æ et œ sont deux arguments de z, on a: Q’ =Q + k 27 (k € Z). 


On note : 


arg(z) = a+k2n(kE Z) ou arg(2) 
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Interprétation géométrique 
e Si z est l’affixe d’un vecteur u, arg(z) est une mesure de l’angle 


= 


: 2 > > 
orienté (e,, u). 
e Si z, et z, sont les affixes respectives de deux points A et B, 


r a 


arg(z, — Z4) est une mesure de l'angle orienté (e;, AB). 


Exemples 

arg(i) =+ [2x] ; arg(l +il= T [27] ; 
arg(— 1) =r [27] ; arg(1)=0 [27]. 
Remarques 


+ Le nombre complexe nul n’a pas d'argument. 
ez estréel & z=0 ou arg{z}=0 fn] ; 
z est imaginaire pur & arg{z}= 5 fn]. 
e Pour tout nombre complexe z non nul, on a : 
arg(z) =- arg(z) [27] ; 
arg{- z} =n + arg{z) [27] ; 
arg(-Z) =n - arg{z) [2n]. 


Pa 
vom — 
= ei - ee ne on mn en ne ee 


maam Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul 

Soit z un nombre complexe non nul tel que z = a + ib et M son image dans le plan complexe. 
Désignons par r le modnle de z et œ un argument de z. p 

On a : a = rcosa et b = rsina ; donc : z = r (cosa + ising). 


Définition 


Soit z un nombre complexe non nul de modnle r et d'argument a. 


On appelle forme trigonométrique de z l’écriture : z = r (cosa + i sina). 


Exemples jé 


e 1+i= V2(cos— 


Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls. 
Ona:z=7" siet seulementsi |z| -|z’| et arg(z) = arg{z’) [27]. 


. +. A i 1 
+isin-) dns. i 


Cette propriété se déduit des définitions du module et d’un argument d’un nombre complexe. 


Remarques 


° Soit z un nombre complexe non nul. Les règles de passage entre forme algébrique et forme trigonomé- 
trique de z sont résumées par le schéma suivant. 


r= ja? + b? ; cosa = £ et sina = È | l 
forme trigonométrique | 
z = r (cosa + ising) 
r>0 


forme algébrique 
z=a+ib 


a =rcosa et b =rsinc 
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+ Soit z = r {cosa +isina),rER* et ae R;: 
— sir > 0, la forme trigonométrique de z est z = r (cosa + isina) et arg{z) = a [27] ; 
-sir < 0, la forme trigonométrique de z est z = -r fcos{a + x) + isin(a + n)] et arg{z) = © + n [27]. 


zsm Arguments d’un produit et d’un quotient 


Pour tous nombres complexes non nuls z et z’, pour tout entier relatif n, on a : 


(1) arg(zz) = arg(z) + arg(z) [2x] ; (2) arg) =- arg) [27] ; 


(3) arg(z") =n argfz) [2x] ; (4) arg(Æ) = arg(s) - arg(z) [2xl. 


Démonstration 
Soit z et z deux nombres complexes non nnls de formes trigonométriques : z = r (cos + i sing) et 
z’ = r (cosg + ising’), 
(1) On a : zz’ = rr'[(cosæ cosa’ — sina sina’) + i(sinacosæ”’ + cos sin] 
= rr'[(cos(œ + œ) + isin(æ + o)l], avec rr’ > 0. 
On en déduit que & + œ’ est un argnment de zz’ ; c’est-à-dire : arg(zz’) = arg{z) + arg(z’) [27]. 


(2) On a : = _ (cos — i sing) = 4 [cos{— &) + isin(- @)], avec 5 >0. 


On en déduit que : — & est un argnment de Z; c’est-à-dire : arg(= = — arg(z) [2n]. 
(3) Pour n 2 0, la propriété (1) et nn raisonnement par récurrence permet de démontrer le résultat. 
Pourn<0,ona:-n>0;donc:#=={")". | 

" b Z 


Ou eu déduit que : arg{z") =- nars) [27] ; c'est-à-dire : arg(z") = n arg(z) [27]. 


(4) L'égalité 5 = LX L et les propriétés (1), (2) permettent de démontrer le résultat. 


Remarque 
Soit À, B et G trois points deux à deux distincts, d’affixes respectives z,, z, et Zo. 


Ona rarg( 22 ) = Mes(AB, AČ) [2x]. 
BT #A 


aa 


Exemples 
Déterminer les argnments des TEE complexes z} et z, tels que : 
— /3 + i)’ 
z= (43 +1i}(1 +i}? et Z, = C3 eV 
(1 +i) 


Ona: arg(- /3 + i) = 7 [2x] et arg(1 + i) = Hzn] : donc : 
° arg(z.) = EL + (2 X D [27] ; c’est-à-dire : arg(z,) = — 27 [27] ; 
° arg(z,) = (3 x 2T) — (2 x a [27] ; c'est-à-dire : arg(z,) = 0 [2n]. 


Propriétés 2 


Soit z et z” deux nombres complexes non nuls, n un entier relatif. 
(1) zz’ est le nombre complexe de module |z |x|z°| et dont un argument est arg(z) + arg(z). 


(2) _ est le nombre complexe de module GT et dont un argument est — arg(z). 


(3) z” est le nombre complexe de module |z|” et dout un argument est n arg (z). 


(4) A est le nombre complexe de module ts) et dont un argument est arg(z) — arg(z’. 
Z 


Ces propriétés réunissent celles établies précédemment pour les modules et les arguments. 


64 Nombres complexes 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


sas: Formule de Moivre 


Soit z le nombre complexe tel que : z = cosa + i sing. 
z a pour module 1 et argument à ; donc, pour tout entier relatif n, z" a pour module 1et argument no. 


On en RE la propriété suivante appelée formule de Moivre. 


Pour tout nombre réel & et pour tout entier relatif n, on a : (coso + ising)” = cosna + isinna. 


Exemple 
Calculer (7 + ie) 
y2 y2 
Ona: 7 + ila co 057 + isin : donc : (z+ ig, = os 19997 + isin 129% : 
+ + da 2 4 4 
. 19997 __ n 1 ç 1 \1999 _ M PTT SR el mo 
Or : 2 =-3 [2x] ; donc : (+ iT) = cos( 7) +isin( 3) = xh 


2.2. Notation exponentielle d'un nombre complexe 


saa} Définition et propriétés 


PRE EE la fonction f de R vers C définie par : f(x) = cosa + i sino. 
Pour tous nombres réels & et B, on a: fo + B) = fla) x fB) et Fia) = if (a). 


L'analogie de ces propriétés avec celles de la fonction exponentielle (cf. chapitre 12) conduit à la nota- 
tion suivante. 


Notation 

Pour tout nombre réel œ, on pose : cosa + isiua = elt, 

On déduit de cette notation la définition suivante. | 
Définition | 
Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument g. 
On appelle forme exponentielle de z l’écriture z = r e®. 


Exemples | 
1 = e -1= e" i=eZ 

Le Re EA 
1+i=/2e* 1-i=/2e 4 1+iß = 2e 3. 


Sous forme exponentielle, les propriétés établies précédemment s’écrivent de la façon suivante. 
Propriétés 


Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls tels que z = re et z7’ = r'e”, n un entier relatif. On a : 


(1) m erren : (2) 2 = Le 4 (3) z = ret ; (4) 5 eaa, 
Exemples p 
—]- 
Soit z et z’ deux nombres complexes tels que : z = 3e z et Z = + e 3 
3 -iš 22 1 1 -i- m p L 
Ona: zz’=2e 12 ; z5=243e7 ; Less à Se. 


sses Formules d'Euler 
Soit œ un nombre réel. 
On a : cosa + ising = et ; donc : cosa — i sing = e` 1t 
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On en déduit les propriétés suivantes, appelées formules d’Euler. 


" s eit +g it ; eit - g-ia 
Pour tout nombre réel «q, on a: cos& = er ae et sing = = 


Ces formules sont notamment utilisées en trigonométrie (cf. 3.2.). 


9.3. Racines n-ièmes d'un nombre complexe 
sz2= Définition et propriétés | 
Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n > 2). 
On appelle racine n-ième de Z tout nombre complexe z tel que : z” = Z. 


Soit Z et z les nombres complexes tels que : Z = re” et z = peï. 
Pour tout entier natureln(n>2),ona:z"=7Z & pret -rei 


p="r 
= j _ a [2m]: 
= l] 
Donc Z admet n racines n-ièmes : 


F 2 P 
Zo = nre 7; Z) = nper : n), siig z, = 3fre\n n), 5 À = "re n 


Í nterprétation géométrique 

On désigne par M,, M,» ---- M, , …, M „4 les images res- 
pectives de ces solutions dans le plan complexe. 

On a : OM, = OM, = … = OM, = … = OM, , = Yr. 


De plus, pour tout couple de points (M, , Mp1); on a: 


k+1 


Mes (0M, > OM,,,) = 2T. 


Donc, les points M, (k € {0, 1, ..., n — 1}) sont les sommets 
d’un polygone régulier à n côtés inscrit dans le cercle de 
centre O et de rayon "r. 


Ou en déduit les propriétés suivantes. 
Propriétés 
Soit re* un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n > 2). 


e y 3 ($ + ake; 
° re™ admet n racines n-ièmes telles que : z, = nire n On/(kE {0,1,...,n-1}). 


e Les images de ces racines sont les sommets d’un pogone régulier à n côtés inscrit dans le cercle 
de centre O et de rayon Yr. 


Remarques 


e La somme des n racines n-ièmes d’un nombre complexe non nul est nulle. 


„Zka 
e 1 admet n racines n-ièmes telles que : z, = e * (k E (0,1, ..,n-1}). 


sz Exemples de calculs de racines n-ièmes 
1. Calculer les racines carrées de 1 - i/3. 


N 
a Ta š š 
Ona:1-—i/3=2e ?. Posons : z = pe" ; donc : 22 = p?e%®, 


reta pu, 
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. p?=2 p = 42 
Ona:z/=1-i,3 
20 =- + [21] =) 
Donc, 1 — i/3 admet deux us) carrées Z} et z, telles que : 
s . SA | 
E -4 f f E 16 , 92 
z, = /2e = 7 i-z et Z, =,2e = 7 ly- 


2. Calculer les racines cubiques de 1. 
Posons : z = pe! ; donc : z* = pĉe®%*®. 


p =i e=1 
T=? = 
PAS fosojn 


Donc, 1 admet trois racines cubiques Z» Z, et z, telles que : 


Ona: 


Zz = 1, 


° Les images de z, z, et z, sont les sommets d’un triangle équilatéral. 


e Si on pose Z, =f =} et z,+2z,+2z,= 0. 


Donc : 


2.b 


2.c 


127 år 
1 RE 1-7 

— + LE Op cv 
z =e = 5 tiş et 


= j, On A ! Z} 


1+j+j?= 


ÉTAT a MAE E FRE e F E ~ JE uns e TAEA CR Pret 
ee~ EF tige | Le S „a _ cine Se dE © ae r ef a - ny 
-E xe rc ices = PARP G A a a M REPE E a LE RE LS LT D RÉ AT E 


petore le module et un argument des 
nombres complexes suivants. 


a) 2i b} ļ3+3i c) /6+i/2 d) -5. 


Ecrire sous forme trigonométrique les nombres 
complexes suivants. 


a « m 1 + i/3 {2 
a} (2 + 2i}(1 _ i} b} -T3 c) i+i 
— 2i i 1+i/3\2 
= ip (is) 


è . E a 
Soit z =1+i et z, =1 +i;3. 
a) Déterminer le module et un argument de z, 
et z,. 
b) Écrire sous forme algébrique et sous forme 
trigonométrique le produit z,z, 


c) En déduire les valeurs de cos% et sint. 


12 12 


2.d 


2.f 


Déterminer le module et un argument des 
nombres complexes suivants. 


a} cosa — isinc b) — sing + i cosa 
à cCoOs& + 1sing 
c} 1+itanc } ——— — . 
cosg — ising 
Placer dans le plan complexe les points d’af- 


fixes respectives : 
+ À « À KE -K . K 


i— Fr -i= i= -iz i— 
2e 4, 1+e% et e 3+e*. 


1. Écrire sous forme exponentielle les nombres 
complexes z =1-—1i/3 et z’ =-1-—i. 
2. En déduire le module et un argument des 
nombres complexes : (Zz )’, 2 i 
1. Résoudre dans C l'équation : 

24 = 2(— 1 + i/3). 
2. Écrire chacune des solntions sous forme algé- 
brique. 
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~ S Utilisations des nombres complexes 


“ess Racines carrées d’un nombre complexe 

On a vu dans la leçon précédente une méthode pour déterminer les racines n-ièmes d ‘un nombre com- 
plexe écrit sous forme trigonométrique. 

On peut cependant déterminer les racines carrées d'un nombre complexe écrit sous forme algébrique en 
utilisant les produits remarquables et les modules. Cette méthode est décrite dans l'exemple ci-après. 
Calculer les racines carrées de 3 — 4i. 

Posons : z = x +iy (x E R, y E€ R) ; on a : z? = (x + iy} = (x* y") + 2ixy et |z| = x2 + y? 


-y = 3 x = 4 
Donc : 2? = 3 — 4i = J=- sfp- 
xt +y?=5 we- € 
Le dernier système a deux solutions : (2 ;-— 1) et (- 2 ; 1). 
Donc,z,=2-iet z,=-24+i sont les racines carrées de 3 — 4i. 


same Equations du second degré 
Soit l'équation {E) : az? + bz + c = 0, où a, b et c sont des nombres complexes (a + 0). 


On a : az? + bz + c = al {z + ay ss Duc 


e Si A = 0, alors (E) a une solution double : — Ja 
e Si A + 0, alors A admet deux racines carrées dans C : Öö et — à. 


Ona:(E) & a| (z+ À — È)(z + 2 + à] = 0. 


| ; posous : À = b? — 4ac. 


24 24 2a 2a 
Donc, (E) a deux solutions distinctes : — bt ô et =b-ò : 


On en déduit la propriété suivante. 


Propriété 


Soit l’équation (E) : az? + bz + c = 0, où a, b et c sont des nombres complexes (a + 0). 
On pose : A = b? — 4ac et on désigne par ô et -— à les racines carrées dans C de A. 


+ Si A = 0, alors (E) a nne solution double : — p ; 
e Si À # 0, alors (E) a deux solntions distinctes : = s è et =È 
Exemples 
e Résoudre dans C l'équation (E,):2+z+1=0. 
Ona:A=-3=3i2= {(i,3)2, G ) n 
s — 1 +13 — 1—:i,3 
Les solutions de (E,) dans C sont : z, = E — et Z,= — 


e Résoudre dans C l’équation (E. ) : W-is-3-i-0 
Ona:A=—1+4i(3 +i) =-—5 + 12i. 
Déterminons les racines carrées du nombre complexe — 5 + 12i. 


| x-y =—-5 x? =4 
On a : (x + iy) =— 5 + 12i SER a f= 
x? + y? = 13 Xy = 6 
Ce système a deux solutions : (2; 3) et (-2 ;— 3). 
i +{(2 + 31) - i— (2 + 31 
Donc, (E,) a deux solutions dans C : z} = SETE et Z,= mi - 
i i 


c’est-à-dire : Z,=2— i et z,=-—1 + i. 
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Equations se ramenant au second degré 
1. Soit l'équation (E) : z° + (4 - 5i)z2 + (8 — 20i)z — 40i = 0. 
a) Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure. 
b) Résoudre (E) dans C. 
a) Posons : z, = ib (b E€ R*). 
z, est solution de (E) < (ib}? + (4 — 5i)(ib}? + (8 — 20i)ib - 40i = 0 (b E R*) 
& 4b(b-5) + ifb? -— 5p? — 8b + 40)=0 (b€ 2*) 
& þ=5. 
Donc, (E) admet une solution imaginaire pure : z = 5i 


b) L’équation (E) peut s'écrire : (z — 5i){z? + az + b) = 0 {a E C, b £ C]. 
Par identification de polynômes, on obtient : (z — 5i)(z? + 4z + 8) = 0. 


e Soit équation : z? + 4z + 8 = 0 ; on a: A = — 16 = (4i)?. 

Donc, cette équation a deux solutions : z, =— 2 + 2i et z, =— 2 — 2i. 

e On en déduit que les solutions de (E) dans C sont : Z2,=51, 4,.=-2+2i et z, =-—2- 2i. 
2. Soit l'équation (E) : 24 - 523 + 622 - 5z + 1 = 0. 1 


a) Démontrer que (E) est équivalente au système : w E 
u?-5u+4=0 
b) Résoudre (E) dans C. 
5 1 


A 2(,2 NES 
a) On a : (E) œ 222 -52+6 Dr 


j 1 \2 1 
2 OT ea Es aa 
e 2(2+—) 5{(z + 7) + 4)|=0. L 
| U=Z+— . 
Or, U n’est pas solution de (E) ; donc, (E) est équivalente au système : j rs. 
u"-5u+4=0 


- b) L'équation u’? — 5u + 4 = 0 a pour solutions : 1 et 4. 


Donc : Œ) = z+ == ou g = À 
Z Z 
& z2 —z+1=0 ou z? —4z+1=0. 
: "i GE 
1 +1/3 1—3 
On en déduit que les solutions de (E) dans C sont : Z = DRE Z, SR DE 


2,=2+)3 et z,=2- 3. 


3.9. Trigonométrie et nombres complexes 


sum Expression de cosnx et sinnx en fonction de cosx et sinx (n € N) 


La formule de Moivre permet de retrouver les deux formules de duplication établies en classe de pre- 
mière et de généraliser ces résultats. | 


. Ainsi: cos2x + 1sin2x = (cosx + i sinx}? = cos?x — sin?x + 2isinx cosx ; 

donc : cos2x = cos?x — sin2x et sin 2x = 2sinx cosx, 

* De même: cosä3x + isin3x = (cosx + i sinx)? = cos?x — 3cosx sin2x + i(3sinx cos2x — Sin °x) : 
donc : Cos3x = cosŸx — 3cosx sin?x et sin3x = 3sinx cos?x — sin°x ; 
c’est-à-dire :  cos3x = 4cos°x — 3cosx et sin3x = 3sinx — 4sin°x. 


e Plus généralement et pour tout entier naturel n non nul, on a : 
n 
cosnx + isinnx = (cosx + isin) t= YŸ = coskx itKsintkx. 
k=0 | 


On en déduit le point méthode suivant. 


. Four exprimer cosnx et sinnx (n € N) en fonction de cosx et sinr, on peut utiliser la for- : 
mule de Moivre : cosnx + isinnx = (cosx + i siny)”, Lite | 
cosnx et sinnx sont alors respectivement les parties réelle et imaginaire du développement 
de (cosx + isinx)" à l’aide de la formule du binôme de Newton. 
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ssas Linéarisation de cos”x et sin°x (n € N) 


Les EAA d'Euler permettent de retrouver les deux formules de linéarisation établies en classe de pre- 
mière et de généraliser ces résultats. 


ir — ir ir _ a- ir? 
Ainsi: cost = (te #) dt + ste (EEE, 
c’est-à-dire : cos?x = 4 (e2 +2+e i%) et sin?2x = — (ei — 2 +œ İZ); 
donc x cos?r = cos2x + 1 et sin?t = 4 COS2x 
2 2 2 2 
ir _ a- ix d | . . | | 
e De même: sin°x = (— = ar (ei — 3ere 7x + Jete- x _ e- i3r) 
1 fa — ex, 3 Bli- eih. 
hs : a leat 2i +): 
donc : sinŸx = ž sinr — 4 sin3x. 


Plus généralement, on a le point mebo suivant. 


Pour linéariser cos"x et sin"x (n € N) on peut utiliser le procédé suivant, mettant en p les 


formules d’Euler et du binôme de Newton : 

ex+ e-i ner —e Mn. 
a) et sine = (TE) "; 
* regrouper deux à deux les termes d’exposants opposés et exprimer chacun d’eux en fonction 


-r 


e développer et réduire cos”x = ( 


de termes de la forme coskx ou siukr. 


á 


ses Transformation de produit en somme et de somme en produit 


Propriétés 1 


Pour tous nombres réels a et b, ona: 
* cosa cosb = 3 [cos(a + b) + cos{a — b)] ; e sina sinb = — La [cos(a + b) — cos(a — b)] : 


> . 
a Ml 


. sina cosb = _ [sin(a + b) + sin(a — b)|. 


D émonstration 


+ En appliquant les formules d’Euler, on a : 


NS: A 
fasse h (+) 7 phen . Z (eila+t) + g- ila+b) + pilad) + e- itab) 


= _ [cos(a + b) + cos(a — b)1. 
* On ici de façon analogue les deux antres propriétés. 


Pour tous nombres réels p et q, on a : 


* cosp + cosg = 2 c05 2 cos 23 ; * cosp — cosq = - 2sin 2 sin 2-3; 
* sinp + sing = 2sin 22 cos ES ; * sinp - sing = 2 cos 259 sin DA, 
D émonstration 
Soit p et q deux nombres réels. 
e Ona: eP + e1 = (cosp + cosq) +i (sinp + sing) (1). 
En remarquant que p = ES + ct q= P PS 4 P > a , On obtient : 
Pr EPA „Fs 
eP +e =e 2 (e Z 4e 2? ) = 2(cos 2 +4 +isinP A cos? 4 d 
2 2 2 pe 
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eP + eid = (2cos P d cos” 1) +i (2sin 2+9 cos? 4) (2). 


En comparant (1) et (2), on déduit que : 


ET cos? et sinp + sing = 2sin 24 cosP A, 


e En utilisant e? — e4 = (cosp — cosq) + i (sinp — sing}. on démontre de façon analogue que : 


cosp — cosq = - 2sin 24 sin” 1 et sinp — sing = 2cos 2 sint A, 


cosp + cosg = 2 cos 


Exemple 
Linéariser l’expression sin3x cos*2x. 


, eilr - eitr \/elt 4 eiz 1, . .4 i 
Ona: sin3xcos?2x = (m e) = ae e- r)(eir + 2 +6714) 


21 2 
1 ei7x # i7x 1 ei3x — er ir 1 ex ` er ir 
= + — + z a h4 } 
Donc : sin3xcos?2x = n sin7x + + sin3x — 5- sinr. 


——3.3. Géométrie et nombres complexes 


Dans tout ce paragraphe, le plan complexe est muni du repère orthonormé direct (O, e,, €). 


zum Transformations et nombres complexes 

Nous indiquons dans le tableau ci-dessous l'écriture complexe de certaines transformations du plan. 
Dans ce tableau, M(2) et M’(z7) désignent un point et son image, ainsi que leurs affixes, par chacune de 
ces transformations. 


| Image M’ d’un point M Définition géométrique Écriture complexe 
—- 


Translation 
de vecteur ula) 


symétrie 
de centre Q{w) 


Symétrie 
par rapport 
à l’axe réel 


Symétrie ™ eai OM’ = OM 


par rapport “sé # = ER mm LÉ à 
à l’axe imaginaire E (e,, OM’) =7- (e,, OM) 


e  _ D 


Homothétie ma 4 
de centre Qw) M z — 0= k(z- o) 
et de rapport k 


Rotation 
de centre Q(w) mt z’ — © = ei (z — o) 
et d'angle & i Mes(QM, QM’) = a [27] 
O 


Nombres complexes 71 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Exemples ~ 

La rotation de centre o(3) et d’angle — + a pour écriture complexe : z’ — 2i = e Tiz — 21) ; 
c'est-à-dire : z’ = ží 1 — i/3)z — 13 +i. 

Le point A( h) a pour affixe 1 + i {3 ; son image par cette rotation est le point A’ d'affixe 2 — 3 + i, 


c'est-à-dire le point A(° P ‘3 }: 


+ La transformation h d’écriture complexe z°=- ZE + 3 — 6i est l’homothétie de rapport — F et de 
centre son nnique point invariant. i 

LĽ'affixe œ de ce point est telle que : © = — 70 +3—6i ; c'est-à-dire : @ = 2 — Ai. 

semm Configurations du plan et nombres complexes 


Dans le hålen ci-dessous, nous caractérisons certaines configurations géométriques à l’aide des 
nombres k 


PIE OE Caractérisation géométrique! Caractérisation complexe 
| | 


a T PRE OR O i 
Triangle ABC AB = AC et mes À = A ZZ O 
isocèle en A (0 < æ <7) œz kr (k € Z) 


Triangle ABC 


… As B: 
équilatéral AB = AC et mes À = 3 


Triangle ABC 


AB = AC et mes À = © 
rectangle 2 


Points À, B,C 


alignés Mes (AB,AC) = 0 [xl] 


prem in a 


+ — + —+ 
Mes (CA, CB) = Mes (DA, DB) [x] 
oints À, B, C, D i 


cocycliques 


(Mes (CACB) 40 [x]) | 
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Démonstration 
e Les caractérisations des triangles isocèle, équilatéral et rectangle isocèle se font à l’aide de la carac- 
térisation complexe d’une rotation. 


e Les caractérisations du triangle rectangle et des points alignés se font à l’aide des caractérisations 
complexes d’un nombre réel et d'un nombre imaginaire pur. 


* La caractèrisation des points cocycliques se fait à l’aide de la caractérisation complexe d’un nombre 
—> —+ 
réel et des lignes de niveau M > Mes (MA,MB). 


samæ Lieux géométriques et nombres complexes 
1. Soit A le point d’affixe z, tel que : z, = 1 +i. 

Déterminer le lieu des poiuts M dont l’affixe z vérifie : 

a) |z- z, |= 2. E = 

b) arg(z - z,) = = [x] ; arg(z —3,)=- ET [2r]. 

Solution 

a) + Ona: lz-z,|=2 & AM = 2. 

Le lieu de M est le cercle (@) de centre A et de rayon 2. 


b) + Ou a : arg(z — z,) => a] & Mes(e, AM) =5 [x]. 
Le lieu de M est la droite de repère (A, u), privée de A, 


avec Mes(e:, ü ) = = [x]. 


ge 


°Ona:arg{z-z,)=- + [2r] = Mes(e’, AM) m 5 [27]. 
Le lieu de M est la demi-droite de repère (A, v), privée de A, avec Mes e:, C)=- Z [2m]. 
. Les propriétés suivantes généralisent l’étude précédente. 

Propriétés 

Soit A le point d’affixe z, et M un point d’affixe z. 


e Si R est un nombre réel strictement positif, le lieu des points M dont l’affixe z vérifie |z- z N |=R 
est le cercle de centre A et de rayon R. - 


* Si a est un nombre réel, le lieu des points M dont l’affixe z vérifie arg(z — z a) = & [x] est la droite de 
repère (A, u), privée de A, avec Mes(e,, u ) = a [n]. 


Remarque 


Le lieu des points M dont l’affixe z vérifie arg{z — z,} = œ [2n] est la demi-droite de repère (A, t ), privée 
de A, avec Mes(e,, u)=a [27]. 


2. À tout nambre complexe z, différent de — 2 — i, on associe le nombre complexe Z tel que : 
Zz- 4- 2i | 
Z= —————. 
Z+2+1 
Déterminer, géométriquement pnis analytiquement, le lieu des points M d'’affixe z tels que : 
a) 1z1=1 ; 12124. 
b) Z est un nombre réel ; Z est uu nombre imaginaire pur. 


Solution 


Méthode géométrique m 
sé E 
B 


Soit A et B les points d’a fixes respectifs : z, =- 2 —i et A =4+2i;ona:Z= 
Z-z LE 
aj» |z| =1 © | =|=1 & MA=MB. 

Z— Zy 


Le lieu de M est ļa médiatrice (A) de [AB]. 
EE ei 
z—-Z,| 2 MA 2” 
Le lieu de M est le cercle (T) de diamètre [CD] tel que : 
C = bar{(A,1) ; (B,2)}, c’est-à-dire : C(2 + i) 
* D = bar{(A,1) ; (B,-2)}, c’est-à-dire : D(10 + 5i). 


elz] =-5 = 
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Z — Z, 
be ZER&z=z ou ag( 2) = 0 Ir 


© M =B ou Mes{MA, MB) = 0 [r]. 


Le lieu de M est la droite (AB). privée du point À. 


— Z 
B T 
° Z, imaginaire pur & are(; >) = = [x] 


ET o 


—+ pe T 
= Mes(MA, MB) = -> [n] 


Le lieu de M est le cercle (6) de diamètre [AB] privé 
des points A et B. 


Méthode algébrique 
(x — 4) + ily — 2) (x2 + y? — 2x — y — 10) + i(— 3x + 6y) 
Les lieux cherchés seront déterminés par leurs équatious. 
a) Íz] ag o (x-4)? + (y - 2} = (x +2} + (y +1? & 4x+2y-5= 0. 
e |z| = r Mi 4[(x — 4}? + (y — 2)21 = (x + 2)? + (y + 1} & x? + y? — 12x — 6y + 25 = 0. 


b} « ZER & -3x + 6y=0 & x-2y=0. 
e Z imaginaire pur © x? +y°—2x y — 10 = 0. 


Posons :Zz=x+iy;0ona:2= 


c) On désigne par & l'argument de Z. 
— 3x + 64 


On a : arg(z) = Z [n] & tana=1 © ——— 
gz) = -7 l" x + y2— 2x — y — 10 


=1 4 x +y+x-7y—10 = 0. 


3,4. Travaux dirigés à | | 


1. Soit ABC un triangle et A’ le milieu de [BC]. que, 
On construit, à l'extérieur de ce triangle, les triangles ^ 
rectangles isocèles ABB’ et ACC’, de sommet A. : 
Démontrer en utilisant les nombres complexes que 

les droites (AA) et (B’C’) sont perpendiculaires et 

que B’C’ = 2AA’. i 


Solution 


+ Prenons A pour origine du repère orthonormé 
direct du plan complexe et supposons le triangle ABC 
de sens direct. 


Zot Zn Z Z 
nc #3 C 
Ona: Z= 7 Zn —] et Zi 
Zn — Z — 17, — iZ 
B C B é à 
Donc : RS Re 
p Z y Bt Ze 
2 


c’est-à-dire : B'O = 2AA et Mes AA’, C1 B’ })=— 5 [2r]. 


e Lorsque le triangle ABC est de sens indirect, un raisonnement analogue conduit à : 


—+ -A TL 
B’C’=2AA et Mes(AA’, CB’) = F [2r]. 


Dans les deux cas, les droites (AA) et (B’C’) sont perpendiculaires et B'O = 2AA. 
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2. Soit ABCD un quadrilatère convexe. 

On construit, à l’extérieur de ce quadrilatère, les 
triangles rectangles isocèles AM B, BM,C, CMD et 
DM, A de sommets respectifs M}, M,, M, et M,. 


Démontrer en utilisant les nombres complexes que 
les segments [M,M.] et [M,M,] sont orthogonaux et 
de même longueur. 


$ olution guidée 


Désignons par z,, Zp, Zç et zņ les affixes respectives 
des points A, B, C et D, par z}, Z,, Z} et z, les affixes 
respectives des points M,, M,, M, et M,. 


Supposons le quadrilatère ABCD de sens direct. 


+ Démontrer que AMB est un triangle rectangle isocèle en M, si et seulement si z, = 


Za — 23 


= 
Z, — Zi 


e Conclure. 


z,(1 — i) + Zg{1 + i) 


2 

e À quelles conditions les triangles BM,C, CM,D et DM,A sont-ils rectangles isocèles respectivement en 

M,, M. et M, ? 
2° 3 4 


+ En déduire que : 


Que se passe-t-il lorsque le quadrilatère ABCD est de sens indirect ? 


= a AE E LS EEA 
Ex ercices EEOAE 


3.a Calculer et écrire sous forme algébrique les 
racines carrées des nombres complexes sui- 
vants. 

a) 15-8i b)2i œ) 11+4i/3 d-i. 


3.b Résoudre dans C les équations suivantes. 
a) izz +z-3+i=0 
b} (— 2 + i)z? + (4 — 5i)z + 3 —i = 0. 


3.c Soit l'équation (E) : 
2 + (1 — i)z? + (4 — i)z — 4i = 0. 
1. Vérifier que i est une solution de (E). 
2. Trouver un polynôme P du second degré tel 
que : z? + (1 — i)z? + (4 — i)z — 4i = (z — i)P{2). 
3. Résoudre l'équation (E) dans C. 


3.d 1 Exprimer cos4x en fonction de cosx. 
2. Exprimer sin5x en fonction de sinx. 


3.e  Linéariser : 
b) sintx + sin?x 
d) cos?xsin?x. 


a} costr + sintx 
c} cos*xsin?x 


3.f Résoudre dans R les équations suivantes. 
a) cos5x + 2cos3x + cost = 0 
b) sinx + sin2x + sin7x + sin8x = 0 
c} cos2x + cos6x = sin3x — sin5x 
d} sin3x — sin2x = sinr. 


ASS PP RPOT OL SIN Ti 


ET LES ET EP AT ON RE ON 


Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
nature et les éléments caractéristiques de la 
transformation du plan qui au point M d'’affixe 
z associe le point M’ d’affixe z’. 


a) z'=-2+24i TEIP = dde 4i 
c)z'=-+z+2-i d) z'=-i%+1+i. 


Dans chacun des cas suivants, déterminer et 
représenter l’ensemble des points M dont l'af- 
fixe z vérifie la condition indiquée. 


a) |(zg-1+2il =3 b)\z-3+il=3 
c) arg(z — 3i) = 5 [x] d) argliz + i) = — + [2n]. 


Dans chacun des cas suivants, déterminer et 
représenter l’ensemble des points M dont l'af- 
fixe z vérifie la condition indiquée. 


a} Iz-2+il=17-il b) EFE |z! 


c) 


g— 3i 


-|=1 d)|z— 3+il| = |2z-4il. 
Z—2+1 


À tout nombre complexe z, différent de 2 — i, 


‘on associe le nombre complexe : 


z+3—2i 
z—-2+i ` 
Déterminer les ensembles de points M d’affixe 
z tels que : 
a) Z soit un nombre réel ; 
b} Z soit un nombre imaginaire pur. 


Z = 
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- Exercices - 


Le plan complexe est muni du repère orthonormé direct 
(O, e;, Ez 


APPRENTISSAGE 


Etude algébrique 
des nombres complexes 


4 Écrire sous forme algébrique les nombres com- 
plexes suivants. 


hadrei 1 
M j X ) b) 


1 1 (3 — i}(1 + 2i) 
c) Di 2j STE TC ES 
(1-2i) Fe 
e) (1 +i) L el 


2 Déterminer les parties réelle et imaginaire des 
nombres complexes suivants. 


a) (3 + 4i)’ b) (2 - i}? 
) z i E 5 d) (3 + 4i} -— (2 — i)}?. 


3 Pour quelles valeurs du nombre réel x le 
nombre complexe [10 — x + i(2 + x)](x — i) est-il un 
nombre réel ? un nombre imaginaire pur ? 


/3 
+ 

/3 +i 
5 1. Calculer à, if et i5. En déduire it8 et i". 


2. Calculer 1 +i +i? + i’, puis 1199 + 1200 + j201 + 5202 


2000 | 2902, 
3. Calculer À i et $ (—-i}. 
k=0 k=0 


Vérifier que : +i 
CEE 


6 Écrire sous forme algébrique le conjugué des 
nombres complexes snivants. 


a) (4 i/3)(1 + i) “ee 
— 3+1 
c) (1 — i)(2 +i) d) (2 — 3i)(4 + i) 
2i(— 3 +i) (2 — ji} 
à 3 + 2i 3 — 21 
T Soit z, =- ra AGATA 


Démontrer, sans calcul, que z, — z, est un nombre réel 
et z, + z, un nombre imaginaire pur. 


8 Calcnler le modnle des nombres complexes 
suivants. 


2 
ü g-i D 
V2(1 +i) d) {— 5 + 7i)(4 — 2i) 
L (Bi (3 + 4i)(7 + 5i) 
í | i)? i Jai 
ir l +. 
eJ (1 +i)’ pE 
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E a a a T T r qm #5 LS PUR À M Li PM. AN A 1 à 
z EA s D A O : ONE AC ETS: ge” 
A £ < pe: s r ia 


n e. 


TE 


AA 


PE A A aT ER 
AR SE 
rh 


PRG TP TES ae EP AT - 
OR AT NE ne” nier ANS a i 


9 Déterminer les pates complexes z tels que : 
z| = = |z-1|. 


10 Résoudre dans C2 les systèmes suivants. 
(1 +1)z—-1z =2 +i 

(2 + iz + (2 — i)z = 7 — 4i 

(2 + ijz + 7z'=1+2i 

(1 — ijz — iz =4-i ` 


af 
b 


Etude trigonométrique 
des nombres complexes 


11 Dans chacun des cas suivants : 
— déterminer le module et un argument de z ; 
— en déduire la forme algébrique de z. 


4 £ 5) 
o 2= (+ 5)6 
d) z={1+i}? e) z={(1-;i)* 
fa PFET 
"PL (es) 
L J3+i 1 +1 


l6 — i/2 
12 Soit zZ, AE 


a} Déterminer le module et un argument de z; et x... 
b) Écrire ams forme algébriqne et trigonométriane le 


et Z, = 1-1. 


quotient = -+ 


c) En te les valeurs de COS et sin. 


13 Écrire sous forme exponentielle les nombres 
complexes suivants. 


a) (-1-i)i b) (J3 +) 1 +i/3) 
1-05 
"AP d) zet 
1—1 1 + if3 
Er us 
e 3 5 — 5i m NES 
dx 2e 26) 
V2 + 1/2 10e 4 


14 Soit z un nombre complexe tel qne : 


a... 
ETS 2cos9, 


Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : 
1 


2e + du 2cosn®. 
[3 +i 4i 
15 Soit z, = =— et z, = — . 
=A +4 1-18 


a} Écrire sous forme exponentielle z, et z,. 
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» E= déduire la forme algébrique des nombres com- 
= 6 
| Z 

plexes : zZ, z> (z) et =. 


16 Soit j = cos + isinÆ et u=1+j. 


1. Démontrer que : 1 +j + j? = 
2. Calculer u” (n € N*) en fonction de n. 


17 Soit = costi isinát, 
1. Écrire i en fonction de j puis démontrer que tout 
nombre complexe z peut s’écrire sous la forme : 
z =Q + jB (œ E R, ßB ER). 
2. Déterminer une relation entre œ et $ pour que le 


nombre complexe æ + jB (œ E R, B € R) ait pour modu- 
le 1. 


18 1. Déterminer le module, un argument, la partie 
réelle et la partie imaginaire des racines 4-ièmes de — i. 
2. Placer dans le plan complexe les points images de 
ces racines. 
3. Calculer la somme et le produit de ces racines. 


19 1. Calculer : (2 + i)’. 
2. En déduire les racines cubiques de 2 + 11i. 


2% Déterminer les nombres complexes vérifiant 
‘23° = Bi, puis représenter leurs images dans le plan. 


24 Soit (z n) la suite définie dans C par : 


o=1+tiet VneN,z & =- +2 


1. us que ( |z, | }, en est nne suite géométrique, 
dont on précisera le premier terme et la raison. 

2. Exprimer arg(z,) en fonction de n, puis z, en fonc- 
tion de z, et n. 


2® Soit n un entier naturel. 
n—t n—1l 
On pose : A = À. cosicx et B = 2. sinkr. 
— LL = 


1. Calculer et écrire sous forme exponentielle A + iB. 
2. Eu déduire des expressions plus simples de A et B. 


Résolutions d'équations 


23 Calculer et écrire sous forme algébrique les 
racines carrées des nombres complexes snivants. 
a)z =5—12i b} z =— 8i c} z= 7 + 24i. 


24 1. Résondre dans C l'équation : z? — 2iz — 2 = 0. 
2. On désigne par z} et z, les solutions de cette équa- 
tion, avec Re(z.) > Re(z.). 
Calculer : 2z, + 3z, ; (z, -z,)? ; 


EP ER 


25 1. Calculer : (1 + 8i)2. 
2. Résondre dans C l’équation : 
(2 + i)z? — (9 + 2i)z + 5(3-i) = 0 


26 1. Résoudre dans C les équations : 
—43+5+i(2+1)=0 (1) 
(z? — 4z + 5)? +(2+1}=0 (2). 
2. En déduire qu'il existe quatre nombres réels a, b, cet 
d que l’on précisera tels que pour tout nombre réel x, on 
a : (x? — 4x + 5)7 + (x + 1} = (x? + ax + b) + cx + d). 


i : 
c) zZ =— 4z + 10-5i 


27 Résoudre dans C les équations suivantes et 
représenter graphiquement les images des solutions. 


a) x*—-,272+1=0 b) 2 +2 +1 = 0. 


28 Soit P le polynôme défini par : 
P(z) = 25 — 3z? + (3 — i)z — 2(1 - i). 
1. Déterminer trois nombres complelxes a, b et c tels 
que : P{z} = {z — 2)(az°? + bz + ©). 
2. Résoudre dans C l’équation : P(z) = 


29 SR P le polynôme défini par : 
P{z} = ES — 21}z$ + (8 — “sé + (6 — 16i)z — 12i. 
1. | : P{2i) = P(- 3) = 
2. étroite un polynôme Q du second degré fel que 
pour tout nombre complexe z, on a : 
P{z) = {z° + (3 — 2i)z — 6i]Q(2). 
3. Résoudre dans C l'équation : P(z) = 0 


30 Soit P le polynôme défini par : 
P(z) = z? — (11 + 2ï)z° + 2(17 + 7i)z — 42. 
1. Démontrer qu'il existe un nombre réel œ solution de 
l'équation : P(z) = 
2. Déterminer le polynôme Q tel que : P(z) = (z — æ) Q(z). 
3. Résoudre dans € l’équation : P{z) = 


31 Soit P le polynôme défini par : 
P(z) = z? — 2(1 + 2i)z? + 7iz + 3(1 — 3i). 
1. Démontrer qu’il existe un imaginaire pur if solution 
de l’équation : P(z) = 0. n 
2. Déterminer le polynôme Q tel qne : P(z) = (z — ip)Q(2). 
3. Résoudre dans C l'équation : P(z) = 


Transformations 
et nombres complexes 


1 
Dans chacun des cas suivants : 


e donner l'écriture complexe de la transformation ; 
+ déterminer l’image de A par la Dronsnenetn, 
a) Symétrie de centre Q. 


b) Homothétie de centre Q et de rapport — = 


32 Soit les points af , et A(° ) 


c) Rotation de centre Q et d'angle £ À 


33 1. Donner l'écriture complexe des transforma- 
tions snivantes : 
a}s : symétrie par rapport à la droite d’équation x = — 2. 
b) s’ : symétrie par rapport à la droite d'équation y = 1. 
2. Donner l'écriture complexe de sos’ et s’os. 
En déduire que sos’ =s’os et t préciser la nature de cette 
transformation. 


3% Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
nature et les éléments caractéristiques de la transfor- 
mation dont on donne l'écriture complexe. 


a) z =zZz— 4i D) z'=£7+2 


‘H 
d) z’ =e gai HAE 
35 Soit fla mi à de cs dn plan dont l’écritu- 


re complexe est : z’ = = 4e ? 3z+ 4/3 — 2i. 


Nombres complexes 77 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


1. Déterminer le nombre complexe z, tel que : 


‘R 
zZ- 2% = 4e ? (z — z3). 
2. En déduire que f est la composée d'une homothétie 
et d’une rotation de même centre, que l’on précisera. 


Configurations planes 


. 2H 

36 Soit a un nombre complexe non nul et j= e ?. 

Démontrer que les points Aa), B(ja) et C(j?a) sont les 
sommets d’un triangle équilatéral de sens direct. 


37 Soit A(3 + i), B(2i), C(2 — 2i). 
1. Placer les points A, B et C et démontrer que le tri- 
angle ABC est rectangle et isocèle. 
2. Déterminer l’affixe du point D tel que ABCD soit un 
parallélogramme. Placer le point D. 
3. Déterminer l’affixe du point E, symétrique de A par 
rapport au milieu de [BC]. 


38 Soit A, B et C les points d’affixes respectives 
+ 2i, 1+2i et + 6i. 
1. Démontrer que B est le milieu de [AC]. 


2. Déterminer les affixes des points D et E tels que 
ADCE soit un carré de sens direct. 


39 Soit A, B et C les points d’affixes respectives 
1+2i, 2+i et 2+3 + (1 + /3)i. 
1. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en B et 
déterminer une mesure des angles BAC et ACB. 
2. Déterminer le point D, symétrique de A par rapport à B. 
Quelle est la nature du triangle ADC ? 


Æ@ Soit les points A{— 1 + i), B(- 1 — i), C(2i) et 
D(2 — 2i). 
1. Étudier la nature des triangles ACD et BCD. 
2. Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent 
à un même cercle dont on précisera le centre et le rayon. 


lieux géométriques 


41 Déterminer et représenter les ensembles de 
points M du plan dont l’affixe z vérifie la condition 
indiqnée. 

a) |lz+z-1ļ| =4 


c) arg(3i — z) = 0 [2x] 
)= Zin] 


oua les ensembles de points M dont 
l’affixe z vérifie la condition indiquée. 
à st S=zil = [5-2+i 
b) |z+1+il = |3z-9-3il. 


b) |z-z-1+iļl=2 
d) argiz — 3 + i) = {x} 
f) arg(z? — 4) = arg{z + 2) [2n]. 


Te 


43 À tout nombre complexe z distinct de i, on 
associe le nombre complexe Z tel que : Z = TA 
Déterminer et représenter les ensembles de points M du 
plan dont l’affixe z vérifie la condition indiquée. 

a) Z est un nombre réel strictement positif. 
b) Z est un nombre réel strictement négatif. 
c} Z est nn nombre imaginaire pur. 
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d) |z|=1 
e) |Z]= 3. 


44 À tout nombre complexe z distinct de — 1 + 2i, 
on associe le nombre complexe Z tel que : 
z—-2+4i 
2+1-2i 
Déterminer les ensembles de points M dont l’affixe z 
vite la condition indiquée. 
a) iz |= = : c) Z est un nombre réel. 
b) İZ |= d) Z est un nombre imaginaire pur. 


45 Déterminer et contruire l’ensemble des points 
du plan dont l’affine z vérifie la condition indiquée. . 
a) zz + i{z-z)-3=0 b) {zz} - zz- 6 = 0. 


4 6 Déterminer l’ensemble des points M dont l'af- 
fixe z vérifie la condition indiquée. 
a) (z—-1-—i{z-1 +i) = 
b) 2/z-il = |z-7+ 2i 
c) z? - (1 — 2i}? = z? — (1 + 2i¥. 


47 Déterminer et contruire l’ensemble des points 
du plan dont l’affixe z vérifie la condition indiquée. 
22 — 1 
a) — est un nombre réel. 


4- {z+z)i 


b) est un nombre réel. 


1-i4+ (2 Zz) 


APPROFONDISSEMENT 


E Déterminer le module et un argument des 
nombres complexes suivants. 


+ K 
imas s 
l1—-e 3 1 — cos + ising 


b) ——— a E [0 ; nl. 


1 + cos — 1 Sin 


a) z 

1+e? 
49 Soit œ un nombre réel tel que -n < 0 < Tetz 

le nombre complexe défini pars z = 1 + cosa — ising. 

1. Calculer |z|, arp(z) et arg( 1) en fonction de > 

2. Préciser les ensembles des images de z et de 4 =. 


SQDémontrer que si A, B et C sin les 
mesures des angles d’un triangle, on a : 


a) sinA + sinB + sinC = acos À cos À. cos © 
b} cosA + cosB + cosC = 1 + Asin à sin sin aa 


511. Soit z un nombre complexe de module 1 et 
d'argument & (0 < a < 27). 
Préciser, selon les valeurs de &, le module et un argu- 
ment de z + 1. 
Conjecturer et vérifier ces résultats par des ET TA 
tions géométriques, illustrées par des figures. 
2. Soit z| et z, deux nombres complexes de module 1, 
q’ argaments respectifs œ et œ, tels que : 

Osa < a, < 27. 

a) Déterminer le modda et un argument de = 2 et de 
£, +3. 2, 
(On pourra utiliser la question 1 en posant : z = — A.) 


b) Déterminer une condition uécessaire et e 
pour que | z, + z, | = 1 ; illustrer par une figure. 
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c) Déterminer l’ensemble des triplets (4, ; z, : z4) de 
nombres complexes de module 1 tels que : 
z,+%,+%,=0 et 0 < arg{z,} < arg(z,) £ arg(z.} < 27. 


52 Construction d'un pentagone régulier 
-ER 
. = 
Soit le nombre complexe z,=e *. 


1.0npose:a=z, + zg et P= 75 +z} 

a) Démontrer que 1+z,+242+z5+2-0 et en dédui- 

re que & et B sont solutions de l'équation (E) : 
Z2+7-1=0. 


i . F 
h) Exprimer g en fonction de cos. 


- c) Résoudre (E} et en déduire la v A de cos? 


2. On désigne par Ap Aj “a À, et À, les points d'af- 
fixes respectives 1, Z) Z5, z3 et z4, 

a) Soit H le point dq’ intersection de la droite {A,AÀ,) avec 
la droite de repère (O, e e.). 


Démontrer que l’affixe du point H est cos#” 


b} Soit (T) le cercle de centre le point Q d’affixe — 1 
et passant par le point B d'affixe i. 

(T) coupe la droite de repère (O, e e.) en M et N, M étant 
le point d’abscisse positive. 

Démontrer que M et N ont pour affixes respectives © et 
B et que H est le milieu de [OM]. 

c) En déduire une construction simple d’un pentagone 
régulier dont on connaît le centre O et nn sommet Ap 


ZT 


53 1. a) Résoudre dans C l'é équation : z? — 4z + B =0. 
Écrire les solutions sous forme algébrique et sous forme 
trigonométrique. 

b) Placer les images A et B des solutions, A étant lima- 
_ge de la solution dont la partie imaginaire est négative. 
Quelle est la nature du triangle OAB ? 

2. Soit f l'application du plan dans lui-même qni à tout 
point M d'affixe z associe le point M d'affixe z’ telle 


qne :Zz'=e i Z. 
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de l'application f. 
b} Déterminer sous forme trigonométrique, puis sous 
forme algébrique l’affixe du point Æ, image de À par f. 
En déduire les valeurs de cos et sin. 

12 127 

54 On considère les nombres complexes : 
a=-{3+i, b=3+2ie c=7-2i 

1. a) Déterminer de deux façons différentes les racines 
carrées de a. 


En déduire les valeurs de cos2£ et sin?Æ. 


12 12 
b} Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels a” est 


nn nombre réel. 

c) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels a” est 
un nombre imaginaire pur. 

2. Déterminer et construire les ensembles de points M 
d'affixe z tels qne : 

a} \z-bl=1:-0| b} 2lz-b| = lal. 

3. Soit f l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M d'affixe z associe ie point M’ d’aftixe z’ telle 
que: z'=(1+1i,3)z — 5i/3. 

a) Démontrer que f admet un seul point invariant (. 

b} Démontrer que f est la composée d’une rotation et 
d'une homothétie positive de même centre 42. | 
Préciser l’augle de la rotation et le rapport de l'homo- 
thétie. 


c} Déterminer et construire les images par E des 
ensembles déterminés à la question 2. 


IÈ 


55 Soit le nombre complexe Z= e 
On pose: a=2+2+r et bar +p +z. 
1. Démontrer que a et b sont deux nombres complexes 
conjugnés et que la partie imaginaire de a est positive. 
2. Calculer a+b et ab. En déduire a et b, 


56 Soit a et b deux nombres complexes non nnls, 
A et B lenrs images respectives. 
1. a} Démontrer que les points O, A et B sont alignés si 
et seulement si ab est un nombre réel. 
(a+ b}° 
ab 


b) Démontrer que est un nombre réel si et Seule- 


ment si les points O, À et B sont alignés ou si OA = OB. 
2. On snppose dans cette question que les points O, À 
et B ne sont pas alignés et que les nombres complexes 
a et b ont pour module 1 


; (a+ b)? : 
Démontrer que —— est un nombre réel strictement 
positif. ab 

3. Application 
Soit M, et M, deux points d’aflixes respectives z} et z., 
tels que les points O, M, et M, ne sont pas alignés. 

a} Calculer, en fonction de z, ‘et A laffixe Z du bary- 


centre Ð du système {(M., |z, q M,, | Z4 [)} 


r TF ? 
b) Démontrer que est un nombre réel. 
1 4 


c} En déduire que Ji est un vecteur directeur de la 
bissectrice de l'angle M OM.. 


| 57 SoitAetBles points d’affixes respectives 1 et 21. 
À tout nombre complexe z distinct de 2i, on associe le 
z—1 

z— 2i" 

1. Déterminer l'ensemble (6.) des points M d’affixe z 
tels gne : arg(Z) = a [2x]. 

2. Déterminer l'ensemble (@,) des points M d’affixe z 
tels que : |Z| = 2. 

3. Démoutrer que (@.) et (@,) ont un unigne point com- 
mun dont on précisera l’affixe. 


nombre complexe Z tel que : Z = 


58 Soit A le point d’affixe 2i et f l'application du 
plan dans lui-même qui à tont point M d’affixe z, dis- 
tinct de À, associe le point M’ d’affixe z’ telle que : 

,_ 2iz—5 

Zz— 21i 

1. Démontrer que f admet deux points mvariants. 
2. Démontrer que f est bijective et déterminer son 
application réciproque. 
3. Démontrer que la droite de repère (O, e), privée de 
A, est globalement invariante par f. 
4. a) Démontrer que : |z" — zil lz- zil = 9. 
b) En déduire l'image par f du ARa (6) de centre À et 
de rayon KR, 
Déterminer R pour que (€) soit globalement invariant 
par f. 


59 Soit À et B les points d'alfixes respectives 1 et 


"-1et f l'application du plan dans lui-même qui à tout 


point M d’affixe z non nulle associe le point M’ d’affixe 
z telle que : zz’ = 1. 

1. a) Déterminer et construire l’image par f du point C 
d'affixe 1 + i. 
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b) Démontrer que pour tout point M et son image M’, 
la droite (AB) est bissectrice de l'angle MOM’ et que 
OM x OM’ = OA. 
2. a) Vérifier que : 


« [+z Z+£ __fz-x\? 
Vrec*,{ 7 -1)( 7 +1)- 6 )- 


b) Soit I le milieu de [MMI]. 

Démontrer que IA x IB = IM? et que pour tout point M 
distinct de A et B, la droite (MM) est bissectrice de 
langle AIB. 


60 Soit A et B les points d’affixes respectives 1 + i 

— 3. À tout point M d'affixe z, distinct de A et B, on 
associe, s'ils existent, le(s) point(s) M’ d’allixe z’ tel(s) 
z’ +3 f +”. z —1-)i 
sa est IMagiNalre pur et y e a 


1. Donner une interprétation géométrique de 


ar z +3 et ara Lord.» 
{7 +3 z- 1-if 
2. Démontrer géométriquement qn'il existe un cercle 


(€) tel qne si M € (€), alors M’ existe et est unique. 
Construire alors l’image M’ d'un point M donné. 


que : est réel. 


61 Soit A et B deux points d'affixes respectives a 
et b. 
1. Démontrer qu'il existe un nnique point M dont 


= Z-a =. -Æ 
=al- 2 ot arf +). 3 [2r]. 


2. Construire ce point et calculer son affixe lorsque : 
a=—4+ 2i et b=2-i. 


laffixe z vérifie : 


62 1. Résoudre dans C les équations : 
zt=1 (1) 


GJ a 


2. Soit n un entier naturel non nul, a un nombre com- 
èz —iì" 
plexe et l’équation (E) : (= ) = €, 
z+i 
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On désigne par P, Q et M les points d'affixes respectives 
i, —i et Z. 
a) Démontrer que si z est solution de (E), alors : . 

MO Val. 
b) Démontrer que si (E) admet au moius une solution 
réelle, alors : |a | = 1. 


c) En déduire que si (E) admet au moins une solution 
réelle, alors toutes ses solutions sont réelles. 


63 Soit l'équation (E) : 
+22 +27 -2z+1-0 (z€). 
1. Démontrer que si z, est solution de (E), alors z, est 
solution de (E). 
2. a) Déterminer les nombres réels a et b tels que : 
Œ = 2(2-+)+a(2-7)+b]-0. 
b) Résoudre dans € l'équation Z? + aZ + b = 0, puis 
l'équation (E). 
3. Démontrer que les images des quatre solutions de (E) 


appartiennent à nn même cercle (€} dont on précisera 
le centre et le rayon. 


6% Soit l'équation (E) : 
1. Résoudre dans C Patate E) et représenter les 
images des solutions. 
2. Démontrer que la somme des solutions de (E) est 


nulle et en déduire que : cosÆ + cos = J 


3. Démontrer qne cos£Æ est solution de l'équation : : 
4X? +2X-—-1=0 


En déduire la valeur de cos2Z. 


4. Soit l'équation (E') : (z — 1)° = 
a) Démontrer que si z 


(z + 1} (z € C). 
est solution de (E’), alors : 


pa = 1. 
Zot1 
En déduire que les solutions de (E’} sont imaginaires 


pures. 
b) Résoudre (E'). 
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lsométries du plan — 
Applications affines 


D... les classes précédentes, nous avons étudié certaines iso- 
métries du plan (translations, syméltries, rotations) et utilisé ces 
transformations pour rechercher des lieux géométriques, résoudre 
des problèmes de construction et démontrer des propriétés. 


Dans ce chapitre, nous nous proposons de compléter cette étude 
en déterminant les autres isométries du plan et en classant l'en- 
semble de ces isométries à partir de deux critères : les paints inva- 
riants et l'effet sur les angles orientés. 


La dernière partie du chapitre est consacrée à l'étude générale des 
applications affines du plan. 


© Courtney Clark / Hoaqui. 


—@ mm — 


Décoration de maison en Afrique du Sud. 


1. Composition d'isométries -e.oa 89 
2. Classification des isométries du AN... ns 86 
3, Applications affines PR DR D À D 0 D mm td tree 99 
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AE Composition d'isométries 


1.1. Composition de symétries et translations 


LR em er on aee 


sass Composée de symétries orthogonales 
Les propriétés suivantes ont été établies en classe de première. 


Propriétés : 

+ Soit (A) et (4°) deux droites parallèles, O un + Soit (A) et (^) deux droites sécantes en un ` 
point de (A) et O° son projeté orthogonal sur (4°). point O, de vecteurs directeurs respectifs u et w. 
La composée s,.os, des symétries orthogonales La composée s,,os, des symétries orthogonales 
d’axes respectifs (A) et (4°) est la translation de d’axes respectifs (A) et (4°) est la rotation de 
vecteur 200”. centre O et d’angle 2(u, w). 


y 
200" 


Exemples 

ABCD est un carré de sens direct et de centre O. A D 

* Spo)° S(a8) = të : | Ka 

* Sag? San) = Ta, 2) (quart de tour direct de centre A) ; i 
* S00? Sao = Te - 2) (quart de tour indirect de centre C} ; E 

* Sgn)? Siac) = TO, m (symétrie de centre O). BL C 


ERN; aR TINN LA 


zase Décomposition de translations, de rotations 
Les propriétés suivantes ont également été établies en classe de première. 


Propriétés 


+ Soit t> une translation de vecteur u non nul. ° Soit Tio, a Une rotation de centre O et d’angle a. 
Pour toute droite (A) de vecteur normal u, il Pour toute droite (A) passant par O, il existe une 
existe une droite (4°) et une seule telle que : droite (4) et une seule telle que : 
Sposa = tz. Sy 981 = Tio, o i 
Exemples 


À D 
ABCD est un carré de sens direct et de centre O, I et J sont les 
milieux respectifs de [AB] et [CD]. i 
* tib = Sec)” Sp = S° San) ; ' | 3 
” Te, © = Sen)? Sec) 7 Stan)? Sen) >’ | 
X 


t To -5 = S°sB0 = Sags 
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Composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation 


(A) est une droite de vecteur directeur w. 
Soit M un point, M, son image par tz, M l'image de ML pars, Me 


=I 
ka 


et M, l’image de M par s, 
+ Démontrer que : tz (M,) = M’. 
e En déduire que : tz 0s, = s,ot>. 


+ Démontrer que la transformation s,ot> n’admet pas de point 
invariant. 


Cette étude justifie la définition et la propriété suivante. 
Définition | 
Soit (A) une droite de vecteur directeur #, 


On appelle symétrie glissée d’axe (A) et de vecteur Z la composée de la symétrie erthogonale d’axe (A) 
et de la translation de vecteur u. 


On a : t} °S, = S°tp. 


Une symétrie glissée n’admet pas de point invariant. 


Les propriétés suivantes précisent la nature de la composée d'une symétrie orthogonale et d’une trans- 
lation. 


Propriétés 2 

Soit (A) une droite et u un vecteur non nul. 

e Si x est normal à (A), alors t» os, est une symétrie orthogonale. 
+ _; . he d 

e Si u n’est pas normal à (A), alors t; os, est une symétrie glissée. 


D émonstration guidée 
‘ Soit O un point de (A) et A le point tel que : OÀ = à. 
Désignons par : 
H le projeté orthogonal de A sur (A), 
I le milieu de [AH], 
(4”) la parallèle à (A) passant par I. 
+ Démontrer que : 5,08, = t5. 


—> 
u 


e Démontrer que : tg 0s} = tge Sy- 
e Conclure. 


1.2. Composition de rotations et translations 


sm Composée de rotations | 
La propriété suivante a été établie en classe de première. 


Propriété 


Soit r et r’ deux rotations d'angles respectifs œ et œ’. 
«Si + &’ + 0, alors r’or est une rotation d’angle a + œ. 
+ Si œ+ @&’ = 0, alors r’or est une translation. 
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Exemples 
ABC est un triangle équilatéral de sens direct et B’ est le milieu de [AC]. 


° Tic, mR A,- est une translation. 


À 
De plus : Tiç, 2)°T{a. AA) =B. 
Donc : r,. mor HE 14. 
(C, 3) {A, = EL AB B' 
erT or, 2x, est une rotation d'angle 4% 
(B, 2° Tic. 28) T 
De plus : ryg, 2) = Stam SBc) et Tic 22) = Segl Stacy B c 


Donc : T jina 2) = Siia a © Ti-a © T{a, E 


° Ta, 27)°Tp, 3 est une rotation d'angle r, c’est-à-dire une symétrie centrale. 
"3 J 


Donc : Tia, 2) ° Tip, F7 Sag? Sipp) = Spe 


Pour déterminer la composée Yg #°14, de deux rotations de centres distincts A et B, on peut 
utiliser les droites (A) et (A4) telles que : Tiaa) = SaB)°Sa Et Tip = Sa Stay 


On a : (8.5) °T(A.o) = Sae Sy 


Composée d’une rotation et d’une translation 


Propriété 
Soit r une rotation d’angle œ non nul et t une translation. 
tor est une rotation d’angle ©. 


Démonstration À 
Soit M et N deux points distincts. + —=— — 
P : r(M) = M,, r(N) = N,, t(M,) = M’ i M | ig nie 
osons : r(M) = M}, r(N) = N,, t(M,) = M’ et t(N,) = N’. N | N, N, | N’ 
D'après les propriétés caractéristiques des rotatious et des translations, on a : 
+. a ban ——+ aae st ar à SÉ À —_+ hp penn 
(MN, MN,) = œ et (MN,, M'N’) = 0 ; donc : (MN, M'N’) = (MN, MN.) + (M NL M'N) = Q 


De plus : M'N’ = M,N, = MN. 
Donc, tor est une rotation d'angle æ. 
Cette démonstration ne donne aucune indication sur le centre de la rotation. 


Construction du centre de la rotation tor 

Soit O le centre de la rotation r et u le vecteur de la translation t. 

e Siu = O, alors : tor =r. 

e Siu 4 0, construisons les droites (@), (AJ et (A) telles que : u 
— (®) est la droite passant par O et de vecteur normal U; 
—r=s,08s, et t=Ss,05.. 


Ona:tor=5s,.0s,. 
-(@) et (A) sont sécantes en O, (à) et (4’) sont parallèles ; douc (A) et (4°) sont sécantes en un point A. 
Désignons par vet w des vecteurs directeurs respectifs de (A) et (A). 

w est aussi un vecteur directeur de (5) ; donc : 2(v, w) = Q. 

On en déduit que tor est la rotation de centre A et d’angle a. 
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Remarques 

e On démontre de manière analogue que rot est une rotation d'angle a. 
*Onaen général :tor#rot. 

Exemples l 
ABCD est un carré de sens direct et de centre O, C’ est le symétrique de C par rapport à B. 
* Tia, 33° ot est un quart de tour direct. (A) 


A 
a 


Soit (A) la médiatrice du segment [BC]. 

On a : tẹ = SaB)? Sa et Ta ys SAC) ° Sap) 
Donc : TA, arig = Sag? Sa = To, £y: | 
e tage Tia, 2) est un quart de tour direct. cZ ~ | C 
Soit (4) la médiatrice du segment [BC?]. 

On a : to TA == ER "2 8ap})° (Sam) ° Sac ) = = Sp OSACE) 


Donc, tager A, $) est le quart de tour direct dont le centre est le point O’, symétrique de O par rapport à (AB). 


Pou déterminer la composée To) g une rotation et d’une translation de vecteur non nnl, 
on peut utiliser les droites (D), (A} et (A) telles que : 
— (B) est la droite passant par 0 et de vecteur normal & ; 


~I = 6,08, et t= Sy Sge Rat 
On a : toT = Sy a°8 4 


1.3. Travaux dirigés 


sosumes [sométries et recherche de lieux 
ABCD est un parallélogramme dont les points A et y 
B sont fixes. C décrit un cercle (€). On construit le F D de A 
triangle rectangle isocèle direct ADE de sommet A. 
Déterminer le lieu des points E. 


Solution guidée 


—+ 
Soit t la translation de vectenr BA et r le quart de tour direct de centre A. 
° Déterminer l’image du point C, pnis du cercle (@) par la transformation rot. 
e Conclure. 


Isométries et démonstration de propriétés 


1. ABCD 4 est un quadrilatère convexe de sens direct. On construit les points I, J, K et L tels que les tri- 
angles AIB, BCJ, CKD et DAL soient équilatéraux directs. 
Démontrer que le quadrilatère IJKL est un parallélogramme. 


Solution guidée 


Désignons par : 
r, la rotation de centre A et d'angle + = i 


r, la rotatiou de centre C et d’angle — m À 


k ' 3 
e Déterminer la nature de OT) 
e Déterminer les images de 1 et L par r,or.. 
ə Conclure. 
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2 ABCD et AEFG sont des carrés de sens direct et H est le point tel que ADHE soit un parallélogramme. 
CG. 


Démontrer que les droites (BH) et (CG) sont perpendiculaires et que BH = 


Solution 


Désignons par : 
t la translation de vecteur DA ; 
r le quart de tour direct de centre A ; 
C’ le symétrique de C par rapport à B. 


t T rot 
A | 
Ona: X domce: fx 
H | E EIG HG 
B C CcC B į} C 
Or : rot est un quart de tour direct ; 
donc: (BH) L (CG) et BH = CG. 
Le E xercices IOPE 
l.a ABCD est uu rectangle. Déterminer la trausfor- 


matiou f telle que : f = SiAn? Si)? Seg e Stany 


ABCD est un carré de sens direct et de ceutre O. 
Préciser la nature et les éléments caractéris- 
tiques de chacune des transformatious sui- 


vantes. 
a) Sao°Xa, Æ b) To, 5ra, 


Le plan est muni du repère orthonormé (O, ij). 
On désigne par s et s’ les symétries orthogo- 
nales d’axes respectifs (®) et (@°). 

Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
nature et les éléments caractéristiques de la 
transformation sos’. 


a} (@):x=4 et (Œ}:x=y 

b) (D):x-y=1 et ():xr+y=1 

c) @):y=-—1 et (@’}:y=2 

d) (&:x+2y=0 et ():2x-y+1=0 


1.d 


Soit ABC un triangle isocèle en A et r la rota- 


P Le. —? —+ 
tion de centre A et d’angle 0 = (AB, AC). 


Te a a a a a ne -+ -" m w. r 
e i" g SET EE = os eg j Ae PEE = sza 
E Ne p 5 5 d ns Cas "arr PA 
P a P A a GES ET M P NS AE SE A ms LEE 


À tout point M, distinct de B et C, on associe le 
point M’ tel que : M’ = r(M). 
1. Démoutrer que : 


Mes(MC, MC) = Mes(MC, MB) + @ [x]. 
2. En déduire le lieu des poiuts M tels que les 
poiuts C, M et M’ sont alignés. 


OAB et OCD sont des triangles équilatéraux de 
sens direct. E est le point tel que BOCE soit un 
parallélogramme. 

Démoutrer que AED est un triangle éqnilatéral. 
(On pourra utiliser la transformation Fio. sf tan) 


À 


-Q ciassitication des isométries du plan 


2.1. Classification à l'aide des points invariants 


ses Décomposition d’une isométrie 


ne Eur mms 


Théorème 


Soit f une isométrie du plan et A un point. 


Il existe nne unique isométrie g et une unique translation t telles que : g(A) = 
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D emonstration 


Existence Er 

Désignons par Æ l’image de A par f et par t la translation de vecteur AA’. 

Posons : g =t tof. 

g, composée de deux isométries, est une isométrie. 

De plus : g(A) = ttof{A) = H(A’) = A. 

Donc, f est la composée d’une isométrie laissant A invariant et d'une translation. 

Unicité 

Supposons qu'il existe une isométrie g’ laissant A invariant et une translation t’ telles que : f = tog. 
On a : f(A) = P(A) = (A) ; donc: t =t. 

On en déduit que : tog = tog’ ; donc : g = g’. 


sem Isométries laissant invariants trois points non alignés 

Soit f une isométrie laissant invariants trois points A, B et C non alignés. 

Pour tout point M d’image M’ par f, on a : M'A =MA,MB-=-MBet MC = MC. 

Les points M et M’ sont confondus, sinon A, B et C appartiendraient à la médiatrice de [MM] et seraient 
alignés. 

On en déduit que tout point du plan est invariant par f. 


Propriéte 


Une isométrie du plan qui laisse invariants trois points non alignés est l'application identique. 


= sométries laissant invariants deux points distincts 
Soit f une isométrie, distincte de l’application identique, laissant invariants deux points A et B distincts. 


* Désignons par C un point extérieur à la droite (AB) et par C’ son image par f. 
Les points C et C’ sont distincts, sinon f laisserait invariants trois 


points non alignés et serait l’application identique. G 
De plus : AC’ = AC et BC’ = BC ; donc (AB) est la médiatrice du seg- 
ment [CC]. A B 


e Désignons par s la symétrie orthogonale d’axe (AB). 

sof, isométrie laissant invariants les trois points non alignés A, B et 7 
C, est l’application identique. C 
On en dédnit que : f= s. 


Une isométrie du plan qui laisse invariants deux points A et B distincts et qui n’est pas l’application 
identique, est la symétrie orthogonale d’axe (AB). 


creme [sométries laissant invariant un point 


soit f une isométrie laissant invariant un seul point A. 
Désignons par B un point distinct de A et par B’ son image par f. 
On a : B’ # B et AB’ = AB ; donc A appartient à la médiatrice (A) de [BB]. 
Désignons par s la symétrie orthogonale d’axe (A). 
On a: sof(A) = s(A) = A ; 
sof(B) = s(B’) = B. 
sof est une isométrie qui laisse invariants les deux points distincts A et B. s 
sof n’est pas l'application identique, sinon f serait une symétrie orthogonale et n’aurait pas un senl point 
invariant. Ki 
D’après la propriété précédente, s o f est la symétrie orthogonale d’axe (AB). 
On a : s4°f = Siap) i donc :f=s,os,n. 


B 


e] 


On en déduit que f est une rotation de centre A. 


Propriété 


Une isométrie du plan qui laisse invariant un seul point A est nne rotation de centre A. 


m 
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Conséquence 
D'après les propriétés précédentes, toute isométrie du plan qui laisse invariant au moins un point À est: 
— soit l’application identique ; 
— soit une symétrie orthogonale dont laxe passe par A ; 
— soit une rotation de centre A. 


Donc, d’après le théorème précédent, toute isométrie du plan est : 
— soit une translation ; 
— soit la composée d'une symétrie orthogonale et d'une translation ; 
— soit la composée d'une rotation et d’une translation. 


On en déduit le théorème suivant. 


Toute isométrie du plan est une translation, une rotation, une symétrie orthogonale ou une symétrie 
glissée. 


2.2. Déplacements et antidéplacements 
mama Définitions et propriétés 


Définitions 
+ Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés. 
e Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé. 


Nous savons que toute symétrie orthogonale est un antidéplacement. 


Les résultats établis dans le paragraphe précédent permettent de classer les isométries suivant deux cri- 
tères : 

— l'effet sur les angles orientés ; 

— l'existence ou non de points invariants. 


Antidéplacement symétrie orthogonale symétrie glissée 


On en déduit les propriétés suivantes. 


Propriétés 


° Toute isométrie est un déplacement ou un antidéplacement. 
+ Tout déplacement est une translation ou une rotation. 
* Tout antidéplacement est une symétrie orthogonale ou une symétrie glissée. 


szæxxs Composition de déplacements et antidéplacements 


Propriétés 1 


* La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement. 
* La composée d’un déplacement et d’un antidéplacement est un antidéplacement. 


On retrouve que la composée de deux isométries est une isométrie. 
Proprietés 2 
+ La transformation réciproque d’un déplacement est un déplacement. 
* La transformation réciproque d’un antidéplacement est un antidéplacement. 


—, 
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e L'ensemble des isométries du plan, muni de la loi o, est un groupe. 
* L'ensemble des déplacements du plan, muni de la loi o, est un groupe. 
e L'ensemble des antidéplacements du plan, muni de la loi o, n’est pas un groupe. 


=m Déterminations d’une isométrie 


Propriété 1 
Soit A, B, Æ et B’ quatre points tels que : AB = A'P’ et A +B. 
Il existe un déplacement et un seul transformant A en A’ et B en B’. 


Démonstration guidée 


Existence 
Désignons par : ; 
j + + 
-r la rotation de centre A et d’angle (AB, A'B’) : 
—+ 

— t la translation de vecteur AA’. 
Démontrer que la transformation f, telle que f = ter, est 
nn déplacement qni convient. 


Unicité 

Soit g un déplacement transformant A en A’ et B en P’. 
+ Démonirer que : fTog{A) = À et f'og(B} =B. 

e En déduire que log est l’application identique. 

e Conclure. 


Remarques 


« Si AB = A'B’, alors f est la translation de vecteur AA’. / 


-AD T ; —}  —+ 
e Si AB + AB’, alors f est une rotation d'angle (AB, A'B’). 
Pour construire son centre, trois cas sont à envisager. À A 


1% cas : À = À’ ou B = B’ 

— Si A = À’, alors À est le centre 
de la rotation. 

— Si B = B’, alors B est le centre 
de la rotation. 


A J B 


Propriété 2 


2° cas : (AA) et (BF) sont sécantes 
Le centre de la rotation est O, 
point d'intersection des média- 
trices de [AA'] et [BB']. 


3° cas : (AA!) // (BB) 
Le centre de la rotation est O, 
point d’intersection de la droite 


(AB) et de la médiatrice commu- 
ne à [AA] et [BB]. 


Soit À, B, À et B’ quatre points tels que : AB = A’B’et A +B. 
Il existe un antidéplacement et un seul transformant A en À’ et B en B’. 


Démonstration guidée 


Désignons par s la symétrie orthogonale d'axe (AB). 

Soit g un antidéplacement transformant A en A’ et B en B’. 
e Démontrer que sog est un déplacement transformant À en Æ et B en B’. 
e Utiliser la propriété précédente pour conclure. 
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e Étant donnés quatre points À, B, À’ et BP’ tels que AB = ÆB’ et A + B, il existe donc exactement deux 
isométries qui transforment À en A' et B en B’ ; l’une est un déplacement et l’autre un antidéplacement. 
e Si l’on note f l’une de ces isométries, alors l’autre est Sam]. 


… 2,3. Travaux dirigés 


sas [sométries et problème de construction 
1°) Soit s,. S, et s, les symétries orthogonales d’axes respectifs {A,)}, (A) et (A.). 


Démontrer que s,-s,cs, est une symétrie orthogonale si et seulement si les droites (A), (A,) et (A.) sont 
parallèles ou concourantes. 


2°} Soit (A,). 4) et (A.) trois droites concourantes en un point O. 
Construire un triangle ABC tel que (A), (A) et (A.) soient les médiatrices respectives des côtés [AC], 
[BC] et [AB]. 


Solution 


1°) Étude directe 

Supposons que s,05,08, soit une symétrie orthogonale ; notons s cette symétrie. 
On a :5,05,05, = S ; donc : $4105, = sos. 
e Si (A) et (A,) sont parallèles, alors s,°s, est une translation de vecteur orthogonal à (A.) et (A). 
De même sos, est une translation de vecteur orthogonal à (A,) et à l’axe de s. 

Donc, les droites (A,), (A) et (A.) sont parallèles. 


e Si (A_) et (4,) sont sécantes en un point O, alors s,°5, est une rotation de centre O. 
De même sos, est une rotation de centre O. 

Donc (A,) passe par O et les droites (A.), (A) et (A) sont conconrantes en O. 

Étude réciproque 

e 1% cas : (A,), (A) et (A.) sont parallèles. 

On a : 5,08,08, = t20s,, où u est un vecteur normal (A.) et (A,), donc normal à (A.). 
On en déduit que s,0s,0s, est une symétrie orthogouale. 


e 2° cas : (A,), (A) et (A.) sont concourantes en O. 
s,°5,°5,, antidéplacement qui admet au moins un point invariant, est une symétrie orthogonale. 
À 


2°) Analyse d’une figure répondant à la question 

Les médiatrices d’un triangle sont concourantes. 

Donc, s,0s,0s. est nne symétrie orthogonale ; on désigne 
par (@) son axe. 


On a : 8108,08, = Soy 

De plus : s,0s,08,(A) = s,0s,(B) = s,(C) = A. 

Donc : A E (D). ` 

On en déduit que : (%) = (OA). 

Construction de {®) 

Soit M un point distinct de O et M’ son image par 5, 08,08.. 
e Si M’ = M, alors (%) = (OM). 

e Si M’ + M, alors (%) est la médiatrice de [MM]. 
Discussion 

Tout point A, de (®) privée de O peut être considéré 
comme sommet d’un triangle cherché ; 

les deux autres sommets de ce triangle sont : 


B, = 5,(A.) et C, = s {A}. 
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asmæxx Groupe de transformations du triangle équilatéral 
Déterminer toutes les isométries laissant invariant un triangle équilatéral ABC. 
Établir le tableau de composition de ces isométries. 


S olution 


Soit ABC nn triangle équilatéral de sens direct, O son centre de gravité et f une isométrie laissant ABC 
invariant. 

Toute isométrie conserve le barycentre ; donc : f(O) = O. 

f est nne isométrie laissant invariant au moins un point ; douc f est une rotation (éventuellement l'ap- 
plication identiqne) ou une symétrie orthogonale. 


Supposons que f est distincte de l'application identique. 


e Si f laisse invariants deux des points A, B ou C, alors f est une isométrie laissant invariants trois points 
non alignés ; donc f est égale à Id, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
On en déduit que f laisse invariant au plus l’un des trois points À, B et C. 


e Si f laisse invariant un seul des points A, B ou C, alors f est la symétrie orthogonale par rapport à la 
droite passant par O et ce point. 
e Si f ne laisse iuvariant aucun des trois points A, B ou C, deux cas sont possibles : 


— soit f(A) = B, f(B) = C et f(C) = A ; f est alors la rotation r de centre O et d’augle 2 "a 
T 


— soit f(A) = C, f(B) = A et f{(C) = B ; f est alors la rotation r`! de centre O et d'angle — 7 


On obtient le tableau de composition suivant. 


EAEE 
RSER 
9 | sœ | so | sow 
t |se | so | sœ 
ses | s~ | so | sœ» [18 | 
son | Son | So | Son | | | r 
sæ | so | s» | sw r RSS EE 


Remarque 


Si on désigne par $,,- l’ensemble des isométries laissant invariant un triangle équilatéral ABC, ($, gœ°) 
est un groupe. 


r 
r 
pz] 
S 


Rer A ao. ia va smseunaur AU LUDO sit" e anis k Ar et ASOS EIES ERNE AIN gaga = " y a cé nés ee HE I AANA A a DA a A” zye C MON SIN nP DAEEE RE 
SN ele pt Pr JA I Ee Vi "in FU A A" Ai” ata a a a: LC 33 per ES" a ge a Pi a” Pi 48 AT TE Pa me 15 . a” ge T Fr d Fu fi du TOR GES Pr Sn MTS 
700 AT LÉ CE 1 te" es A K à EU, LT, UT RP edit ” PES ÉTAT m Pi sior ET AE ENS AE CPR OT IT A 26 “: Er af pro pr. DS ai RUES AN le e DIRE 
P, g r P D ae MAS" ee Es" +67 gT af LEE a P ES DE + Prp a nb aE Din A COL 4 GS OA AT LME RE TPE) ait TL “un La "Ur Fr CAT AIME act Pl ANT PE DE à 
OA M” FD, L | RD ART ER" fo # AN M W a TRN A a S a A dla A ir F" E NT LE EE d M EU TE 1 RN if fÿ o aii awr E BAN AAI ANE I AS 

- 


Démontrer qu'il existe une unique rotation r 
telle que : r(A) = D et r(B) = C. 
Préciser le centre et l'angle de cette rotation. 


2.a Soit deux droites (D) et (D), A un point de (%) 
et Æ un point de (%). 
Démontrer qu’il existe deux déplacements qui 
transforment A en À’ et (D} en (9). 


2.d (€) est un cercle de centre O, A un point exté- 


2.b (6) et (€) sont deux cercles de même rayon et 
de centres distincts O et O’. 
Soit A un point de {@) et A’ un point de (€). 
Démontrer qu’il existe un unique déplacement 
transformant À en À’ et (€) en (6°). 


2.c SoitA,B,CetD quatre points distincts tels que 
C est le milieu de [AB] et B le milieu de [CD]. 


rieur à {‘@) et (D) une droite. 
Construire un triangle équilatéral ABC tel que : 
6e à BE (jet C € (®). 


2.e 1. Déterminer toutes les isométries laissant 
invariant un carré ABCD. 
2. Établir le tableau de composition de ces iso- 
métries. 
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_ 3 Applications affines 


Dans cette leçon, Ÿ désigne le plan et Ÿ l’ensemble des vecteurs du plan. 


3.1. Généralités 
sms {ntroduction 


+ Soit (F) et (A) deux droites sécantes et p la projectiou sur (&) paral- 


B 
lèlement à (A}. A & 
Soit A et B deux points distincts, À un nombre réel et C le point tel (A) a 
que : AC = ŻAB. 
On désigne par A’, B’ et C’ les images respectives de A, B et C par p. | 
«Sp D ai A COo Be  @) 
On a: AC=2AB & (1—-2À)CA +2ACB= 0 
= C=bar {(A, 1 — À), (B, À}. 
On a vu en classe de première que les projections conservent le barycentre de deux points. 
—> —+ 
Donc : C' = bar {(A’, 1 — À), (B’, À)} ; c’est-à-dire : AC’ = AAP’. 
On dit que p conserve le coefficient de colinéarité. 


e Plus généralement, on démontre de façon analogue qu’une application de P dans Ÿ qui conserve le 
barvcentre de deux points pondérés conserve le coefficient de colinéarité. 


e Réciproquement, soit f une application de Ÿ dans Ÿ qui conserve le coefficient de colinéarité. 
Soit G le barycentre de deux points pondérés (A, a) et (B, b) (a + b + 0). 


On a : AG =B AB - donc : AMG = —L- MAHB) 
na: on LÉ ; AOIIC : ETE: a 


On en déduit que f(G) est le barycentre des points pondérés (KA), a) et (£B), b). 


Il est donc équivalent de dire qu’une application du plan conserve le coefficient de colinéarité et qu’el- 
le conserve le barycentre de deux points pondérés. 


Définition 
On appelle application affine du plan toute application de (P) dans (P) qui conserve le coefficient de 
colinéarité. 


Une applicatian affine bijective du plan est appelée transformation affine du plan. 


Soit f une application du plan dans lui-même. 
f est une application affine si et seulement si f conserve le barycentre de deux points. 


Exemples 


e Toute projection du plan est une application affine du plau. 
+ Toute isométrie du plan est une transformation affine du plan. 
e Toute homothétie du plan est une transformation affine du plan. 


Propriétés 2- 


+ La composée de deux applications affines du plan est une application affine du plan. 
e La réciproque d’une transformation affine du plan est une transformation affine du plan. 
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Démonstration 
* Soit f et g deux applications affines du plan. 


Pour tous points À, B, G du plan et tout nombre réel À, on a : 

—+ —+ — 7 —— + 

AG=XAAB > A)f(G) = AfA)IB) 

— y —— y 
> BAJIEUNGN = À gA EB). 

Donc la composée de deux applications affines du plan est une application affine du plan. 

e Soit f uue transformation affine du plan, G le barvcentre de deux poiuts pondérés (A, a) et (B, b). 
Désignons par Œ le barycentre des points pondérés (FA), a} et (F1(B}, b}. 

On a : {G’) = bar {(A, a) ; (B, b} = G ; donc : £1(G) = bar {{f*{A), a) ; (F=), b)]. 

f* conserve le barycentre de deux points ; douc ft est une transformation affine du plan. 
Exemple 


Toute similitude, composée d'une isométrie et d’une homothétie, est une transformation affine du plan. 


Remarque 
L'ensemble des transformations affines du plan, muni de la loi o, est un groupe appelé groupe affine du plan. 


27277: Application vectorielle associée à une application affine 


Soit fa uue e application affine, A, B, C et D quatre points tels que AD = BC. On désigne par À’, B’, C et D’ 
les images respectives de A, B, C et D par f. 


— 
f conserve le coefficient de colinéarité : douc : AD = BC => AD = B'C. 


La couservation de cette égalité vectorielle justifie [a définition suivante. 


Soit f une application affine de #. 

On appelle application vectorielle associée à f l'application de Ÿ dans Y, notée ọ, telle que pour tous 
—+ — 

points À et B de ©, on a : {AB} = AJB). 


Exemples 
+ Uue application de ® dans P est une translatiou si et seulement si pour tous points M et N d'images 


—- 
respectives M’ et N’, ona: M'N = = MN. 
On en déduit que l'application vectorielle associée à une translation est l'application identique de Y. 


* Une application de ® dans ® est une homothétie de rapport k (k # 0 et k # 1} si et seulement si pour 


—+ —+ 
tous points M et N d'images respectives M’ et N’, on a : M'N’ = k MN. 
On en dédnit que l’ application vectorielle associée à une homothétie de rapport k est l'application de Y 
dans Ÿ qui à tont vecteur u associe le vectenr ku. 


Cette application est appelée homotkhétie vectorielle de rapport k. y a N 
| u 


+ Une application de ® dans P est une rotation d'angle @ si et 
seulement si pour tous points M et N distincts d'images respec- 


->+ + pen 
tives M’ et N’, on a : MN = M'N’ et (MN, M'N’) = g. 
On en dédnit que l'application vectorielle associée à une rotation 
d'angle «& est l'application de Ÿ dans Ÿ qui à tout vectenr w non 


uul associe le vecteur # tel que : [ji || = [2 | et (a t) = à. 


Cette applicatiou est appelée rotation vectorielle d'angle a. O 


Isométries du plan - Applications affines 93 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Propriétés 
Soit f une application affine du plan, q l'application vectorielle associée à f. 
Pour tous vecteurs u et v de Y et pour tout nombre réel œ, on a : 


+ olau) = agli) ; 
° (+ D) = ou) + o). 


On dit que ọ est une application linéaire ; @ sera désormais appelée application linéaire associée à f. 


Démonstration 
e La première propriété traduit la conservation de la colinéarité. 
Démontrons la seconde propriété. 
e Soit À, Bet C trois points tels que : AB = à et BC=%. 
On désigne "pa A’, B’ et C les images respectives de A, B et C par f a 
Ona: AC = = AP’ + BC’ = o) + o0); 

AC = @(AÛ) = ou + ©). 
On en déduit que : (u + v ) = olu) + o0). u + 


Remarques 
- 


°Ona : (0) =0;en effet : ọ[AA) = f{A)f{A) = 0. 


e Plus généralement, on a :o( Lau.) = > aq u.). 


Conséquence 


Toute application affine conserve le barycentre. 


Démonstration 

Soit f une application affine et y l’application vectorielle associée à f. 

f conserve le coefficient de colinéarité et ọ est une application linéaire. 

Soit G le barycentre des points pondérés (A, &),.,.,;:ona: Èo, GÅ, = =Ù. 

On désigne par G’ et Ain <i<n) les images respectives des points Get Ajnciem Par À 


On a : (È 2o; GÀ)) = Ÿ a,pGÀ) =$ aCA, et ọ( 0) = 0 ; donc 2 aG2 À’, = 0. 


On en déduit que G’ est le barycentre des points pondérés (A';, a), <i< p 


__3.2. Autres propriétés 


nn dE = 


Exsæe# Détermination d'une application affine 
Soit A, B, C trois points non alignés de Ÿ et f une application affine de P. 
Soit M un point du plan et (x ; y) ses coordonnées dans le repère (A, B, C). 


On a : AM = xAË + yAË = xMB + yMC + (1 — x- y)MA = 0 
= M = bar {(A, 1 — x — y), (B, x), (C, y)} . 
=> FM) = bar {(f(A), 1 — x — y), (f(B), x), (EC), y)}. 
On en déduit la propriété suivante. 
Une application affine du plan est déterminée par la donnée de trois points non alignés et de leurs 
images. 
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Remarques 


e Si deux applications affines du plan coïncident en trois points non alignés, alors elles sont égales. 

En particulier, l'application identique est la seule application affine du plan qui laisse invariants trois 
points non alignés. 

e Une application affine du plan est bijective si et seulement si l’image d'un repère est un repère. 
Exemples 

e Soit ABC un triangle et P L jy jte affine dn plan définie pae 
(A) = A, f(B) = B et fC) = = 

Déterminer la nature de Ni 


. Soit p la projection sur la droite (AB) parallèlement à la droite (AC). 
On a : p(A) = A, p(B) =B et p(C) = A ; donc: f= p. 


e Soit ABCD un parallélogramme de centre O et f l’application affi- 
ne du plan définie par : A) = C, f(B) =B et f(D) = A. D" 
Déterminer C’ et O’, images respectives par f des points C et O. N ia mfa 
On a : AB = D = AJB) = f(D)f(C) a : 

A +4 A3 ; : B 


— CB= AC. ~ t: r e 
Donc, C’ est tel que : Agab, T 2 
On a : O milien de [BD] = O’ milieu de [f(BED)]] ee 
= 0O’ milieu de [BA]. $ 


s= Points invariants par une application affine 


Soit f une application affine de P. 
L'ensemble des points invariants par f est Ø, un singleton, une droite ou P. 


D émonstration i 


Soit ($) l’ensemble des points invariants par f. Raisonnons par disjonction des cas. 


e 17 cas : il existe au moins trois points invariants non alignés A, Bet C. 

On a vu dans le paragraphe précédent que f est alors l'application identique de #. 

On en déduit que : ($) = 

e 2° cas : il n'existe pas trois points invariants non alignés, mais il existe deux points invariants dis- 
tincts À et B. 

— Tout point invariant M est tel que A, B et M sont alignés ; donc : (#,) C (AB). à 

— Soit M un point de la droite (AB) ; il existe un nombre réel À tel que : AM = AAB. 

On a : Af(M) = 1AB = AM : donc M est invariant et (AB) C ($). 

On en déduit qne : ($) = (AB). 


+ 3° cas : ($,) ne contient pas deux points invariants distincts. 
($;) est soit l’ensemble vide, soit un singleton. 


Exemples 

e Une translation de vecteur non nul n’a pas de point invariant. 

e Une rotation d'angle non nul n’a qu’un point invariant, son centre. 

e L'ensemble des points invariants par une symétrie PER est l’axe de cette symétrie. 


ame Images d’une droite, du plan par une application affine 
Propriete 1 


Soit f une application affine, (AB) une droite, A’ et B’ les images respectives de A et B par f. 
+ Si À = P’, alors l’image de (AB) est le singleton {A}. 
° Si À + P’, alors l’image de (AB) est la droite (A’B’). 
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Démonstration 


La droite (AB) est l’ensemble des barycentres de A et B, donc l’image de (AB) est l’ ensemble des barr- 
centres de f(A) et f(B). On en déduit que : 

e si À = B’, alors : f(AB) = {A7} : 

e si A’ + B’, alors : RAB} = (A'B’). 


Remarque 


L'image d'une droite par urétransformation affine est une droite. 


Exemples 

Soit (Y) et (A) deux droites sécantes et p la projection sur (%) parallèlement à (A). 

e L'image d'une droite parallèle à (A) est un singleton. s 
+ L'image d'une droite sécante à (A) est (®). 


Propri DRE T a E | 


Soit f une application affine du plan, (AB) et (CD) deux droites parallèles. a 
Si l’image de (AB) par f est une droite (A’B°), alors l’image de (CD) par f est nne droite (C'’D’) parallè- 
le à (AB). 


: Démonstration 


Les vecteurs AB et CD sont colinéaires ; donc, il existe un nombre réel k non nul tel que : CD = kAB. 

f est une application affine ; donc f conserve le le coefficient de colinéarité et on a : CDW = k 8B’. 
L'image de (AB) est une droite ; donc : A'B’ + 0. 

On en déduit que CT D’ #0 et que l’image de (CD) par f est une droite (C’D’) parallèle à (ÆB’). 


Remarques 


e Les images par une transformation affine du plan de deux droites strictement parallèles sont deux 
droites strictement parallèles. 
s Les images par une transformation affine du plan de deux droites sécantes sont deux draites sécantes. 


Propriété 3 
Soit f une application affine du plan. 


+ Si f est bijective, alors : (FP) = P. 
. Si f n’est pas bijective, alors f{®) est un singleton ou une droite. - 


Démonstration | 
Soit À, B, C trois points non alignés et À’, B’, C’ leurs images respectives par f. 


e 1% cas : À’, B’ et C’ sont non alignés 
(A, B’, C) est un repère du plan ; donc f est bijective et f(P) = P 


e 2° cas : À’, B’ et C sont alignés et non tous confondus 

On peut supposer par exemple que À’ et B’ sont distincts. 

D'après la propriété 1, on a : (AB) = (A B’) ; donc (A'B°) C P). 

De plus, l’image de tout point M du plan, considéré comme barycentre de A, B, et C, est un point M’ 
barycentre de À’, B’ et C’ ; donc : (P) C (AB). 
On en déduit que : f(@) = (A B’). 

Fes: fer =6 

On a : {P) = {A}. 


Exemples 


° L'image de ® par une translation est P. 
e L'image de P par la projection orthogonale sur une droite (#) du plan est (D). 
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—  — — 


sm“ Expression analytique d'une application affine 

Le plan est muni du repère (O, & j ). 

e Soit f une application affine du plan, e son application linéaire associée. 

Désignons par O’ l’image de O par f, (a ; a], (b ; b et (c ; c) les coordonnées respectives de p{£), p(j) 
et de Q’. À 

Pour tout point M(;) et son image M, :) par f, on a: OM = o(OM) = olei + yj) = xoli) + yol). 


mm. LS i > PL P rE Se o EN: A E =ax+by+c 
Donc : (x —c)i + (y’— cj =x{ai + a'j ) + y(bi + bf); c’est-à-dire d NAN CIOE TE 
x’ = ax + by +c 
y =ax+by +e . 
Désignons par G le barvcentre des points pondérés (A, a) et (B, ), par À’, B’ et G’ les images respectives 
des points A, Bet G par f. 
—} —+ + > re —+ 
On a : «GA + BGB = 0 ; démontrons que : aG’ A’ + BG’B° = 0. 
On a : alx — xé) + Bag- xt) = ala(x, — x) + blya -Yol + Blalxy — xe) + blyn — yo)] 
= alo(x, — xo) + Blxs —xQ)] + blayi — yo) + Buy — Yo) 
= 0. = 
On démontre de même que : aly; — y) + Biyi — yè) = 0. 
On en déduit que G’ est le barycentre des points pondérés (A, a) et (B’, P). 
Donc, f est une application affine du plan. | 


e Réciproquement, soit f une application d’expression analytique : j 


On en déduit la propriété suivante. 
Propriété 
Le plan est muni du repère (O, LJ). 
Soit f une application du plan dans lui-même. : 
f est une application affine du plan si et seulement si elle admet une expression analytique de la forme : 
` xX = ax + by +c 
po a’x + b’y +c. 


Exemples 

+ L'expression analytique de la translation de vecteur u { b) est : j i a à s b . 

e L'expression analytique de l’homothétie de centre Q( ? et de rapport — 2 est : } *, ET hr : 
P yuq -$ PP y'=—2y 3 


, nn nn .5%i x’ = 2x + 3y —5 ice 
+ L'application de P dans P d'expression analytique l y'= 3x —7y +11 est une application affine, 


its 


ses Affinité d'axe (%), de direction ô et de rapport k 
Définition 
Soit (D) une droite, à une direction de droites distincte de celle de 
(5) et k un nombre réel. 

On appelle affinité d’axe (2), de direction ô et de rapport k l'appli- 
cation f qui à tout point M du plan associe le point M’ tel que : 


HM’ = kHM, où H est le projeté de M sur (%) suivant la direction 5. 


Lorsque la direction de (®) est orthogonale à 8, f est l’affinité orthogonale d’axe (®) et de rapport k. 
Remarques 


e Si k = 0, alors f est la projection sur (®) suivant la direction 8. 

e Si k = 1, alors f est l'application identique du plan. l 
e Si k =- 1 et si la direction de {%) est orthogonale à &, alors f est la symétrie orthogonale d'axe (®)}. 
e L'ensemble des points invariants d’une affinité est son axe. i 
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szam Expression analytique 

Le plan est muni du repère (O, EFD 

Ou ne donne l’ expression analytique d’une affinité que 
dans le cas particulier où l'axe est parallèle à à la droite 
de repère (O, à {T} et la direction est celle de j. 


Soit f affinité d'axe (%} d'équation : y = b, 
de direction celle de J; 
de rapport k. 
Soit M{? ) un point du plan, M) sou image pe f et 


H le projeté de M sur (7) suivant la direction de iA 


r * a EEN E aE A 
On a : HM = kHM =, Heni 


On en déduit la propriété suivante. 


Le plan est muni du repère (O, Ùj). 
L'expression analytique de l’affinité d’axe (D) d’équation y = b, de direction celle de j j et de rapport k 


est se Lay à (1 HD 


Remarques 


e Toute affinité est une application affine. 

e Soit f l'affinité d’axe () de vecteur directeur u, de direction celle de v et de rapport k. 
L'application linéaire associée à f est l'application q de V dans lui-même définie par : f vor ia a. 
On en déduit qu’une affinité est bijective si et seulement si k + 0. 


“ 
i E ph E P RS EE A M R N E E E E A E A E AE AE E 
o Fi “ti on Sete DRE OT 2 ET À - 2 SE ace Ur AR ER Se fe EN ju SAUT fr ARRET LÉ ii a 
a x Fe pe: Yi ÈS °°: Kia S Éd a 487 Fi #5 #5 ET ACT ÉTEND PNR a LT AN ENT 20 Fa ff ar A Pie Pa Or 
PE ee is NS ET Po MERS RTE TOME #7 CRT AT AD AT i CNRS rt AP A 5 ESS AEFT AERE EE er LE 
jé Fe ACT ep AIR SÉRIE M MT ns Sa id _ á GREP ENET KD RRR AN 289 ie tt) LE $ ner 0 nn le Peer ie 


3.a Soit ABC un triangle, A’, B’ et C les milieux distincts A et B dans les cas suivants : 
respectifs de [BC], [AC] et [AB], f l'application a) les droites (AB) et (A) sont parallèles ; 
affine du plan définie par : b} les droites (AB) et (A) sont sécantes. | 

f(A) = A, f(B) = P’ et {(C) = C. 2. Démontrer que f est une application affine 
1. Déterminer les images par f de À’, B’ et C’. du plan. 
2. Déterminer les images par f des droites 
(AA), (BB’) et (CC). 3.C Le plan est muni du repère (O, I, J). 
3. Déterminer l'expression analytique de f dans On considère l’applicatiou affine f telle que : 
le repère (A, B, C). ' KOL fl) =J et {= 


1. Démontrer que f est bijective. 


3b (@) et (A) sont deux droites sécantes en un 2. Déterminer l’ensemble des points invariants 


point O. Soit f l'application du plan dans lui- par f. 

même qui à tout point M associe le point M’ tel 

que : 3.d On reprend l'application f de l'exercice 3b. 
-si M E (A), alors M =M ; 1. Déterminer une ex ression analytique de í 
— si M & (A), alors le milien I de [MM] appar- dans ün repère (O, i J ) tel que Pet j sont vec- 
tient à (A) et (MM) // (3). - teurs directeurs respectifs de (%) et (A). 

1. Construire les images par f de deux points 2. Démontrer que f est bijective. 
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HQE 
CAPE" 
vA a 


É xercices 


Décomposition 
et composition d’'isométries 


1 ABCD est un rectangle. 
Dans chacun des cas suivants, déterminer la droite (A) 
telle que : 


a) ta = S49S(ap) D) t> = San ?sS 


c) t> = $4°S(BC) d) t> = Spo ?S 

2 Soit ABC un triaugle, O le centre de son cercle 
circouscrit, (A,), (A,) et (A,) les médiatrices respectives 
de [BC], [CA] et [AB]. 
Déterminer les applications suivantes : 
b) SAO Sag 


d} 84,98 


a) Sace San) 
c) Saa °Sa, 54, 


3 ABC est un triangle équilatéral de sens direct et 
de centre O. Dans chacun des cas suivants, déterminer 
la droite (A) telle que : - 


a) HA 5 SA°S(A8) b) TaZ 


d) Tio, 2m = S49 SOA} 


= S(pa)°$ 


A ABC est un triangle équilatéral de sens direct et 
de centre O. Détermiuer les applications suivantes : 


a) "BA TCH E b} "Bep TA- 5 
a) Tin zT, f d) To. 2m 


5 ABC est un triangle équilatéral de sens direct. 
Déterminer les applicatious suivantes : 


d) ric, 


a) ass 


Tin Ti 
(B, m 


C] Tetor m OT, T fn,0/],, T,O 
(CHOT, y. TA, Z 2° Ta, 
6 ABCD est un carré de sens direct et de centre O. 


Déterminer les applications suivantes : 


a) “4,5 978.5 b) Ta g.e, 


c) TA, °TB- z ) d) t Laar B$ 


0,05 RAS à 


7 ABC est un triangle. 


(AČ, AB) = G, (BA, BC) = B, (CB, CA) = 
et f 


On pose : 


= Tc, n°76, p° Ta, ay 

1. Démontrer que f est une symétrie centrale. 

2. Soit P le point de contact du cercle inscrit dans le tri- 
angle ABC avec [AC]. 

Déterininer f{P) et en déduire la nature exacte de f. 


8 ABC est un triangle équilatéral de sens direct. 
On désigne par (T) le cercle circonscrit à ABC et O son 
centre. La médiatrice de [BC] coupe (T} en A et D. 


LE E LE E CE A! 
pe LS PASS PR TE 7 
W ANR PPPG D EE A 
SERE V ai ih PA F Pa er co Ps x 
EF A a re 
p- p A F eg PT PA 
PRE 3 z Pa z P CE an” A PIIRA Ex Ao ; RRS A d 


On note A’ le point d'intersection des droites (BD) et (AC). 

1. Démontrer que A’ est le symétrique de A par rapport 

à G. 

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 

des transformations suivantes : 
SBD)°$(DC) >? (CA) S(AB) * Smo°S%car 

3. On note : f = Sp) ° Sc? Stany | 

a} Déterminer f(A) puis la nature et les éléments carac- 

téristiques de f. e 

b} En déduire la nature de la transformation San)°S 


Isométries et démontrations 
de propriétés 


9 ABC est un triangle de sens direct. 
Les poiuts P et Q sont tels que les triangles PAC et QAB 
sont extérieurs à ABC. isocèles rectangles respective- 
ment en P et Q. 
I est le milieu de [BC]. 
Soit Tp et rQ les quarts de tour 
directs de centres respectifs P Q 
et Q. 
1. Démontrer que : ITpro = Sp 
2. Eu déduire que IPQ est un 
triangle isocèle rectangle en I. 


10 ABC est un triangle 
de sens direct. Les points D, E 
et F sont tels que les triangles 
BCD, AEB et CFA sont équi- 
latéraux directs. 
1. Préciser la nature de la 
transformation Tip, z N-S 


2. Utiliser cette transformation 
pour démontrer que AEDF est 
un parallélogramme. 


11 ABCD est un carré 
de sens direct et M un point 
de la droite (BD). 

On désigne par P, Q, R et S les 
projetés orthogonaux respec- 
tifs de M sur (AB), (BC), (CD) 
et (AD). | 
1. Démontrer qu'il ee un quart de tour direct 
que : r(C) = S et r{M) = 

2. Eu déduire que les Due (MC) et (PS) sont perpen- 
diculaires. 


r tel 


12 P, Q et R sont les n 
centres des trois carrés, I est 
le milieu de [AB]. 

1. Démontrer que les tri- ` 
angles IPA et IQR sont rec- 
tangles isocèles en I. 

2. En déduire que AR = PQ et 
que les droites (AR) et (PQ) 
sont perpendiculaires. 
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13 ABC et ACD sont 
deux triangles équilatéraux 
de sens direct. 

Les points O et I sont les 
milieux respectifs de |; 

et [AB]. les points L et E | 

> —+ —+ 

sont tels que : OC =CL = LE. B 

Soit t la translation de vecteur OÀ, r la rotation de 
centre À et d'angle t, On note: f=rot. 

1. a} Quelle est l'image de O parf? 


b) Donner une mesure de l’angle (IG, TÁ). 

c) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de 
la transformation f. 

2. M étant un point quelconque du plan, on note 
N = r(M), J le milieu de [EM] et K le milieu de [ND]. 

a} Soit P l'antécédent de M par t. Quel est le milieu de 
[LP] ? 

b) Lorsque I, J et K sont distincts, démontrer que le tri- 
angle IJK est équilatéral. . 
(On pourra utiliser f{L) et f{P).) 


14 ABC est un triangle tel que : 
—+ — 

Mes{(AB, AC) = Ey et AB < AC. 
On désigne par (F} le cercle circonscrit à ABC et O son 
centre. Soit E le milieu de [BC] et P le point de [AC] tel 
que AB = CP. La droite (OE) coupe (T) en I et J, tels que 
J et A soient sur le même arc de corde [BC]. 
1. a) Faire une figure. 
b) Quel est l’ensemble des points M du plan tels que : 


. ——> —- 
Mes (MB, MC) = E ? 


2. a) Justifier qu'il existe une unique rotation r telle que : 


T(A)=P et r(B)=c. 
Déterminer son angle. 
b) Démontrer que son centre est un point de (T), que 
l’on précisera. 
c} Quelle est la nature du triangle JAP ? 
3. a) Déterminer l’image de B par res, où s, est la 
symétrie de centre B. 
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de rasp 


Isométries et recherches 
de lieux géométriques 


15 Soit (3) une droite et A, B deux points exté- 
rieurs à cette droite. À tout point M de {%), on associe 
le point M’, second point d’intersection du cercle de 
centre À et de rayon AM avec le cercle de centre B et de 
rayon BM. 

Déterminer le lieu géométrique des points M’ lorsque le 
point M décrit la droite (®). 


46 (€) est un cercle de centre O et A un point de (6). 
Soit M un point de (€) et P le point tel que [MP] est un 
diamètre de (€). La droite (AP) et la parallèle à (OA) 
passant par M se coupent en un point N. 
Déterminer le lieu de N lorsque M décrit (€). 


17 (€) est un cercle, A et B sont deux points exté- 
rieurs à (€), M est un point de (€). Soit ABMP un paral- 
lélogramme et Q le point tel que le triangle APQ soit 
équilatéral direct. 
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Déterminer le lieu de Q lorsque M décrit (@). 


18 (€) est un cercle, À et B deux points distincts 
et non diamétralement opposés de (6) 


À tout point M du grand arc AB, privé du point B, oz 
associe le point N de la demi-droite [BM) tel que : 

AM = BN. 
1. Démontrer que N est l’image de M par la composés 
d'une translation et d’une rotation que l’on précisera. 


2. Déterminer le lieu de N lorsque M décrit AB, privé 
de B. 


19 ABC est un triangle équilatéral de sens direct 
On désigne par r, la rotation de centre A et d'angle#- 
par r, la rotation de centre B et d’angle az, 
Pour tout point M du plan, on pose : 

N =r, M) et M =r,(N). 

Soit r la transformation telle que : r = ror}. 
1. Soit D le symétrique de C par rapport à la droite (AB) 
et Q le milieu du segment [BD]. Déterminer r{B). 
En déduire la nature de r. 
2. a} Démontrer que les points M, N et M’ sont alignés 


. n —- —}- 
si et seulement si : Mes MQ, MA) = + [x] . 


b) En déduire que l’ensemble (T) des points M du plan 
tels que M, N et M’ sont alignés est un cercle passant 
par les points A et Q. Construire (T). 


Isométries et problèmes 
de construction 


20 ABC est un triangle et I un point du segment 
LAB]. Construire un triangle équilatéral IJK tel que : 
J € (BC) et KE (AC). 


21 (A) est une droite, A et B sont deux points dis- 
tincts n'appartenant pas à (A), A’ et B’ sont les symé- 
triques respectifs de A et B par rapport à (A). 

Soit M un point du plan. 
Construire, à la régle uniquement, le symétrique M’ de 
M par rapport à (A). 


29 (€) et (€°) sout deux cercles concentriques. 
Construire un carré dont deux côtés opposés sont des 
cordes de (€) et (67). 


23 Soit (A,)}, (A) et (A,) trois droites concourantes 
en un point O et non perpendiculaires deux à deux 
Construire un triangle ABC tel que (A,), (A) et (A 
soient les bissectrices respectives des angles 
À, B et + - 

(On rappelle que le centre du cercle inscrit dans un trè 
angle est le point d’intersection des bissectrices de œ 
triangle.) 


24 (A) et (4°) sont deux droites parallèles et A wa 
point n'appartenant à aucune de ces deux droites. 
Construire un triangle ABC tel que : 

— ABC est rectangle et isocèle en A ; 
— BE (A) et C € (A7. 
Préciser le nombre de solutions. ` 
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DDéterminations d'isométries 


25 ABCD est un carré de sens direct et de centre O. 
Soit r le quart de tour direct de centre O et t la transla- 
-> 


tion de vecteur BC. 
Caractériser les transformations ret et tor. 


26 ABCD est un rectangle tel que : AD = 2AB. 
1. Construire les points E et G tels que : 


—} —> —> 1 7 
AE = 2AB et AG = — 7 AD. 


2. Démontrer qu'il existe deux rotations, dont on déter- 
minera les éléments caractéristiques, qui transforment 
le rectangle ABCD en le rectangle AEFG. 


27 Soit ABCD un losange (AC > BD) et O son centre. 
1. Déterminer toutes les isométries laissant invariant 
ABCD. 
2. Établir la table de composition de ces isométries. 


28 Le groupe de Klein 
Soit A et B deux points distincts, I le milieu de [AB]. ' 
1. Démontrer que tonte isométrie f qui transforme [AB] 
en Ini-même vérifie : 
— soit f(A) = À et f(B)= B 
— soit f(A) =B et f(B) = 
2. Déterminer toutes ces isométries. 


29 ABC est nn triangle éqnilatéral de sens direct 
et de centre O. On désigne par À’, B’ et C les milieux 
respectifs des segments [BC], [CA] et [AB]. 

1. Déterminer deux isométries f et g transformant le 
couple (A, B’) en le couple (B, C’). 

2. Préciser l’image du couple (C, A’) par chacnne de ces 
transformations. 


Applications affines 


30 Soit ABC un triangle isocèle tel que AB = AC, 
B’ et C les milienx respectifs de [AC] et [AB], f l'appli- 
cation affine dn plan définie par : 

f(A) = A, f(B) = B’ et f(C) = 

1. Démontrer qu'il existe une homothétie h dont on pré- 
cisera le centre et le rapport telle que hof soit une iso- 
métrie. 
2. Préciser la nature de hof. 


31 Soit ABCD un losange et f l'application affine 
de P définie par : f(A) = A, f(B) = D et f(C) = D 
1. a) Déterminer les images par f du point D, de la droi- 
te (AD) et du plan P. 
b) Démontrer que fof est une application constante. 
2. Soit g la symétrie orthogonale d’axe (AC). 
a) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de 
l'application gof. 
b) En déduire la construction de l’image par f d’un 
point quelconque M de ®. 


32 Soit ABC un triangle et f l'application affine 
dn plan définie par : f(A) = B, f(B) = A et fC)=C 
1. Démontrer que : fo f = Id. 
On dit que f est involutive. 


2. Démontrer que le milieu I de [AB] est invariant par f. 
3. Démontrer que la droite (IC) est invariante point par 
point par f. 
4. Démontrer que la droite (AB) est globalement inva- 
riante par f. 
5. Construire l'image d’un point M du plan par f. 
(On distinguera frois cas : 

ME (IC). M£ IAB) et M € (ICJU(AB).) 


33 ABCD est un parallélogramme tel que AB = BD. 
Soit f l'application afine de ? définie par (A) = B, 
f(B) = D, f(D) = C et t la translation de vecteur AB. 
1. Préciser la nature de l'application g définie par : 
gp ={t 'of e 
2. Construire l’image par f d'un point quelconque M de P 
3. Démontrer que f n admet pas de point invariant. 


34 A, B, C sont trois points non alignés de et D 
le point tel que C soit le milieu de [BDi. 
Soit f l'application affine de F? définie ss - 
f(A) = À, fB}) = D et AC) = 
1. Déterminer l’ensemble des poins inv dm par f. 
2. En déduire qu'il existe un point G de la droite (BC). 


#1 —> 
invariant par f, et exprimer GB en fonction de GC. 

3. Démontrer que f est une affinité dont on précisera les 
éléments caractéristiques. 


35 Soit œ et B denx nombres réels tels que 
a + B = 0, £ et £, denx applications affines dn plan et g 
l'application du plan dans lui-même qui à tout point M 
associe le barycentre des points pondérés ((f (M), œ) et 
((£,(M), B). 


Démontrer que g est une application affine. 


36 Le plan est mmi dn repère orthonormé (O, i f). 


Soit u lervecteur de coordonnées (- Z, 2) et f l’appli- 


cation du plan dans lui-même qui à tout point M asso- 
> , . Te, + PO PAP 0 

cie le point M’ tel qne: OM’ = (u. OM)i + (i. OMju. 

1. Donner l'expression analytique de f. 

En déduire que f est une application affine. 

2. Déterminer deux points A et B, distincts de O, tels 


—+- = 
que : f(A}= A et OB) = - 40Ë. 
En dédnire qne f est une affinité orthogonale dont on 
précisera laxe et le rapport. 
3. Exprimer analytiqnement f dans le repère (O, A, B). 


37 Soit A un point du plan, @ nn vectenr de Ÿ et 
f l'application dn plan dans lui-même qui à tout point 
M associe le point M’ tel que : 
be er EEE A = 
AM’ = 2(AM.a ja — AM. 
V est muni d’une base orthonormée (u, v ) telle que : 


—+ 
— € 


FA 
1. Donner l'expression analytique de f en fonction de 
[a || dans le repère (A, ü, v). 
En déduire qne f est une application affine. 
2, Démontrer qne f est AE si et seulement si : 


æ E 


3. Déterminer la nature et les Aiens caractéristiques 
de f dans chacun des cas snivants : 


a) |l = 0 b) (él=1 
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38 Soit (A, B. C) et (A’, B’, C’) deux repères du 
plan et f l'application afne telle que À, B et C ont pour 
images respectives À, B' et C’ par f. 

Justifier la construction suivante de l’image d’un point 
M par £ 


39 Soit (@) et (A) deux droites sécantes du plan. 
Pour tout point M du plan, on désigne par (A,,) l'image 
de (A) par la symétrie de centre M. 

L'application f qui à tout point M associe le point d’in- 
tersection des droites (A,,) et (®) est-elle une applica- 
tion affine du plan ? Est-elle une bijection ? 

Quels sont ses points invariants ? 


Ô Le plan est muni du repère (O, ET) 
On considère les points : 


alo) BG) eC 5); 
n(3). r. C3) 
Soit f l'application affine du plan telle que : 
f(A} = A’, {B} = B’ et f(C) = 


1. Démontrer qne f est bijective. 
2. Déterminer l'expression analytique de f. 


4 Le plan est muni du repère (O, & F). 
Soit f l’application du plan dans lui-même qui à tout 
point M de coordonnées (x ; y) associe le point M’ de 
coordonnées (x ; y) telles que : 


DRE + (ax - 2y — 6) 

y = (2x-y- 12). 

1. + RE que le vectenr MM a une direction fixe 
que l’on précisera. 

2. Démontrer que : fo f = f. 

3. a) Déterminer l’ensemble des points invariants par f. 


b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques 
de f. 


42 Le plan est mnni du repère orthonormé (O, È f). 
Soit f l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M de coordonnées (x ; y) associe le point M’ de 
coordonnées (x°; y”) telles que : 


À É 
5 = 13 (5x — 12y + 24) 
Pas 2 Ÿ.. Py am 
Į =z t 12x — 5y + 36). 


1. Démontrer que : f o f = Id. 

2. Démontrer que l’ensemble des points invariants par f 
est une droite (®) que l'on précisersa. 

3. Soit M un point du plan et M’ son image par f. 

a) Démontrer que le milieu de [MM] appartient à (2). 
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—+ 
b) Démontrer que le vecteur MM’ a une direction fixe. 
orthogonale à celle de (%). 


c) En déduire la nature et les éléments caractéristiques 
de É. 


43 Le e plan complexe est muni du repère orthonor- 
mé (O, €, ep € e,). 
Soit f P application du plan dans lui-même qui à tout 
point M d’affixe z, associe le poiñt M’ d'affixe z’ telle 
que : z’ = (5 + 4i)z+ 3z + 2 + 4i. 
f est-elle une application affine ? 


44 Soit f une application affine telle que : 
fof = Id. ’ 
1. Démontrer que f est bijective. 
2. Soit A un point du plan et M le milieu de [A f(A)]. 
Démontrer que M est invariant par f. 
3. Soit ($) l'ensemble des points invariants par É. 
a) Justifier que ($) n’est pas vide. 
b) Démontrer que si ($) est un singleton, alors f est une 
symétrie centrale. 


45 Le plan est muni du repère (O, I, J). 
Soit f application du plan dans lui-même qui à tout 
point M de coordonnées (x ; y), associe le point M’ de 
x'=-x-2y+ 2 


coordonnées (x” ; y) telles que : E y =-x+1 


Déterminer les images par f des points O, I et J. 
En dédnire qne f est une affinité dont on précisera laxe. 
la direction et le rapport. 


26 Le plan est muni du repère (O, & F`). 
Soit f l'application affine de # d’expression analytiqne : 
x’ = 2x — 5y + 2 
y y =x- 2y 
Pour tout point M de ®, on désigne par M,, M, et M, les 
points tels que : M, = (M), M, = f(M,) et M, = FM). 
1. a) Démontrer que l’image par f d’une droite (%) est 
une droite (Z’) non parallèle à (%). 
b) En déduire que pour tont point M de ®, les points M 
M, et M,, lorsqn'ils sont distincts, ne sont pas alignés. 
2. Préciser la nature des applications fof et fofofof. 
3. a) Démontrer que l’isobarycentre G des points M, ML. 
M, et M, est indépendant du poiut M et en déduire que 
G est le seul point invariant par f. 
b) Faire une figure lorsqne M est le point de coordos- 
nées (2 ; 1). 


47 Soit BB’B” un triangle isocèle en B’. Oa 
désigne par À, À’ et G les milieux respectifs des seg- 
ments [BB’], [B’B”] et [BB”], et par A” le symétrique ds 
À par rapport à A’. 

On considère une application affine k du plan dans lui- 

même, telle que : f(A) = A’ et f(B) = 

1. a} Déterminer f(B’). 

b) Quelle est la nature du quadrilatère AB’A'C ? 

j Démontrer que fof est une trauslation si et seulemer: 
HA) = À”. 

3. Dans cette question, on suppose que : f(A’) = A”. 

On désigne par ọ l'application linéaire associée à f. 


a) Déterminer pAA’) et o(B'C). 
b) Déterminer une symétrie orthogonale s et une trans 
lation t telles qne : f = sot = tos. 
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APPROFONDISSEMENT 


48 ABC est un triangle de sens direct, A’, B’ et C’ 
sont les milieux respectifs des côtés [BC], [CA] et [AB]. 
Soit P, Q et R les centres respectifs des carrés construits 
extérieurement sur les côtés [BC], [CA] et [AB] de ABC. 

ze —+ > —> 1 z2 
1. Vérifier que : QR = QB’ + C'R- + BC. 

2. Soit @ la rotation vectorielle associée à un quart de 
tour direct du plan. _., e 

a) Démontrer que : ¢QR) = — AP, 

b) En déduire que AP = QR et que les droites (AP) et 
(QR) sont perpendiculaires. 


49 ABC et DEF sont 
deux triangles équilaté- 
raux de sens direct, les 
points G et H sont tels 
que EDBG et CDFH sont 
des parallélogrammes. 

Le but de l'exercice est 
de démontrer par deux 
méthodes (l’une utilisant 
les nombres complexes, 
l’autre utilisant les iso- 
métries) que le triangle 
AGH est équilatéral. 

1. Le plan complexe étant rapporté à un repère ortho- 
normé direct, on désigne par a, b, c, d, e, f, g et h les 
affixes respectives des points A, B, C, D, E, F, G et H. 


: À 
a) Démontrer que : c-a = e 3 (b-a). 
Exprimer f—d én fonction de e-d. 
b) Exprimer : g en fonction de b, d et e, 
h en fonction de c, d et f. 


r À 
c) Démontrer que : h — a = e3 (g — a). 
En déduire que le triangle AGH est équilatéral. 
2. On désigne par : a 
+ t, la translation de vecteur BD, 


e t, la translation de vecteur DÉ, 

e r la rotation de centre D et d'angle 5, 
On pose : f = t orot}. 
a} Justifier que f est une rotation, dont on précisera 
l’angle. 
Déterminer l’image de B par f ; en déduire le centre de 
la rotation f. | 
b) Déterminer l’image de G par f. 
En déduire que le triangle AGH est équilatéral. 


50 Théorème de Von Aubel 
Soit ABCD un quadrilatère. 
1. Démontrer que les centres des carrés construits exté- 
rieurement sur les côtés de ABCD forment un quadrila- 
tère dont les diagonales sont isométriques et perpendi- 
culaires. i 
(On pourra utiliser le résultat de l'exercice 9.) 
2. Préciser la nature de ce quadrilatère dans le cas par- 
ticulier où ABCD est un parallélogramme. 


31 ABCD est un carré de sens direct et de centre 
I, (T) est le cercle passant par A, B, C et D. 
Faire une figure. 
Ou désigne par : Š 
e t la translation de vecteur DA, 
. īp la rotation de centre D et d'angle LL 


e r, la rotation de centre A et d'angle — ET 
e r, la rotation de centre A et d’angle 3s 


On se propose de déterminer les éléments caractéris- 
tiques des transformations suivantes : 

f=tor, ; g=rof ; g, =r of 
1. Démontrer que f, g, et g, sont des rotations, dont on 
précisera les angles. 
2. a) Déterminer AD) et f(A). Quel est le centre de f ? 
b) Déterminer g.{D) et g,(D). 
3. Soit A, = g,{A) et A, = g, (A). 
a) Démontres, en utilisant g,0g,*, que À est le milieu 
du segment IALA]. 
b) Démontrer, en déterminant une mesure de Vangle 


ge 
(AD, AAJ. que À’, est sur la tangente en A à (T). 
4. a} Soit J le centre de g, et K celui de g,. Démontrer 
que J et K appartiennent à (T) et sont diamétralement 


b) Démontrer que À est sur la droite (JB). 
Placer les points À et À, sur la figure. 


52 Soit A et B deux points distincts. | 

On désigne par r, et r, les rotations de centres respec- 

tifs A et B, d'angle Æ. Pour tout point M du plan, on 

note M, et M, les images respectives de M par r, et rp. 

1. On considère la transformation t = r,er;t. 

a) Construire le point C, image de A par t. 

b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 

de t. 

c) En déduire la nature du quadrilatère M,M,CA. 

2. On suppose que le point M décrit le cercle (T) de dia- 

mètre [AB]. 

a) Déterminer et construire l’ensemble (T,) décrit par le 

point M, quand M décrit (T). 

b) Soit (2, et Q, les milieux respectifs des segments [AB] 
— —+ 

et [BC] ; comparer les vecteurs QQ, et AC. 

c) Déterminer l’ensemble décrit par le point I, milieu du 

segment [M,M,], lorsque M décrit (T). 


53 Soit A À,, …, À, n points (n >3) distincts du 
plan. Existe-t-il un polygone M.M,...M, tel que : 
À, est le milieu de [M,M,], 
À, est le milieu de [M,M,], 


À, est le milieu de [M,_.M,, 
À, est le milieu de [M M,] ? 
(On distinguera deux cas : n pair et n impair.) 


5% Le théorème de Hjelmslev 
On se propose de démontrer la propriété suivante. 
Soit f une isométrie du plan et (A) une droite. 
Les milieux des segments [Mf(M)], pour M appartenant 
à (A), sout alignés. 
1. Cas d’un antidéplacement 
Établir la propriété daus les cas suivants : 
a} Í est une symétrie orthogonale ; 
b) f est une symétrie glissée. 


2. Cas d’un déplacement 


Soit f un déplacement et g la transformation définie par : 
g = fos, i 

a) Démontrer que g vérifie la propriété. 

b) Eu déduire que f vérifie la propriété. 
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55 ABC est un triangle de sens direct. 
On construit, à l'extérieur de ce triangle, les carrés 
BCDE, CAFG, ABHI, puis les paraliélogrammes AFUI, 
BHVE, CDWG. 


A.- Relations vectorielles 
Soit p la rotation vectorielle d’angle 
1. Démontrer que : 


DAU) ch < p(BŸ) = AČ i p(ČW) = BA. 

2, En déduire que : AU = EB = DC, ainsi que les reia- 
—+ —+ 

tions analogues pour les vecteurs BV et CW. 


T 
7 


B.- Applications géométriques 

1. Démontrer que les droites (AU), (BV) et (CW sont 
concourantes en l’orthocentre du triangle ABC. 

2. Démontrer que les triangles AVW, BWL et CLY sont 
rectangles isocèles et de sens direct. 

3. Soit P, Q et R les centres respectifs des carrés BCDE, 
CAFG et ABHI. 

a} Démontrer que P, Q et R sont les milieux des côtés du 
triangle UVW. 


b) Démontrer que les droites (AP). (BQ) et (CR) sont 


concourantes en l’orthocentre du triangle PQR. 


56 Problème de Fagnano 
ABC est un triangle, dont les trois angles sont aigus. 
On se propose de déterminer les points P. Q et R appar- 
tenant respectivement à [BC]. [CA] et [AB] tels que le 
périmètre p du triangle PQR soit minimum. 


C 


1. On désigne par À’, B’ et C les pieds des hauteurs du 
triangle ABC. 

Démontrer que les droites (AA), (BB') et (CC') sont les 
bissectrices dn triangle £ BC. 
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2. Soit P un point de [BC]. 


maye pi 
On pose (AB, AĈ) = ©, et on désigne par P’ et P” les 
images respectives de P par sp, et Sacr 


2) Démontrer que P” est l’image de P’ par une rotation, 
dont on précisera les éléments caractéristiques.. 

b; Exprimer P’P” en fonction de AP et a. 

c} Comment choisir P pour que P’P” soit minimum ? 
3. On suppose que P est ainsi choisi. 

Justifier gne si Q € [CA], R € [AB] et p est le périmètre 
du triangle POR, alors : PP" £ p. 

4. En déduire que POR a un périmètre minimum 
lorsque P, Q et R sont les pieds des hauteurs du triangle 
ABC. 


57 ABC est un triangle dont les trois angles ont 
une mesure strictement inférieure à 120° et tél que la 


mesure principale de (AB, AČ) est strictement positive. 


A.- On se propose de déterminer un point M, intérieur 
au triangle ABC, tel que dy = MA + MB + MC soit mini- 
mum. 
Soit r la rotation de centre A et d'angle T et M un point 
intérieur au triangle ABC. 
On pose : r{C) = C et (M) = M. 
1. Démontrer qne : dy = MB + MMP + MC. 
En déduire qne d,, est minimum si M et M’ appartien- 
nent au segment [BC]. 
2. Démontrer qne si M’ € [BC], alors M appartient à un 
segment [B'C], où B’ est un point que l’on précisera. 
3. En déduire l’unique point M tel que : 

M E [B'C] et M’ € [BC']. 
Construire ce point. 


B.- Soit P, Q et R les points tels que les triangles BPC, 
CQA et ARB soient équilatéraux directs. 

1. a) En ntilisant la rotation r, démontrer que : CR = BQ. 
b) Démontrer que : CR = BQ = AP. 

2. Soit I le point d'intersection de [RC] et [BQ]. 


Déterminer une mesure de( TA, IP) et en déduire qne les 
droites (AP), (BO), (CR) sont concourantes. 

(On pourra utiliser la cocyclicité de A, I, B, R et de B, I, 
C, P) 

I est appelé paint de Steiner du triangle ABC. 
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S imilitudes 


Introduction 


ous avons procédé en classe de première à une première 
étude des similitudes du plan, ce qui nous a permis entre autres de 


£ 4 | rer Ci qu h af =, = ` r 
e ea EEE) formuler une définition des triangles semblables à l'aide des trans- 


P "an 4 
Du rm by sav a 
i 


Pos er ANA Y 5 
RS formations. 
[CONTI CPC CEE TT EE" 


er, t 
LH de 04,44 0 
à 


Ja . Nous nous proposons dans ce chapäre d'approfondir l'étude des 
dame | | similitudes directes, en privilégient tout d'abord l'outil « nombres 
Ja | complexes » dont l'efficacité en géométrie a déjà pu être remar- 
| quée (cf. chapitre 3, § 3.3], puis de mettre à profit ces nouvelles 
transformations pour la description de certaines configurations et 

la résolution de prablèmes classiques de géométrie. 


” e è 
DE 
m Coupe de la partie interne d’un nautile. 
j h; Toutes les parties de la spirale sont semblables entre elles. 


1. Similitudes directes du plan «oces 106 


2. Similitudes directes et problèmes de géométrie. 111 
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Dans ce chapitre le plan complexe est muni du repère orthonormé direct (O, €’, e;). 


_ 4 similitudes directes du plan 


1.1. Premières propriétés 


z2 Écriture complexe d’une similitude directe du plan 


Nous avons défini en classe de première une similitude comme étant la composée d'une isométrie et 


une similitude directe (respectivement indirecte). 

Soit h une homothétie et d un déplacement. 

L'écriture complexe de h est de la forme : z’ = kz +l (ke R*,le C). 

L'écriture complexe de d est de la forme : z = e'®z +c (ae R, ce C). 

Donc, l'écriture complexe de hod est de la forme : z’ = keï#z + ke + [(keite C*, kc+le C); 
l'écriture complexe de doh est de la forme : z’ = keiz + lett + c (ke't e C*, lét + ce C). 


On en déduit la propriété suivante. 


Propriété 1 


Toute similitude directe du plan a une écriture complexe de la forme : z’ = az + b (a e C*,be C). 


Étudions le problème réciproque. 
Soit s une application du plan dans lui-même, dont l'écriture complexe est de la forme : 
z =az+b(ae C*, be ®©). 


e Si a = 1, alors s est la translation de vecteur u d'affixe b. 
b 


e Si a + 1, alors l'équation z = az + b a une solution unique : œ = a: 


Ona:z’=az+b et © = ao +b ; donc : z’ — o = a(z -— w). 

Désignons par Q le point d'affixe œ, k le module de a et & un argument de a. 

On obtient : z’ — œ = keï%(z — o). 

Ou en déduit que : s = hor = roh, où h est l'homothétie de centre Q, de rapport k 
et r la rotation de centre Q, d'angle ©. 


Propriété 2 

Toute application s du plan dans lui-même dont l'écriture complexe est de la forme z’ = az + b 
(a e C*, b e C) est une similitude directe du plan. 

* Si a = 1, alors s est la translation de vecteur u(b). 


e Si a + 1, alors s admet un seul point invariant Q. Soit œ un argument de a et k son module ; s est 
la composée de l'homothétie h de centre Q, de rapport k et de la rotation r de centre Q, d'angle &. 


Vocabulaire à 


e Q, k et « sont appelés respectivement centre, rapport et angle de la similitude directe s. 
+ La composée hor (égale à roh) est appelée forme réduite de s. 


e Une similitude directe du plan, qui n'est pas une translation, est déterminée par son centre, son rap- 
port et son angle, appelés éléments caractéristiques de cette similitude. 
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Remarques 
e Une rotation d'angle œ est une similitude directe de rapport 1 et d'angle o. | 
e Une homothétie de rapport k (k > 0) est une similitude directs de rapport k et d'angle nul ; 


une homothétie de rapport k {k < 0) est une similitude directe de rapport — k et d'angle n. 
e Une translation peut-être considérée comme une similtede directe de rapport 1 et d'angle nul ; dans 
ce cas le centre n’est pas défini. ` 
Exemples 
e Soit s la similitude directe de centre Q Gi de rapport 2 et d'angle +. æ 


L'écriture complexe de s est : z’ — (1 + i) = 2e i3 [z — (1 +i)]: 

c'est-à-dire : z’ = (1 — i/3)z — /3 + 13. ~ 

e Soit s l'application du plan dans lui-même d'écriture complexe : y = {1 + i)z — 2i. 

L'écriture complexe de s est de la forme : z’ = az + b {a e C*. b= C] : doac s est une similitude directe. 
— L'équation z = (1 + i)z — 2i a pour unique solution : 2. 

- De plus : 1 +i= V2 eñ. 


On en déduit que s est la similitude directe de centre Q (a): de rapport , 2 et d'angle Fe 


Pour déterminer les éléments caractéristiques d'une similitude directe s d'écriture complexe 
z =az+b (ae C*\{1}, b e C), on peut procéder de la façon suivante : 

e résoudre l'équation z = az +b ; on obtient le centre des ; 

e calculer le module de a ; on obtient le rapport de s : 

e déterminer un argument de a ; on obtient l'angle de s. 


Soit s une similitude directe de rapport k et d'angle œ, $ une similitude directe de rapport k’ 
et d'angle œ. i 


e La composée s'os est une similitude directe de rapport k k’ et d'angle œ + o. 
* La réciproque de s est une similitude directe de rapport + et d'angle — œ. 


L'ensemble des similitudes directes du plan est donc un groupe de transformations. 


Démonstration 
Soit s la similitude directe d'écriture èomplexe : z’ = keï® z + b ; 
s’ la similitude directe d'écriture complexe : z’ = k’ e® z +D. 
+ L'écriture complexe de s'os est : z’ = kle è+) z + (K ei Bb + pb’): 
donc s'os est uue similitude directe de rapport kk’ et d'angle & + œ. 
e L'écriture complexe de s% est : z’ =% eTit g — % eih; 


donc s™* est une similitude directe de rapport Let d'angle — ©. 


k 
Exemples : 
+ La composée des similitudes directes d'écritures complexes ‘z’ = 2eï3 z + 2i et z’ = 3ei6 z — 5 est une 
similitude directe de rapport 6 et d'angle +. : 
+ La composée des similitudes directes d'écritures complexes z’ = (1 + i)z + 2i et z’ =} (1 ~ i)z -5 est 
une translation. 


e La réciproque de la similitude directe d'écriture complexe z' = (1 + i)z — 2i est une similitude directe 


7 


de rapport = et d'angle -F 
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_1.2. Propriétés géométriques 


mss Propriété caractéristique d’une similitude directe 
Propété 1 


Soit f une application du plan dans lui-même, k un nombre réel strictement positif et œ un RE. 
réel. 
f est une similitude directe de rapport k et d'angle a si et seulement si, pour tous points distincts M 


et N d'images respectives M’ et N’ par f, on a : MN’ = k MN et (MN, M'N’) =Q. 


Démonstration . 


e Soit f une similitude directe de rapport k et d'angle a. 
Il existe une homothétie h de rapport k (k > 0 ) et une rotation r 


d'angle a telles que : f = roh. M' 
Soit M et N deux points distincts, M, et N} leurs images respectives œ 
par h, M' et N’ les images respectives de M, et N} par r. M N. 
Son — MN’ = MN, e—> 
On a: MN,=kMN(k>0) a 12 p- M N 
M,N yi M'N’) = 


M,N, = k MN MN’ = MN, 
c'est-à-dire 4 2 a et j -i £a 
(MN, MN.) = 0 (MN M'N’) = Q 


1° Fr 


On en déduit que : M'N’ = k MN et (MN, MN) =f. 


e Réciproquement, soit f une application du plan dans lui-même telle que pour tous points distincts M et N 
d'images respectives M’ et N’ par f, on a : M'N’ = k MN et MN, MN’) = à. 


Désignons par s une similitude directe de rapport k et d'angle æ, 
par M” et N” les images respectives de M’ et N’ par s>. 


MN” = 1 = DT” N’ MN” = MN 
k 
Ona: f c donc j P 
+ —+ À —  —— 

(MN, MN”) "+ (MN, MN”) _ 0 
C'est-à-dire : MN” = MN. 
Donc : stof est une translation t. 
Or:stof=t © f=sot. M N 


On en déduit que f est une similitude-directe de rapport k et 
d'angle æ. 


CE an mae PP Frs 


= Similitudes et configurations 


Toute s'énitinntié directe est la composée d'une homothétie et d'un déplacement. 
Les propriétés résumées dans le tableau ci- -dessous s se déduisent des propriétés de ces tnsfsmattons, 


Toute similitude directe de rapport k 


— l'alignement — les longueurs par k — les droites en droites 


— le parallélisme 
— l'orthogonalité 
— les angles orientés 


— les aires par k? | — les demi-droites en demi-droites 
— les segments eu segments 

— les cercles en cercles 

— les barycentres 


— lẹ contact 
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1.3. Exemples d’études de similitudes directes 


“ss Similitude directe déterminée par son écriture complexe : 
Soit s l'application du plan dans lui-même d'écriture complexe : x = 3iz — 1 — 7i. 

1. a) Justifier que s est une similitude directe et préciser ses éléments ra EALIQueS 
b) Déterminer l'expression analytique de s. 


2. Déterminer une équation de l’image par s de la droite (BC). B et C étant les polite d'affixes respec- 
tives 2 et 3 — i. 


3. Déterminer une équation de (€’), image par s du cercle (€) Maam, : Cr 2P + y? = 1. 


Solution 


1. a) L'écriture complexe de s est de la forme : z’ = az + b (a s C*.b = C}; 
donc, s est une similitude directe. 

+ L'équation z = 3iz—1 -7i a pour unique solution : 2 — È 

e De plus : 3i = 3ei2 


Done, s est la eidh directe de centre o( 5). de rapport 3 et d'angle + . 
b) Soit My) un point du plan et M'(;;) son image par s. 
Ona:M’ =s(M) & zy’ = 3iz-1-7i 

& x +iy = 3i(x + iy) — 1 —7i 

& xX +y = —3y—1+i(3x-7). 


| | x'=—-3y-1 
Done, l'expression analytique de s est : i i 
y = 3x-7 
2. L'image d'une droite par une'similitude directe est une droite. À NE Es i 


B et C ont respectivement pour images par s les points B’ E H 


ec }: 


Donc, (BC) a pour image par s la droite d'équation : y = x. 
3. Soit M(y) un point du plan et M’ (y ) son image par s. 
=— 3y- 1 E A LT 
On a : N < j B: ad 
y = 3x —-7 


- = 
Donc:M'e (€) & Me (€) 
= (x-2} +y2=1 


(LEZ a) + (EP 


(x +1) + (y +1} =9. 


r 


On en déduit que l'image de (€) par s est le cercle (8) d'équation : (x + 1)? + (y + 1}? = 


On peut également remarquer que (€) est le cercle de centre B et de rayon 1 ; donc (‘€’) est le cercle de » 
centre B’ et de rayon 3. 


DRE lt ET 


Similitude directe déterminée par son expression analytique 
Soit f l'application du plan dans lui-même d'expression analytique 
L'=rx+y+2 
he é-ne | 
1. Déterminer l'écriture complexe de f. 
2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de £. 
3. Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et l'écriture complexe de f-1. 


Similitudes 109 | 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Solution 

1. Ona:z7 =x +iy = (x+y+2)+if-x+y-1) 

Rs UA N 
Hi Z 


(a a i eize à s 


On en déduit l'écriture complexe de f : z?’ = (1 — i)z + 2 — i. 


2. L'écriture complexe de f est de la forme : z’ = az + b (a e ©*,b € C) ; donc, f est une similitude directe. 


+ L'équation z= (1 -i)z +2-—i a pour unique solution : — 1 — 2i. 
e JEAN K 
° Deplus:1-i=V2 ea. 


Donc, f est la similitude directe de centre A" ah de rapport » 2 et d'angle + 


3. f~} est la similitude directe de centre TEA) de rapport 7 et d'angle T- 
Y 


Donc, l'écriture complexe de Eest: z’ —(1— 21) = T ei [z— (1 —- 2i)]. 
C'est-à-dire : z’ =1 (1 + i)z E (1 + 3i). 


Pour déterminer l'écriture complexe d'une application du plan dans lui-même d'expression 
analytique donnée, on peut procéder de la façon suivante : 


“écrirez’=x +iy" et ren x et y'en fonction de x et y: 


DUR sure REX er eso | RL P 0 up aa gomom OR E a a SA C T a T a T E RP 
è e re ae 5 Ea #7 LÉ Fe: PERN i PRE É Sr AP ET se ; 
P A AN p IP m a PEE LU a d BITE AIT A pa E E S ASE T EE gai 18 
e 4x EPL NOT M Me AT NT MT ET RÉ der dé HT fi a 
A < RLA || bar +4 pe] pe ġe akom PR jalris ASEO IA ADA M RE a eks pN + 


-1b 


Su par 


t 


Z+2Z 
° + remplacer x par eme 


Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
nature et les éléments caractéristiques de l'ap- 
plication du plan dans lui-même, qui au point 
M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z’. 


d) g= 3 + Dr Dy = Na i)z + 1 + i({3— 1) 
ee À 


3 + i/3 


=—2z+i d}z = 
4 


C) E 


Dans chacun des cas suivants, déterminer l'écri- 


. ture complexe de la similitude directe de centre 


Q, de rapport k et d'angle a. 


a) Q=0, k=2 et azg 
b} o(°), k=)2 et = 
c) o( 4) k=1 et a = 
d) o(*), k=3 et a=0. 


Dans chacun des cas suivants, déterminer l'écriture 
complexe, puis la nature et les éléments caracté- 


ristiques des transformations s,0s, et 5,05. 
ds Liprere | À : ia 
a) s; : z’ =2iz + 1—21 e ni iy li 


bjs,:7=(1-i}z+1+iets,:z =- 2z. 
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1.f 


. d'expression analytique : ts 


où développer l'expression obtenue en fonction de z et Z. 


Soit ABCD un carré de sens direct et de centre L 
E le milieu du segment [AB] et F le symétrique 
de I par rapport à la droite (CD). 

1. Déterminer les images de A, B, I et E par la 
similitude directe s, de centre A, de rapport , 2 
et d’angle = 

2. Déterminer l’image du carré ICFD par la simi- 
litude directe s, de centre D, de rapport (2 et 


à Te 
d'angle T 


Soit f l'application du plan dans lui-même 
X'=Xx— yl 3 + 2 3 

= 1643 TA Na 3. 
1. Déterminer l'écriture pe Ve de f. 


2. Déterminer la nature et les éléments caracté- 
ristiques de f. 


Soit s l'application du plan dans lui même 
d'écriture complexe : 

= (i—/3)z + 3 + J3 +1(2/3 +1). 
1. Déterminer la nature et les éléments caracté- 
ristiques de s. 
2. Déterminer l'expression analytiqne de s. 
3. Déterminer l'image par s de la droite de repère 


A, D, où A(1 723) et 2 (V3) 
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Similitudes directes et problèmes 
de géométrie 


9,1. Déterminations d'une similitude directe du plan 


ssam Similitude directe définie par son centre, son rapport et son angle 


Soit s la similitude directe de centre Q, de rapport k et d'arske œ 


Pour tous points M et M’ du kahi distincts de Q, on a: MF =s = 1 = EN Dre 


(OLOM) = à 
Cette propriété se déduit de la propriété caractéristique d ane suce 


Exemples 
e Soit s} la similitude directe de centre Q.. de rapport ;, Z et d'angl 
©, M’ = y 20M 


Mes (Q.M, Q@ M) = Z 


(D 
E 


On a : M’ = s. (M) k 


La configuration associée à cette similitude est un « demi-carré ». 


L 


e Soit S; la similitude directe de centre Q,, de rapport 1 et d'angle e M 
QM'= $ Q,M 

namg à | nr 
Mes (Q,M, M’) + 

La configuration associée à cette similitude est un « demi- “triangle 

équilatéral ». 

e Soit s, la similitude directe de centre Q,, de rapport Be d'angle $ k # \ 


QM’ = E Q2,M 
Ona:M=s,M e d À e z“ 
i Mes QM, AM) = & 
La configuration associée à cette similitude est un « demi-triangle 
équilatéral ». 


sæxmes Similitude directe définie par son centre, un point et son image 


Soit Q, À et À trois poiuts du plan tels que : A 4 Q et À + Q. 3 
Il existe une unique similitude directe de centre Q, qui transforme A en A’. 


Cette propriété se déduit de la propriété précédente. 
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Exemple 


Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct et G son centre de gravité. 
Détermiuer l’angle et le rapport de la similitude directe s de centre A, qui transforme G en B. 
Construire l'image C’ de C par s. 


AB _ 


* Le rapport de s est : Fg = 13 : k 
TECI da [N 
son angle est : Mes (AG. AB) = N+ ATA 
(C) C j AC i 3AC G B 
e5 si > — -> - i 
Mes {AG AC) = + CIC 
Désignons par H le proieté orthogonal de A sur la droite (BC). 
E. 
AH = ET AC Peg hf 
Ona: À > : donc : AC’ = 2 AH. 
Mes (AC, AH) = -+ 


On en déduit que C’ est le symétrique de A par rapport à la droite (BC). 


: Similitude directe définie par son rapport, son angle, un point et son image 
Pronréte 


Soit k un nombre réel strictement positif, œ un nombre réel, A et À’ deux points du plan. 


Il existe une unique similitude directe de rapport k et d'angle œ, qui transforme A en Æ. 


Démonstration ` 


L'écriture complexe d'une similitude s de rapport k et d'angle æ est de la forme : z’ = az + b, où a = k ei. 
Désignons par z, et Zy les affixes respectives des points A et A. 
On a : s(A)= A & z,=ke%z, +b 

© b=z,-kez,. 


Donc, la similitude directe d'écriture complexe z’ = k e"* (z — z,) + z,. est l'unique similitude répondant 
à la question. ka 


Exemple 


Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct et s la similitude directe 
de rapport 2 et d'angle + qui transforme B en A. Déterminer le centre 
de cette similitude et construire l'image C’ de C pars. 


QA = 2 QB 
e Le centre Q de s est tel que : DRE 4 : 
Mes (QB, QA) = -+ 


Donc, Q est tel que QBA est un « demi-triangle équilatéral » de sens indi- 
rect. | 


+ De même C’ est tel que ACC’ est un « demi-triangle équilatéral » de 
seus indirect ; donc, C’ est le symétrique de A par rapport à C. 


ses Similitude directe définie par deux points et leurs images 


Propriété 
Soit A, B, A’ et B’ quatre points du plan tels que : A + B et Æ + B’. 


Il existe une unique similitude directe, qui transforme A en A’ et B en B’. r - 


# 
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Démonstration 


AB’ et pour angle (AB. Ah) 


Une telle similitude a pour rapport == AB 


Donc, d'après la propriété précédente, cette similitude, si elle existe. est unique. 


et d'angle (AB. AB). tele que : s(A) = 


Soit s la similitude directe de rapport Sa 


Désignons par B” l'image de B par s. 


On a : AB” _ AB et AB, AD”) = (AB A'B’) donc: A'B” = AF & 413. AB”) = 
AB AB ' i i Ea | 


On en déduit que B” = P’ et que s est l'unique similitude réporndaz: à la question. 


Exemple 
soit ABCD un carré de côté 1 et de sens direct, I le milieu de CD: 
Déterminer la similitude directe s telle que : s(1) = B et s{D) = 

+ Méthode géométrique 


Le rapport de s est : ba- 2 ; sou angle est : Mes (ID, BC) = = 


Donc, s est une similitude de rapport 2 et d'angle -5 | 


Le centre Q de s vérifie : Mes (QÍ, QB) = Mes (QD, QC) _ on : 


Donc, Q appartieut aux cercles de diamètres respectifs [IB] et [DC]. 
Ces deux cercles ont en commun le point C, qui n'est pas invariant par s. 


Donc © est le point d'intersectiou, autre que C, des cercles de diamètres [IB] et [DC]. 


+ Méthode algébrique 
On muuit le plan du repère crthoncrmé direct (A, AB, AD). 


Ou a : a 5: Z =1, z =1+ietzņ=i 
L'écriture complexe de la similitude f est de la forme : x = az + b. 


s(D) = B L+ija+b=1 
Ou a : a 2 . 

s(D) =C ia+b=1+i 
Donc : a=- 2i et b=-1 +i. 


L'écriture complexe de s est : 7 = 2iz— 1 +i. 


On en déduit que s est la similitude directe de centre Q{ 1+3), de rapport 2 et d'angle —<- 


Construction du centre de la similitude dans le cas général 
1° cas : les droites (AB) et (B°) sont parallèles 

s Si AB = AB, alors s est la translation de vecteur AA. 

AB’ 

An” 


+ + PET = 
e Si AB # A'B’, alors s est uue homothétie de rapport 


— Lorsque (AB) + (A’B'), le centre de cette homothétie est le point d'inter- 
section © des droites (AA) et (BB). 

— Lorsque (AB) = (4’B'), un point C u’appartenant pas à (AB) a pour image 
le point C tel que {AC} // (AC) et (BC) // (BC) : le centre de l'homothé- 
tie est le point d’intersection Q des droites (AA?) et (CC). 


2° cas : les droites (AB) et (A’B°} sont sécantes en I 
s n'est ui une translation ni une homothétie. 


d'angle (AB, AB; ) et de centre 


s est la similitude directe de rapport aE D, 
son unique point invariant (, 


On a : (QA, QA’) = (QB, QB’) — (AB, AB). 


e 5i I est différent de chacun des points A, B, Æ et B’, alors les poiuts I, A 
et B, d'une part, et les points I, Æ et B’, d’autre part, sont alignés. 


Donc : 2 (AB, A'È’) 2 (TA, IA’) = (IB, IB’). 


D 
Q 


7 
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Te SR -> —+ —> —+ + 
On en déduit que : 2 (QA, QA’) = 2 (IA, IA) et 2 (QB, QB’) = 2 (IB, IB’). 


Donc Q appartient aux cercles (€) et (6) circonscrits respectivement aux triangles IAA’ et IBB’. 
Ces deux cercles, ayant en commun le point I, sont soit tangents, soit sécants. 


— Si (€) et (€`) sont tangents en I, alors : Q = L. 
— Si (€) et (6°) sont sécants en I et J, alors : Q = J. 


En effet, si Q était en I, on aurait : IA - LÀ, 

IB’ IB 
ce qui signifie qril existerait une homothétie h de centre I gui 
transforme A en B et À’ en B’. Ainsi (@’) serait l'image de (€ 3 
par h. Antrement dit, I serait aligné avec les centres des cercles 
(6) et (€). Ce qni est impossible car (€} et (€) sont sécanis. 


e Si I est l’un des points A, À’, B et B’ (par exemple I = A), on 
construit le milieu K du segment [AB] et son image K’ par s, qui 


_est le milieu dn segment [AB]. 


Ainsi, on retrouve la situation précédente avec (KB) N (KB?) = {A} ; 
Q est le point d'intersection, autre qne À, des cercles circons- 
crits aux triangles AKK’ et ABB”. 


_ 2.2, Utilisations des similitudes directes 
Similitudes directes et recherche de lieux géométriques 


1. Soit (€) un cercle de centre I et A un point de (6). M étant un point de (€), on désigne par AMNP le 
carré de sens direct. 


Déterminer le lieu dn centre K de ce carré lorsqne M décrit le cercle (€). 


Solution 
K est l'image de M par la similitude directe s de centre À, de 
rapport E et d’angle a 


M décrit (@) ; donc, le lieu de K est l'image de (6) par s, c'est- - 
à-dire le cercle (@’) de centre P, image par s de I, et qui passe 
par À. 
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2. ABCD est un carré de sens direct et de centre I. 
Soit M un point de la demi-droite [CB), distinct de B et C. La perpendiculaire en A à (AM) coupe la 
droite (DC) en P, et Q est le milieu du segment [MP]. 


Déterminer le lieu de Q lorsque M décrit la demi-droite {CB} privée de B et C. 


Solution 

e Méthode géométrique 

Soit r le quart de tour direct de centre A. 

On a : r(B) = D et r(C) = C’, où C est le symétrique de C par reppost à D. 
Donc, l'image par r de la demi-droite [CB) est la demi-droits ICD 


On a : M e (AM) N (BC). r 
[N 

Douc : r(M) e (AP) N (CD) ; 4 à 

c’est-à-dire : r(M) = P. z s 


On en déduit que le triangle AMP est de sens direct, rectangle et 
isocèle en A. 


Donc, Q est l'image de M par la similitude directe s de centre A, 


T 


1 ' 
de rapport A et d'angle F- 


Le lieu de Q est donc l'image par s de [CB) \ {B ; C}, c'est-à-dire la demi-droite [DI), privée de I et D. 


e Méthode algébrique Ar mt 
On munit le plan du repère orthonormé direct (A, AB, AD). 


On a : zm = 1 +iy, où ye J-c ;1[ \ {0}. 


Le quart de tour direct r de centre A a pour écriture complexe : z’ = iz ; 


donc, si ou désigne par M’ l'image de M parr, on a : Zy =- y +i. 
On en déduit que : M’ e (DC) ; donc : M’ =P. 
ut 7-4+1 ., 4+1 


Q est le milieu de [MP] ; donc : z 


E a a 
On eu déduit que Q appartient à la demi-droite d'équation x + y = 1, y e |- ; 1[\ H i 
c'est-à-dire la demi-droite [DI), privée de I et D. 


r 


saame Similitudes directes et problèmes de construction 


Soit (A,) et (A,) deux droites disjointes et A un point n'appartenant ni à (A,), ni à (A,). 
Construire un carré ABCD tel que : B € (A,)et Ce (A,). 


Solution 


Analyse d'une figure répondant à la question 
Soit ABCD un carré de sens direct, tel que : 


Be (AJ et Ce (A,). 


A |A 

La configuration du « demi-carré » couduit à consi- BIC 
dérer la similitude directe s de ceutre A, de rapport 
CADIC’) 


/2 et d'angle +. 


On a : C e (4,) A (A,'), où (A,”] = s(A,). 


Similitudes 115 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Synthèse : construction d'un carré ABCD 

D'après ce qui précède, pour construire un carré 
ABCD de sens direct répondant à la question. il suffit 
de suivre les étapes suivantes - 

construire l'image (A ) de (A) par s = construisant 
par exemple les images de ceux ponts Ge cette droite ; 
les droites (A,) et (A,') se cogsemt ea un point C; 

e construire l'antécédant de C par s, c'est-à-dire le 
point B tel que le triangle ABC est de sens direct, rec- 
tangle et isocèle en B : 

e construire le point D ti gue ABCD soit un carré. 


Discussion í 
On aurait pu choisir le carré ABCD de sens indirect. Deux similitudes sont possibles : s et £, de même 
centre, de même rapport et d'angles respectifs - et = 


On refait le même schéma de coustruction avec la similitude s'. 
Le problème admet deux solutions, les carrés ABCD et AB’CD’. a 


sms Similitudes directes et démonstration de propriétés 


1. Théorème de Ptolémée 
ABCD est un quadrilatère convexe. 


1°) Soit s la similitude directe de centre B, qui transforme D en C, et E l'image de A par s. 
Démontrer que les triangles BAD et BEC d'une part, BAE et BDC d'autre part, sont semblables. 
2°) Démontrer que : AB x CD + AD x BC > AC x BD. 
3°) Démontrer que le quadrilatère ABCD est inscriptible si et seulement si : 

. AB x CD + AD x BC = AC x BD. 


Solution 
1°) On a : s(B) = B, s(A) = E et s(D) = C ; 
les triangles BAD et BEC sont donc semblables. 


s' 
, BD _ BC A EN ot 
On a : DA = pe ®t (BA, BD) = (BE, BC). [N 


La similitude s’ de centre B, de rapport = et d'angle (BA, BD) 
transforme donc BAE en BDC. 


m p W 
M © 


On en déduit que les triangles BAE et BDC sont semblables. 
(s étant une similitude directe, an dit aussi que ces triangles sont 
directement semblables.) 


r 


o , DR aa DE . A 

2°) Ona: AB = DB > donc : AE x BD = CD x AB. B 
I ie GN : s 

De plus : BC = ED * donc : EC x BD = AD x BC. 

On en déduit que : (AE + EC) x BD = AB x CD + AD x BC. 

Or : AE + EC > AC : donc : AB x CD + AD x BG > AC x BD. 


3°) On a : AB x CD + AD x BC = AC x BD & AE + EC = AC 

nn: & (EA, EC) =n. 

Or : (EÅ, EC) = (EA, EB) + (EB, EC) | A ” 
= (CD, CÈ) + (AB, AD). 


—} + = > 7» Re —> A 
Donc : {EA, EC) =n & (CD, CB) + (AB, AD) =7 
© (AB, AD) =n + (CB, CD) 

& ABCD inscriptible. 
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2. Les rectangles d'or 

ABCD est un rectangle de sens direct tel que : BC = k AB {k > 0). 

On construit à l'extérieur de ce rectangle le carré BIJC. 

1°) Déterminer le nombre réel k pour que les droites (AC) et (DI) soient perpendiculaires. 

Dans la suite du problème, k garde la valeur ainsi trouvée. 

2°) On désigne par Q le point d'intersection des droites (AC) et (DD. 

Démontrer qu'il existe nne similitude directe s de centre Q telle que les points A, B, C et D ont pour 
images respectives par s les points I, J, D et A. 

3°) On désigne par PF le point d'intersection de (AC) et (1J). et J le point tel que l'J'AI soit un rectangle. 
a) Démontrer que l'J'AI est l'image par s du rectangle IJD'A. 

b) Démontrer que l’JDJ est un carré. 


Solution 
1°) Considérons les triangles rectangles ABC et IJD. J 
On a : (AB) L (IJ) et (BC) L (JD). 

Donc, les droites (AC) et (DI) sont perpendiculaires si et seu- 
lement si les triangles ABC et IJD sont semblables. 


té tee … AB AB _ KAB 
C'est-à-dire : BC JD 7 kAB (k+1)AB 


© k -k-1=0. 


Ou en déduit que : k = £ 


2°) Soit s la similitude directe de centre Q, telle que s(A) = I. 


Les triangles DAI et AQI sont semblables ; donc : QI _ AI _ £+1 _ k. 


QA AD k 


14/5 


2 


—> —> T 
De plus, on a : Mes (QA, QI) = 7 


Donc, s est la similitude de centre Q, de rapport k = et d'angle + 


Déterminons l'image de B pars. 


= 


On a : (1j) L (AB) et s{A) = I ; donc, l'image par s de la droite (AB) est la droite (IJ). 
De plus : Mes (AB, T) =5 e et = k ; douc : s(B) = J. 
On démontre de même que : s(C) = D et s(D) = A 


QI A yg 


3°) a) Les triangles QI et QAI sont semblables ; donc : TDi T OA” 


De plus : Mes (QÍ, QÏ) =5. 


Donc : s(I) = P. 
Uue démoustration analogue à celle utilisée dans la question 2°) permet de démoutrer que : s{J) = P. 
Donc, lT'AI est l'image par s du rectangle IJDA. 


b) Les poiuts I, J, C, B ont pour images respectives par s les posp P, T.D, J et IJCB est un carré. 


On en déduit que IJ'DJ est un carré. 


Les rectangles ABCD, IJDA et l'J'AT sont appelés « rectangles d'or ». s 
On remarque que si on « ajoute » un carré à un rectangle d'or, an obtient un nouveau rectangle d'or. 
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ABC est un triangle de sens direct, rectangle et 
isocèle en C. 

Construire l'image de B par la similitude direc- 
te de centre À, qui transforme C en B. 


ABCD est un rectangle de sens indirect. 
Construire son image par la similitude directe 
de centre À, qui transforme D en C. 


ABC est un triangle de sens direct, rectangle et 
isocèle en À ; Æ est le symétrique de A par rap- 
port à C. 

1. Déterminer le rapport et l'angle de la simili- 
tude directe s telle que : s(A”) = C et s(C) = B. 

2. Déterminer l’image par s de la droite (AC). 

3. Soit Q le centre de s. Démontrer que QCB est 
un triangle rectangle et isocèle ; construire Q. 


Les points À, B, C et D ont pour affixes respec- 
tives 2, — 2i, — 2 et 2i. Déterminer la forme rédui- 
te de la similitude directe s telle que : 

s(B) =C et s{C) = D. 


Soit (%) une droite et A 
un point du plan.. 

M étant un point de (&%), 
on désigne par AMNP le 
carré de sens direct. 
Déterminer les lieux géo- 
métriques des points N et 
P, lorsque M décrit (%). 
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Soit (€) un cercle de diamètre [AB]. M étant un 
point de (€) distinct de A et B, on désigne par N 
et P les points d'intersection de la droite (BM) et 
du cercle de centre M passant par À. 
Déterminer les lieux géométriques des points N 
et P, lorsque M décrit (€) privé de A et B. 


ABC est un triangle de sens direct. On construit 
extérieurement aux côtés de ce triangle les car- 
rés BCPQ. ACRS et ABTU, de centres respectifs 
A,B etC. 

Soit s, la similitude directe de centre B, de rap- 
port , 2. d'angle + ets, la similitude directe de 


centre A. de rapport _L, d'angle F- 
2 
3 
1. a) Déterminer les images par s,°s, des poiuts 
A et À. 
b) En déduire que les segments [AA] et [B'C] 
sont isométriques et perpendiculaires. 


2. Déterminer deux autres couples de segments 
isométriques et perpendiculaires. 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Es > d 


- a m » 
FE CLS ff P 
F ET sf — S j A ce Le PS 
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s EP P 


Æ 
ST dd He 


Le pian complexe est muni du repère orthonormé 
(O;@;» €). 


APPRENTISSAGE 


Similitudes directes du plan 


1 Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
éléments caractéristiques de la similitude directe d'écri- 
ture complexe donnée. 
a)jz'=iz+1 


cz =(#i 3 )z+ 2i 


e]z =z+3-—)]i flr =- 


b}z ={(1-;i)z +1 
d) z =-%+2i 


2 Dans chacun des cas suivants, déterminer l'écri- 
. ture complexe de la similitude directe de centre Q, de 
rapport k et d'angle ©. 


a) Q(1 + i), k=2 et a=% 
b} Q(— 3}, k= /2 et u= 
_ 2 SE 
c) Qi), Ne k= et LS 
d) Q- 2 + 3), k=% et u=- 
e} Q(1 — i), k=2 et =F 


3 Dans chacun des cas suivants, déterminer l'écri- 
ture complexe de la similitude directe s définie par : 
s(A) = Æ et s(B)= 
a) A(3 + 2i), A’'(3), B(1) et B’(i} a 
b) A(2 + i), Æ(3 + 2i), B(2) et B’(3i). 


& Soit s la similitude directe d'écriture complexe : 
g = 3iz— 9 — 3]. 
1. Déterminer les éléments caractéristiques de s. 
2. Déterminer l'image par s : 
a) du cercle de centre K(1 — 3i} et de rayon 1 ; 
b) de la droite (%) d'équation : x = 1. 


5 A,B et C sont trois points du plan d'images res- 
pectives A’, B’ et C’ ? par une similitude di directe de rapport k. 


Démontrer que : AB. AC =k? AB. AG. 
(On pourra utiliser, après l'avoir justifiée, l'égalité : 


AB’ AC = Í (AB? + AC? - B'C°)) 


6 Une similitude s laisse 
invariant le point I et transforme 
la droite (®) en la droite {@”). 

Soit H et H’ les projetés orthogo- 
naux de I sur (®) et (W). 
Démontrer que : H’ = s(H). 


7 Soit À, B etC les points d'affixes respectives : 
i, 1+i et 2 +21. 


DA ~ P F 
ET 


+ 


1. Déterminer l'affixe du barycentre G des points A, B et 
C affectés respectivement des coefficients 2, — 2 et 1. 

2. Démontrer que la similitude directe s, qui transforme 
A en B et B en C, a pour centre le point G. 

3. Déterminer l'angle et le rapport de s. 


8 Uze similitude directe de centre Q transforme 
un point A en ua point A’ et un point B en un point B’. 
Démontrer quil existe une similitude directe de centre Q 
qui tansir=s À en B et A en B’. 


9 Soi ARCD m losange de sens direct, de centre I 


p — 


et tel que Mes (A5. AD) =+. 


On considère la similitude directe s. de centre C, qui 
transforme À en B. 

1. Démontrer que l'image l du point I par sç est le milieu 
du segment [BC]. 

2. a) Démontrer que l'image D’ du point D par Sọ appar- 
tient à la droite (AC) et que les droites (DT) et (BC) sont 
perpendiculaires. 

b) En déduire une construction du point D’. 


19 Sur la figure ci-contre, 


ABC et CAD sont deux triangles à 
isocèles tels que : 
AB = AC = CD, 
= = i s 
Mes (AB, AC) =J > c D 
z. 


Mes (CD, CÅ) = 


1. Soit r, la rotation ds centre À qui ARENA B en C, 


ro la rotation de centre C et d'angle + 


On pose : f=rQer,. 

a) Déterminer les images par f de A et B. 

b) Démontrer que f est une rotation, dont on précisera le 
centre Q et l'angle. 

2. Soit s la similitude directe de centre Q, qui transforme 
A en B. On note C' l'image de C par s, H le milieu du seg- 
ment [BC] et H’ son image par s. 

a) Déterminer l'angle de s. 

b) Démontrer que C’ appartient à la droite (QA). 

c) Démontrer que H’ est le milieu du segment [QB]. 

d) Déinontrer que (C’H°) est perpendiculaire à (QB). 

En déduire que C’ est le centre du cercle circonscrit au 
triangle (BC. 


Similitudes directes et 
problèmes de géométrie 


Í {Í Soits la similitude directe d'écriture complexe : 
z ={(1+i)z-i 
1. Déterminer les éléments caractéristiques de s. 
2. On désigne par A le centre de s. 
Soit M un point distinct de À, d'image M’ pars. 
Quelle est la nature du triangle AMM’ ? 
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3. Déterminer le lieu géométrique de M’ lorsque M décrit 
le cercle de centre O et de rayon 1. 


12 Soit (€) un 
cercle de centre I et A 
un point du plan. 

M étant un point de (€), 
on désigne par AMN le 
triangle équilatéral de 
sens direct. 

Déterminer le lieu géo- 
métrique du milieu J 
du segment [AN], 
lorsque M décrit (8). 


13 Soit (D) une droite et A un point n'appartenant 
pas à (2). M étant un point de (%), on désigne par N le 


point de (%) tel que Mes (AM, AN j= a , par H,,et Hy les 


pieds des hauteurs issues de M et N dans le triangle AMN. 
Déterminer les lieux géométriques des points H,, et Hy. 
lorsque M décrit (). 


14 Soit ABCD un carré. C E 
M étant un point de la droite M 
(DC), la perpendiculaire en A à 
la droite (AM) coupe la droite 
(BC) en N. 
1. Démontrer que AMN est un triangle rectangle isocèle. 
2. Déterminer le lieu géométrique du milieu I du segment 
[IMN], lorsque M décrit (DC). 


D À 


15 Soit M un point d'un demi-cercle {€} de dia- 


mètre [AB]. La droite (MB) coupe en I la perpendiculaire 


issue de À à la bissectrice de l'angle AMB. 
Déterminer et construire le lieu géométrique du point I, 
lorsque M décrit (@). 


46 Soit s la similitude directe d'écriture complexe : 
| z'={(1—:i)z + 2 —1. 
1. Déterminer les élémeuts caractéristiques de s. 
2. Déterminer et construire l'ensemble des points M d'af- 
fixe z tels que : [(1 — i)z + 2 — i)| = 4. 
3. Retrouver le résultat de la question précédente par une 
méthode algébrique. 


17 Soit s la similitude directe d'écriture complexe : 
z = (1 + 1/3 )z + zena, 


1. Déterminer les éléments caractéristiques de s. 
2. Déterminer et construire l'eusemble des points M d'af 


fixe z tels que : {a +if3)z + Meas =1. 


18 ABC est un triangle A 
de sens direct. I, J et K sont J 
les points tels que les tri- 
angles IBC, JAC et KBA sont 
de seus direct, rectangles et 
isocèles. 
1. Déterminer : B C 
a} l'angle et le rapport de la similitude directe s, de 
ceutre À, qui transforme C en J. 
b) l'angle et le rapport de la similitude directe s,, qui 
trausforme À en K et C en I. 
2. En déduire que IJAK est un parallélogramme. 
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19 ABC un triangle de sens direct, A’, B’ et Œ les 
points extérieurs à ce triangle tels que A’BC, B’AC et C'AB 
sont des triangles équilatéraux. I, J et K sont les centres de 
gravité respectifs des triangles ABG, B’AC et C'AB. 

1. a) Déterminer le rapport et l'angle de la similitude 
directe s, de centre À, qui transforme J en C. 

b) Déterminer l'image de K par s,- 

2. a) Déterminer le rapport et l'angle de la similitude 
directe są de centre B, qui transforme C en I. 

b) Déterminer l'image de C’ par sp- 

3. Démontrer que s,es, est une rotation, dont on préci- 
sera le centre et l'angle. 

4, En déduire que le triangle IJK est équilatéral. 


20 ABCD et AEFG sont des carrés de sens direct. 
Le but de cet exercice est de démontrer que les droites 
(BE), (CF) et (DG) sont concourantes. 
1. En utilisant la rotation r de centre A et d'angle 5 
démontrer que les droites (BE) et (DG) sont perpendicu- 
laires et que BE = DG. 
2. On désigne par I le point d'intersection de (BE) et (DG), 
H le projeté orthogonal de A sur (BE) et K le projeté 
orthogonal de A sur (DG). 
a) Démontrer que : r(H) = K. 
b} En déduire qne AHIK est un carré. 
3. Soit f la similitude directe de centre A qui transforme 
B en C. 
a} Déterminer le rapport et l'angle de cette similitude. 
b} Déterminer f(E) et f(H). 
c) Conclure. 


21 ABCD est un 
quadrilatère couvexe de 
sens direct. 


On construit extérieure- 
ment aux côtés de ce 
quadrilatère les carrés 
AMNB, BPQC, CRSD et 
CUTA, de centres res- 
pectifs O,, O,, O, et O, 


1. Soit sp la similitude directe de ceutre D, de rapport J2 


et d'angle -7h Sg la similitude directe de centre B, de 


rapport L et d'angle -7 


J2 
Démontrer que l'image par s,0s, de O, est O.. 
2. Soit s’, la similitude directe de centre B, de rapport J2 
T 
1 y’ 
rapport -— et d'angle + 
[2 . 


et d'angle — s’, la similitude directe de centre D, de 


y 
E 12 , LU 
Démontrer que l'image par s’,°s’, de O, est O} 
ui 
z ž A L 3 
3. a} Démontrer que : 5,08, = Spe p 


b} En déduire que les segments [0,0] et [0,0,] sont iso- 
métriques et perpendiculaires. 


22 Soit ABC un triangle tel que Mes (AB, AČ) = + 
et AC = 2AB, (%) une droite ne passant par A. 
1. Déterminer le rapport et l'angle de la similitude 
directes de ceutre À, qui transforme B en C. 
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2. Déterminer et construire un point M de (®) tel que : 
s(M) e (). 


APPROFONDISSEMENT 


23 Deux cercles (€) et (€°), de centres I et P, de 
rayons r et r’, sont sécants en deux points A et B. 
1. Démontrer qu'il existe une similitude directe s de 
centre À qui transforme (6) en (€) ; préciser son angle et 
son rapport. 
2. Soit B’ l'image de B par s. 
a} Démontrer que la droite (BB’) est tangente à (@). 
b} En déduire une construction du point B’. 
3. Soit M un point de (€), distinct de A et B, et M’ son 
image par s. Démontrer que les points B, M et M’ sont ali- 


gnés. 

24 ABA’ est un triangle équilatéral de sens direct 
et B’ le point tel que : AB’ = 2 AA. Soit s la similitude 
directe qui transforme A en À’ et B en P’. 

1. Déterminer le rapport et l'angle de s. 

2. Soit Q le centre de s. Exprimer QA et QA’ en fonction 
de AA’. 

3. Démontrer que le triangle QAA’ est rectangle en À, 
puis placer Q. 

4. Soit À” l'image de A par s. 


Démontrer que Mes AB’, AA”) = = et que le triangle 
A'B’A” est équilatéral, puis placer A”. 


25 ABC est un triangle de sens direct, isocèle et 
rectangle en A. Les points I, J et K sont les milieux res- 
pectifs des segments [BC], [AC] et [AB]. 

On désigne par (T4), (Tp) et (To) les cercles de diamètres 
respectifs [AI], [BI] et [CI]. 

1. Soit r la rotation de centre I et d'angle £. 

Déterminer les images de (T) et (To) par r. 

2. Pour tout point M de (T,) distinct de I, J et K, on note 
N le point où la droite (MK) recoupe (T) et P le point où 
la droite (MJ) recoupe (T). 

a) Déterminer le centre de la similitude directe s,, qui 
transforme À en M et B en N. 

b) Déterminer le centre de la similitude directe s’,, qui 
transforme À en M et C en P. 

c} Comparer sy et S` ; en déduire que les points N, I et 
P sont alignés. 

3. Dans cette question, Le point M de (T,) est choisi de 


Z —+ 
sorte que Mes (IA, IM) = — T 


Démontrer qu'il existe une similitude directe qui trans- 
forme le triangle ABC en le triangle MNP ; préciser ses 
éléments caractéristiques. 


26 A est un point du plan. On considère la trans- 
formation f qui, à tout point M du plan, associe le point 
M' tel que : 

e si M = A, alors M’ = A ; 

e si M # À, alors M’ est le centre de gravité du triangle 
AMB de sens direct, rectangle et isocèle en M. 

1. Démontrer que, si M est distinct de A, alors : 


3 
2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques 
de la transformation f. 


cos (A, AÑ) = 25, sin A, AR = LS où AM, 


27 ABCestun triangle de sens direct. On construit 
à l'extérieur de ce triangle les triangles ABP, BCQ et CAR, 
rectangles et isocèles respectivement en P, Q et R. 
1. a) Déterminer les éléments caractéristiques de la simi- 
litude directe s, de centre B, qui transforme P en A. 
b) Déterminer les éléments caractéristiques de la simili- 
tude directe s- de centre C, qui transforme A en R. 
2. Démontrer que la transformation Sc°8R est une rota- 
tion. dont on précisera l'angle. 
3. On cssisne par I le milieu de [BC]. 
a) Démontrer que I est le centre de s,.0s.. 
b) En d&duire la nature du triangle IPR, 


28 28CD et DEFG D G 


sont des cer de sens 


mn 


1. Soit s la smil Rede direc- 
te de centre D qu transfor- 
me À en E. 

a) Déterminer les élsments caractéristiques de s. 

b} Déterminer l'image de E par s et la mesure princi- 


[ay 


C 


pale de l'angie E BF). É 

2. On désigne par (€) le cercle de diamètre [BD] et par K 
le point d intersection des droites (AE) et (BF). 

a) Démontrer que K appartient à (€). 

b) En déduire que (KD) et (BF) sont perpendiculaires. 

3. On désigne par (€) le cercle de diamètre [DF]. 

a} Démontrer que K appartient à (€). 

b) En déduire que les points C, G et K sont alignés. 


2% ABCD est un carré de sens direct et de centre I. 
Soit P un point de la droite (BC), distmct de B. Les droites 
(AP) et (CD) se coupent en Q. La droite perpendiculaire à 
(AP) passant par A, coupe (BC) en R et (CD) en T. 


1. Soit r la rotation de centre A et d'angle S i 

a) Déterminer l'image de (BC) par r. 

b) En déduire les images par r des points F et R. 

2. On désigne par N et M les milieux respectifs des seg- 

ments [PT] et [QR], par s la similitude directe de centre A, 
[2 


de rapport =% et d'angle À. 


a) Déterminer les images par s des points B,R et P. 

b} Déterminer le lieu géométrique du point N lorsque P 
décrit (BC) privée de B. 

c) En déduire que les points M, N, B, D et I sont alignés. 


30 ABCD est un carré de sens direct et de centre I 
On désigne par J le milieu du segment [AI] et par s la 
similitude directe, qui transforme A en I et B en J. 
1. Déterminer le rapport et l'angle de s. 
2. Construire s{C) et s(D). 
3. Démontrer que le centre Q de s appartient au cercle de 
diamètre [AD] et au cercle circonscrit au triangle ABJ. 
Construire Q avec précision. 


31 On donne deux cercles (€) et (6°) de centres 
respectifs I et P, de rayons différents r et r’. 
1. Démontrer que l'ensemble des centres des similitudes 
directes, qui transforment () en (€), est un cercle (D) 
que l'on déterminera. 
2. On suppose que : r’= 2r et Il = 3. 


1 =? = 


Soit A et B les points tels que : — TA =I "et B=- T. 
a) Démontrer qne : A e (T} et B e (T). 
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b} En déduire le tracé de (T). 

c) Soit K le point de contact de la tangente à (T) issue de 
Į, tel que KIF est de sens direct. 

Déterminer l'angle de la similitude directe de centre K, 
qui transforme (6) en (€). 


32 Soit s la similitude directe d'écriture complexe : 
z = (1 + i}z + 2. 
1. Déterminer les éléments caractéristiques de s. 
2. Soit Q le centre de s. Quelle est la nature du triangle 
MOM’, où M’ est l'image de M pars ? 
3. Donner un programme de construction de M’. 
4. Déterminer et construire l'ensemble (6.) des points M 
tels que : OM = OM. 
5. Déterminer et construire l'ensemble (@,) des points M 


tels que : OM . OM’ = 0. 


33 AIT est un triangle de sens direct, isocèle et rec- 
tangle en A. Les cercles (€) et (€) passant par À, de 
centres respectifs I et l’, se recoupent en un point B. 

On associe à m point M de (@) le point M' de (€) tel que : 


> —> 

Mes (M, TM") = -+. 
1. Démontrer qu'il existe une uniqne rotation r transfor- 
mant I en let M en M’. 
Déterminer le centre et l'angle de cette rotation. 
2. Le point M étant distinct de B, la droite (BM) recoupe 
(€) en N’ et la droite (BM°) recoupe (€) en N. 
Démontrer que N° est l'image de N parT. 
3. On construit les carrés MBM'P et NBN°Q. 
Démontrer que P est l'image de M par la similitude directe 
s de centre B, qui transforme N en Q. . 
4. Déterminer les lieux géométriques des points P et Q, 
lorsque M décrit (6). 


34 Sur la figure ci-contre, 
[AB] est un diamètre du cercle 
(€), C est un point de JABI et I 
est le milieu de [BC]. 
La médiatrice de [BC] coupe (€) 
en M et M’, tel que AMM est de 
sens direct. 
Enfin, N est le projeté orthogo- 
nal de C sur (AM). 
1. Démontrer que N, C et M’ sont alignés. 
2. Soit s la similitude directe de centre N, qui transforme 
M en C. 
a) Déterminer l'angle de cette similitude. 
b) Déterminer les images par s des droites (MI) et (NC). 
c} Eu déduire l'image de M’ pars. 
3. Soit lle milieu de [AC]. 
a) Démontrer que l’ est l'image de I par s. 
b) En déduire que la droite (NI) est tangente en N au 
cercle de diamètre [AC]. 


35 On considère deux segments [AC] et [BD] de 
même tongueur, de milieux respectifs M et N tels que : 


Mes (AC, BD) = LE 


1. Déterminer toutes les isométries transformant [AC] en [BD]. 
2. Soit r, la rotation de centre I, qni transforme: A eu D et 
C en B. Soit r, la rotation de centre J, qui transforme A 
en B et C en D. 

a) Quelle est la uature du quadrilatère IMJN ? 
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b) Donner un programme de construction de I et J, ne fai- 
sant intervenir que les points M et N. 

3. Soit P le point diamétralement opposé à I sur le cercle 
de diamètre [ADI et s la similitude directe de centre I qui 
transforme A en P. 

a) Déterminer les éléments caractéristiques de s et sa 
forme réduite. d 
b) Trouver l'image de la droite (AC) par s. 

4. Les points M et N restent fixes et distincts. Les points 
A, B, C et D varient dans le plan de telle sorte que les seg- 
ments [AC] et [BD] gardent une longueur constante € et 


E 
Mies (AC, BD) =7. 


On pose : R = s(C). Déterminer l'ensemble décrit par les 
rent P et R 


36 ABCDEF est un hexagone régulier de centre I, 
tel que le triangle IAB est de sens direct. Soit J le milieu 
du segment [AT]. 

1. On note s, la similitude directe de centre B, de rapport 
zA d'angle = š 

a) Déterminer l'image de E pars.. 

b} Déterminer l'antécédent de J par s.. 

2. On note s, la similitude directe de centre J qui trans- 
forme A en F. Déterminer le rapport et l'angle de s,. 

3. On note s la similitude directe qui transforme E en F 
et D en J. 

a} Comparer s et 5,05. 

b} En déduire le rapport et l'angle de s. 

c) Construire le centre Q de s, en énumérant les diffé- 
rentes étapes de cette construction. 


37 Soit r un nombre réel strictement positif, u le 


nombre complexe de module r et d'argument — m - 
1. On considère la suite (A,) de points définie par : 


a Ag = O, 
° l'affixe de A} est i, 
° Yne N* \ {1}, A, est l'image de A„_, par la similitu- 


de directe de centre A, _,, de rapport r et d'angle — m, 


On désigne par z, l'affixe de A. 

a) Écrire, pour tout entier naturel n non nul et distinct de 
4, une relation entre Z Z1 €t Zp z 

b) Démontrer que : 
VneN*\{i}z,-z,_,={tu}ti 

2. a) Déterminer les éléments caractéristiques de la simi- 


litude directe s, qui transforme A, en À, et À, en À.. 
b) Démontrer que: VneN,A,,,=s{A,). 


38 ABCD est un carré de sens direct et de centre I. 
Soit M un point de la droite (DC), N le point d'intersec- 
tion de la droite (BC) et de la perpeudiculaire à la droite 
(AM) passant par A, J le milieu du segment [MN]. 
1. On considère la rotation r de centre A telle que : B = r{D). 
a) Démontrer que : N = r{M). 
b) En déduire la nature dn triangle AMN. 
2. On considère la similitude directe s de centre A telle 
que : I = s(D). 
a} Déterminer l'image de C pars. 
b} Démontrer que : J = s{M). 
c) En déduire le lieu géométrique des points J, lorsque M 
décrit (DC). 
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Applications 
de l'espace 


Introduction 

SL LE LR ES ans les classes précédentes, nous avons étudié le parallélisme 
PTS RO et l'orthogonglité des droites et des plans de l'espace. Dans ce 
a chapitre, nous utilisons ces notions paur définir des applications 
RE de l'espace et étudier leurs propriétés. 
= = | Sur la photo de la ville de Chinguetti, les ombres projetées sur le 
Fe | sol et sur les bâtiments définissent autant de projectians sur des 

| plans, parallèlement à la direction des rayons du soleil. Certaines 

isométries de l'espace permettent également de déterminer les a 


éléments de symétrie (centre, axes, plans} d'un solide. Ainsi, on 
peut remarquer que la mosquée de Chinguefti possède un axe et 
deux plans de symétrie. 


© JsorMarc Durou. 
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pace. 


e Le vocabulaire et les résultats concernant les applications du plan s'étendent à Lee + 
— une transformation de 6 est une application bijective de 6 dans € ; 
— une isométrie de 6 est une application de € dans € qui conserve la distance : i 
— une application affine de € est une application de € dans € qui conserve le coefficient de colinéarité. 


+ Une application de € dans € est une application affine si et seulement si elle vérifie l'une ou l'autre 
des conditions suivantes : 
— elle conserve le barycentre ; 
x'=ax+by+cz+d 
— son expression analytiqne est de la forme : 4 y°= ax + b'y + c’z + d’. 
=ax+b'y+c’z+d? 


+ Les propriétés des applications affines du plan s'étendent à l'espace ; en particulier : 
— une application affine de € est déterminée par la donnée d'un repère de 6 et de son image ; 
— l'ensemble des points invariants par une application affine est Ø, un singleton, une droite, un plan 
ou 6 ; 
— l'image d'une droite par une application affine est un singleton ou une droite ; 
— l'image d'un plan par une application affine est un singleton, une droite ou un plan ; 
+ À toute application affine f de € est associée une application linéaire ọ de W dans lui-même telle que 
—+ — y 
pour tous points A et B, on a : (AB) = f(A)I(B). 
+ Toute isométrie de & est une application affine. 
Une isométrie conserve l'alignement, le parallélisme et l'orthogonalité. 
Une isométrie conserve les aires et les volumes. 


re L d 


Projections _. . _. : . 


4.1. Définitions et propriétés 


- Lorsqu'une droite et un plan ne sont pas parallèles, leur intersection est réduite à uu singleton. 


Ce résultat justifie les définitions suivantes. 


Définitions 


Soit (P) un plan de 6 et (A) une droite non paral- 
lèle à (P). 

On appelle projection sur (F) parallèlement à 
(A) l'application p de € dans lui-même qui à tout 
point M associe M', point d'intersection de (P) 
avec la parallèle à (A) passant par M. 


(A) 
M’ gp 
On a : pM) =M' & f e g AR s 
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Soit (%) une droite de € et (Ti) un plan non 
parallèle à (9). 

On appelle projection sur (®) parallèlement à 
(M) l'application q de € dans lui-même qui à tout 
point M associe M', point d'intersection de (à) 
avec le plan parallèle à (TI) passant par M. 


(D) 


M’ € ($) 


On a:q{M)=M & À a 11 (D 
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Vocabulaire 
M' est le projeté de M sur (®) parallèlement à (A). M est le projeté de M sur (%) parallèlement à (T). 


Remarques 


° Lorsque (A) L (P), p est la projection orthogonale + Lorsque (MI) L (&), q est la projection orthogonale 
sur (P) et M' est le projeté orthogonal de M sur {FL sur f3) et M’ est le projeté orthogonal de M sur (&). 


Soit p la projection sur un plan (F) parallèle- Set q la projection sur une droite (©) parallèle- 


ment à une droite (A). ment à un plan (I). . x 
— L'image de € par p est (P). — L'imase de € par q est (5). d 
— L'ensemble des antécédents par p d'un peint — L'ensemble des antécédents par q d'un point M' 
M' de (P) est la parallèle à (A) passant par M. de (2) est le plan parallèle à (IT) passant par M'. 
- L'ensemble des points invariants par p est (?). — L'ensemble des points invariants par q est (@). 


Ces propriétés découlent des définitions. 


1.2, Autres propriétés 


s= Conservation du coefficient de colinéarité 


Propriété 

Soit A, B, C trois points de € et A', B', C' leurs images respectives par une projection. 
—+ —> —> — 

S'il existe un nombre réel k tel que AC = kAB, alors on a : AC’ = k A'B’. 


Démonstration 
e Considérons la projection sur un plan (Ẹ®) parallèlement à 
une droite (A). | 

— Lorsque AB est un vecteur directeur de (A), on a : . 

A =P =C ; donc . AC = kARB. 

— Lorsque AB n'est pas un vecteur directeur de (A), les points 
A, B, C, A, P’, C sont coplanaires et on est ramené à une pro- 
jection dans le plan. Donc : AC’ = k A'B’. 


(A) 


e Considérons la projection sur une droite (®) parallèlement à 
un plan (H). 
— Lorsque AB est un vecteur de (IT), on a : À = B’ =C; 
donc : AC = k AB’. 
— Lorsque AB n'est pas un vecteur de (IT), la parallèle à (®) pas- 
sant par À coupe les plans parallèles à (TI) passant par B et C 
en B} et C} tels que : 

(BB,) // (CC,) et (AA) // (B,B) // (CC). 

Dans le plan contenant les points A, B, C, B} et C}, on a: 
AÛ, = kAB,. 
Dans le plan contenant A, B p C, A,B etC’, on a: AP’ = AB, i 
et AC = AC... ta ppn | 

On en déduit gne : AC’ = k A'B’. 


Remarques 


soit A, B, C, D, I des points de € et A’, B’, C’, D’, F leurs images respectives par une projection. 
e Si I est le milieu de[AB], alors F est le milieu de [A'B]. 
° Si ABCD est un parallélogramme, alors A’B'C'D’ est un parallélogramme. 


= 
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Conséquence 


Toute projection de l’espace est une application affine. 


Remarques 
Bargi 
Toute projection de € admet une application linéaire associée, appelée projection vectorielle. 
e Si p est la projection sur un plan de vecteurs + Si g est la projection sur une droite de vecteur 
directeurs u et v, parallèlement à une droite de directeur à. , parallèlement à un plan de vecteurs 


vecteur directeur w, alors l'application linéaire directeurs © z et w, alors l'application linéaire asso- 
associée est l'application n deW dans W telle que: ciée est l'application y de W dans W telle que : 


nu) = u, r{v) =v et r{w)= 0. fu) =u, yr)=0 et ylw)= 
pres n image d'une droite, d'un plan 


Soit p une projection, (AB) une droite, A et B° les images respectives de A et B par p. 
+ Si À + B’, l’image de (AB) par p est la droite (A'B’). 
e Si À = B’, l’image de (AB) par p est le singleton {A}. 


La démonstration de cette propicie est analogue à celle donnée pour l’image d’une droite par une appli- 
cation affine du plan. 


Remarques 


° L'image d’un segment [AB] est le segment [A'B] ou le singleton {A}. 
e L'image d’une demi-droite [AB) est la demi-droite [A'B’] ou le singleton {A>}. 


Propriété 2 


Soit p une projection, (AB) et (CD) deux droites parallèles. 


Si l'image de (AB) par p est une droite (A4’B°), alors l’image de (CD) par p est une droite (C’D°) paral- 
lèle à (AB). 


Démonstration 


Les vecteurs AB et CD sont colinéaires ; donc, il existe un nombre réel k non nul tel que : CD = k AB. 
p est une application affine ; donc p conserve le coefficient de colinéarité et on a : CD =k AP’. 
L'image de (AB) est une droite ; donc AB + 0. 

On en déduit que CD’ 4 0'et que l'image de (CD) par p est uue droite (C’D’) parallèle à (A’B). 


Nous admettous les propriétés suivantes. 


Propriétés 3 


Soit p la projection sur un plan (®) parallèle- Soit q la projection sur une droite (®) parallèle- 
ment à une droite (A). ment à un plan (I). 

L'image par p d'un plan parallèle à (A) est la L'image par q d'un plan parallèle à (T) est le 
droite d'intersection de ce plan avec (@). . point d'intersection de ce plan avec (à). 
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Remarques 
+ L'image par p d'un plan non parallèle à (A) est le + L'image par g d'un plan non parallèle à (M) est 
plan (P). la droite (41. 


a Mi fe PuSo maa . 
ishi HA TEESE 


z Expression analytique d'une projection 


Gnx ne Tini l'expression analytique d'une projection que dans les cas particuliers où Le plan ( ou Î la droi- 
te) de projection et la direction de projection sont parallèles aux plans ou axes du repère (O. È J, 7k). 


e Soit p la projection sur un plan (F) d'équation | + Soit q la igp sur une croïte (3) de systè- 


Z =C, parallèlement à une droite (A) de vecteur | me d'équations {7 2}, p rs a pm plan (11) 


directeur k. de vecteurs directeurs Tet j. 


7 


{x x 
Soit M(u ) un point de 6 et M (x) son image par p. | Soit M(y ) un point de € et M'{ y = n image par q. 
Z i 


Ona: WEW g z’=c; M’ € ($) 
(MM) // (a) ef 


On a : 
0 : (MM) // (11) 


On en déduit la propriété suivante. 


Propriétés 


L'espace est muni du repère (O, à 7 k). 
* Lexpression analytique de la projection sur le 
plan (#) d'egéation Z =C, parallèlement à une 


+ L'expression analytique de la projection sur la 


droite (%) de système d'équations p ja p paral- 


Es x OF 
droite (A) de vecteur directeur k est : | y =y. lèlement à un plan (I) de vecteurs directeurs T 
ec x’ = 
et j est: f y’ =D. 
=g 


1.3. Travaux dirigés 
Le repère (O, i h k) est orthonormé. 
g= Z (2x+y-z-3) 


3 


Soit p l’application de € dans € d'expression analytique : { y’ = + (x + 2y + z + 3). 


Le à 

Z =-7 -x+y + 2z- 3) 
1°) a) Déterminer l’image Æ’ par p du point A de coordonnées (1 ; — 2 ; 3). 
b) Déterminer l’ensemble des antécédents de A’ par p. 
2°) Démontrer que l’ensemble des points invariants par p est un plan (P). 
3°) Soit M un point de é et M’ son image par p. 
a) Démontrer que M’ appartient à (P). 
b) Démontrer que si M n'appartient pas à (®), la droite (MM) est orthogonale à (P). 


4°) En déduire la nature de p. 
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Solution 


1°) a) Dimage de A par p est le point Æ de coordonnées (-— 2 ; 1 ; 0). 
x 2Xx+y-7-3=—-6 2X+y-27=-3 

b) Soit M(y ) un antécédent de A ; on a : x+2y+z+3=3 & dJx+2y+z=0 
5 —Xx+y+2:-3-0 —x+y+2Z=3 

2x +y-z=—-3 


Ce système est équivalent à un système de deux équations : j x+2y+2=0 


, c’est-à-dire un système 


d’égnations cartésiennes de la droite passant par A et de vecteur directeur u à (- 1). 
1 


2+ ymz = 3 —X+y-z-3-=0 
2°}Ona:M=M & 4 x+2y+2+3=3y > 4 x-y=z+3-0 Sx-y+z+3-=0. 
—X+y+22-3-=3Z —X+y—-z-3=0 | 


Donc, l’ensemble des points invariants par p est le plan (F) d'équation :x-y+z+3=0Q. 
3°) a} On vérifie que : x’ —- y’ + z’ +3 = 0 ; donc: M E {F}. 
+(-x+y-2-3) 
bOna: MM 5 (x —y+z+3) ; de plus a (-a) est un vecteur normal au plan (P). 
T (-x+y-z-3) 


MM’ et u sont colinéaires ; donc, la droite (MM) est orthogonale au plan (@). 
4°) On en déduit que p est la projection orthogonale sur le plan (P). 


á er a ; mi . F Y-i ai f + FH fi pe PE. D eT CORP" > ai aa p'a : 
PI ANR e a af De "ee ART ft ff A OP M Te Es de OT A E PS AE, AE ST CS it 0 of A 2 NS E MM EN A 
AGE A UT fps ART AT Hs 44e a F7 AT LÉO HER RE NN ET AT CAEN A D T ft ET ART MENT DIT AST Et NT ON ete UE Arf fe Pl Vel | di ON” MAT MNT, AE a E ù 
D 4 s% Ais EE" t AN 40 aei A de ae MEAE SO Ea xd gà j GE AT lie AS ANED ARETA DS AE D a O a E ps ar ae AU T Y, SRE aara 
5 j A š E siy j s i A O E E AU N A a : aise E EN. EA Ar? A ae G ; É SE OT LA 3 ue PE RCE 
i ʻ mit g = dis Serre, VERT 4 É; t REIN SE AST uea "ad a Pe ae a E E AS LEE 6e < F4 , s . 4 x F4 , 
LA 
X 


l.a Soit ABCD un carré et (P) un plan non per- pectives de A, B, C et D par la projection ortho- 
pendiculaire au plan (ABC). gonale sur (9P). ho 
On désigne par À’, B’, C’ et D’ les images res- 1. Déterminer la nature du quadrilatère A'B'CD’. 
pectives de A, B, C et D par la projection ortho- 2. On BIAR ANS S (AC) L (BD). À quelle 
gonale snr (P). condition A’B'C’D’ est-il nn losange ? 
1. Quelle est la nature dn quadrilatère A'B'CD ? 3. On suppose que ABCD est un tétraèdre régn- 
2. À quelle condition le quadrilatère A’B'C'D’ lier. Quelle est alors la natnre du quadrilatère 
est-il nn losange ? nn rectangle ? un carré ? CD”: 


+ +? k 
l.b Soit ABCDEFGH nn cnbe et p la projection le Le repère (O, í, j, k) est orthonormé. 


orthogonale snr le plan (HFC). Soit (P) en d’éqnation x — 2y + 3z = 1 et le 
1. Démontrer que : p{A) = p(G). point A(- 5). 

2. Démontrer que p(A) est le centre de gravité ; 5 | di 
dn triangle HFC. 1. Déterminer les coordonnées de l’image Æ de 


À par la projection orthogonale p snr (@). 
2. Déterminer nne représentation paramétriqne 


l.c Soit ABCDEFGH un cube et p la projection de l’ensemble des antécédents de Æ par p. 


orthogonale sur la droite (EC). 


1. Démontrer que les points A, F et H ont . noas ; 
même image I par p. l ri Le repère (O, Èj k) est orthonormé. 


2. Déterminer l’ensemble des antécédents par Soit (2) la y | de représentation paramé- 
x=-1+ 2 

p du milieu J de [IC]. triqne fy =2- k (à € R) et le point A 3 } 
g= - 


1.d Soit ABCD nn tétraèdre, Ï et J les milienx res- 1. Déterminer les coordonnées de limage Æ de 
pectifs de [AC] et [BD], (@) nn plan orthogonal A par la projection orthogonale p snr (%}. 
à (1J). 2. Déterminer une éqnation cartésienne de 
On désigne par A’, B’, C’ et D’ les images res- l’ensemble des antécédents de À par p. 
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-O Translations et homothéties 


_ 9,1. Translations 


zx Définition et propriété caractéristique 


Définition 
Soit & un vecteur de W. 


On appelle translation de vecteur IT U, et on note t- , l'application de € dans lui-même qui à tout point 
M associe le point M’ tel que : MM = à. 


e Siu= 0, t- est l'application identique ; tous les points de € sont invariants. 
e Si u + 0, aucun point n'est invariant. 

Exemples 

Soit ABCDEFGH un pavé. 

+ Les points E, F, G et H sont les images respectives des 
points A, B, C et D par la translation de vecteur AÈ. 

e Les points B, C, G et F sont les images respectives des 


points A, D, H et E par la translation de vecteur AB. A ai 

Propriété 

Soit f une application de € dans lui-même. N N' 
f est une translation si et seulement si, pour tous points M et N Fi | 

on 

d'images respectives M' et N', on a : MN" = MN. T M 
La démonstrotion de cette propriété est analogue à celle faite dans le plan en classe de première. 
Remarques 


e Toute translation de © est une isométrie. 
e L'application linéaire associée à une translation est l'application identique de W 


ses Translations et configurations 
Soit t une translation. 
+ L'image de la droite de repère (A, u) est la droite de repère (ta), d). | 


* L'image du plan de repère (A, u, v) est le plan de repère (ta), ia v). 

e L'image d'une figure plane est une figure de même nature et de mêmes dimensions. 

+ L'image d'un solide de l'espace est un solide de même nature et de mêmes dimensions. 

Par exemple, l'image de la sphère de centre I et de rayon R est la sphère de centre t([) et de rayon R. 


=== Expression analytique d’une translation 
x’ 
Soit t une translation de vecteur u a(b i M(y) un point de 6 et Mur) son image par t. 
c Z 


i x'-x=a 
SF ? 
On a: MM’ =u e f y-y=b. i 
z-—-z=c¢ 


» 


On en déduit la propriété suivante. 


L'espace est muni du repère (O, LE k). P x'=x1+a 
L'expression analytique de la translation de vecteur ü(b) est : j y =y+b. 
s z'=2+0C 
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sansen Composée de deux translations 
Propriété 
Soit u et v deux vecteurs de W. M. D M 
La composée t>0t- des translations de vecteurs respectifs u et v est u “an 
u+ 


la translation de vecteur t + v, M 


La démonstration de cette propriété est analogue à celle faite dans le plan en classe de première. 
On a : toto- = f> > 
D u u +0 


Remarques 


e La loi o est une loi de composition interne dans l'ensemble 3 des translations de €. 
e Pour tous vecteurs u et b de W,ona:v+u=u+e;donc:t-ot-=t-ot.. 

La composition des translations est commutative. 

+ La composition des translations est associative. 

e tz est l'élément neutre de J pour la loi o. 


° Pi tout vecteur u de W,ona:t -ot-= Id, ; t; est donc une transformation de € et{t»F'=t 2. 
On en déduit que : (J,0) est un groupe commutatif 


Er Fe 


asz Définition et propriété caractéristique 


Soit O un point de & et k un nombre réel non nul. 


On appelle homothétie de centre O et de rapport k, et on note hio, ą ou h, l'application de € dans lui- 
même qui à tout point M associe le point M’ tel que : OM: = kOM. 


e Si k = 1, h est l'application identique et tous les points de € sont invariants. 
e Si k #1, O est le seul point invariant. 
e Si k =—1,h est la symétrie de centre O. 


Exemples a 

Soit OABCD une pyramide et ABCDEFGH le tronc de pyramide i, N 

tel que E, F, G et H sont les milieux respectifs des arêtes [OA], E F4 EAR 
[OB], [OC] et [OD]. H 


e Les points E, F, G et H sont les images respectives des points A, 
B, C et D par l'homothétie de centre O et de rapport F 


+ Les points A, B, C et D sont les images respectives des points E, 
F, G et H par l'homothétie de centre O et de rapport 2. B C 


Propriété 
Soit f une application de € dans luimême, k un nombre réel diffé- 
rent de 0 et de 1. 


f est une homothétie si et seulement Si pour tous points M et N 
d'images respectives M’ et N’, on a : M'N’ = kMN. 


La démonstration de cette propriété est analogue à celle faite dans le plan en classe de première. 


Remarques 


+ Toute homothétie de € est une application affine. 

+ L'application linéaire associée à une homothétie h de rapport k (k +1) est l application de W dans W, 
appelée homothétie vectorielle, qui à tout vecteur u associe le vecteur ku . 

e Une homothétie de rapport k multiplie les distances par |k], les aires par k? et les volumes par |k |3, 
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Soit h une bomothétie de rapport k. 
+ L'image de la droite de repère (A, u) est la droite de repère (h(A), u). 


° L'image du plan de repère (A, &, v) est le plan de repère (h(A), Ñ, v). 

e L'image d'une figure plane est une figure de même nature. 

+ L'image d'un solide est un solide de même nature. 

Par exemple, l'image de la sphère de centre I et de rayon R est la sphère de ceutre h(I) et de rayon |kÍR. 


semwa Expression analytique d'une homothétie 
La démonstration des propriétés suivantes est analogue à celle faite dans le plan en classe de première. 
Propriété 1 
L'espace est muni du repère (0, à j; k) 
pace P TRE) x’ = kx + (1 - kja 


L'expression analytique de l'homothétie de centre a(b) et de rapport k est : y’ =Kky +(1-Kk)b . 
c 


z’ = kz + (1 — kjc 
Exemple s? nE BN 
L'homothétie de centre o( 2 2 ) et de rapport — 2 a pour expression analytique : j y’ =-— 2y + 6. 
z'=- 27 


` L'espace est muni du repère (O, %, j, FE). 
` Soit p, q et r trois nombres réels, k un nombre réel non uul et f l'application de € dans lui-même qui 


m xX =kx+p 
à tout point M(u) associe le point M!) tel que : r y =ky+q. 
i Z z'=Kkz+r 
e Si k = 1, f est la translation de vecteur u | q). 
de. r 
e Si k = 1, f est une homothétie de rapport k. 
Exemple 
L x =3x-4 
L'application ayant pour expression analytique y = 3y est une homothétie de rapport 3 ; 
z'=3z+2 


2 
son centre est l'unique point invariant, c'est-à-dire : af 0). 


pases Composées de translations et d'homothéties 
La FRERES des propriétés suivantes est analogue à celle faite dans le plan en classe de première. 


Soit h et h’ deux homothéties de centre O et de rapports 
respectifs k et k’. 


h’oh est l'homothétie de centre O et de rapport X’k. 


On a ‘Roxy Ror = Bokke) 
e Si k’k = 1, alors h’oh est l'application identique. 
e Si k’k =- 1, alors h’oh est la symétrie de centre O. : , 


Remarques 


e La loi o est une loi de composition interne dans l'ensemble #,, des homothéties de € de centre a 
e Pour tous nombres réels k et k’, on a : k’k = kk’ ; donc : hok’ = koh. 
La composition des homothéties de centre O est commutative. 
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e La composition des homothéties de centre O est associative. 

° Ro 1, est l'élément neutre de #,, pour la loi o. 

e Pour tout nombre réel k non nul, on a : ho; ho 1 = Idg ; Ro est donc une transformation de € et 
-1 D k 

Roxy =h (0) * 


On en déduit que (p°) est un groupe commutatif. 


Propriété 2 | 
Soit h et R’ deux homothéties de rapports respectifs k et K. 


* Si Kk +1, alors h’oh est une bomothétie de rapport k'k. 
+ Si £’k = 1, alors h’ch est une translation. 


Le centre de l’homothétie est le point invariant de h'eh. 
Le vecteur de la translation est déterminé en cherchant limage d'un point par h'oh. 


Exemples i r. o 
Soit les points a(-21) a,( 0 j! a(1) et les homothéties hit, 1y bo, a et ba, - ay 


y 


e h,oh, est une homothétie de rapport — 2. 


p 1 j 1 
Son expression analytique est : 4 y’=— 2y +2 ;le centre de cette homothétie est le point I + 
sw _S 
Z = —2Z 7 G 


ə b,ohb, est une translation. 


CET | | 2 
Son expression analytique est : y’ =y—1 ;h,oh, est donc la translation de vecteur : ü (- 1). 
z =z-1 


Soit h une homothétie de rapport k différent de 1 et t nne translation. 
hot et toh sont des homothéties de rapport k. 


Exemples p e- 
Soit h l'homothétie de centre o( 1) et de rapport — 4, t la translation de vecteur 74 | : } 
hot et toeh sont des homothéties de rapport — 4. 


x'=-4x+8 & 
« L'expression analytique de het est : 4 y’ = — 4y + 1 ; le centre de cette homothétie est le point I L . 
= mn! 
z =-47—-9 5 
x'=-4x-2 — 
e L'expression analytique de toh est : 4 y’=-— 4y + 6 ; le centre de cette homothétie est le point J 2 
aA 4 


R emarque 


L'ensemble des homothéties et translations de €, muni de la loi de composition des applications, est un 
groupe non commutatif. | 
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E xercices 77:72 


Soit ABCDEFGH un cube. 

Déterminer les coordonnées dans le repère 
(A, B, D, E) des images des points C, F, G et H 
par chacune des transformations suivantes : 


a} translation de vecteur EG i 
b) translation de vecteur BH 


2.d 


c) homothétie de centre À et de rapport — 2 
d) homothétie de centre F et de rapport =. 


Soit ABCD un tétraèdre, I et J les milieux res- 
pectifs de [AB] et [CD]. 
1. Construire l'image du tétraèdre par la trans- 


lation de vecteur T. 
2. Déterminer les coordonnées dans le repère 
(A, B, C, D) des images des points A, B, C et D 
par cette translation. 


Soit ABCDEFGH un cube, h l'homothétie de 2.f 
centre À et de rapport 2, t la translation de vec- 

teur HD. 

1. Construire les images des points E, B, C et G 

par toh. 

2. Déterminer la nature et les éléments caracté- 
ristiques de cette transformation. 


CPC RER PRE re D | 
a” PEE 


FE _# ter 
RES se 


Soit ABCDEFGH un cube, h, l'homothétie de 
centre A et de rapport 2, h, l'homothétie de 
centre C et de rapport +. 

1. Construire les images des points A, B, C et G 
par bh,oh.. 

Z Déterminer la nature et les éléments caracté- 
ristiques de cette transformation. 


On considère les transformations f et g d'ex- 

pressions analytiques respectives : 
x'=-?2rx-4 x'=x+1 

es et f y=y-2. 


ERA A =z-1 


ristiques de fet g. 
2. Déterminer l'expression analytique, la natu- 
re et les éléments caractéristiques des transfor- 


mations gof et feg. 


1 
Soit les points af? ,) et B(- -1) h, l'homothé- 


tie de centre A et de rapport — 3, h, l'homothé- 
tie de centre B et de rapport =. 

1. Déterminer les expressions analytiques de 
h oh, et h,oh,. 

2. En déduire la nature et les éléments caracté- 
ristiques de ces transformations. 


` 


-2 Symétries orthogonales LÉ 


i —> 
Dans cette leçon, le repère (O, j,k } est orthonormé. 


__3.1. Réflexions 


BIEL T4 
TR CRE zA 


Plan médiateur d'un segment 


On a a établi en classe de première la propriété suivante. 


Propriété 


Soit A et B deux points distincts de & et I le milieu de [AB]. A 


L'ensemble des points équidistants de A et B est le plan (II) 
orthogonal à la droite (AB) en I. 


Ce plan est appelé plan médiateur de [AB]. 


Remarques 


Soit I le milieu d'un segment [AB] et (TI) le plan médiateur de [AB]. 

e Toute droite de (MI) passant par I est une médiatrice de [AB]. 

e Pour tout plan (P) contenant la droite (AB) : 

— (P) et (IL) sont perpendiculaires ; 

— la droite d'intersection de (®) et (M) est la médiatrice de [AB] dans {P}. 


MAAT 
> 
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Exemples 
e Soit ABCDEFGH un cube, I et J les milieux res- + Soit PQRS un tétraèdre régulier et K le milieu de 
pectifs de [AD] et [FG]. [PQ] 


Le plan (BEH) est le plan médiateur de [IJ], de [DG] Le plan (RKS) est le plan médiateur de [PQ]. 
et de [AF]. 


ssmmes Définition et propriétés 


Soit (IT) un plan de €. 

On appelle réflexion de plan (T1), et on note sp, l'application de 
& dans lui-même qui à tout point M associe le point M’ tel que : 
° si M € (I), alors M° = M; 

e si M € (I), alors (II) est le plan médiateur de [MM]. 


Une réflexion de plan (TI) est aussi appelée symétrie orthogonale par rapport à (I). 


` 


Remarques 

e L'ensemble des points invariants par sņ est le plan m). 32 p” 

e Si H est le projeté orthogonal de M sur M) et si M’ = s„M), alors : MM? = 2 MH. 

e Si M = s„{M), alors M = sM’) ; on dit que M et M' sont symétriques par rapport à (TI). 

e Pour tout plan (M), on a : S99 Sy = dg ; Sp est donc une transformation de & et (sn) * = Sn- 


Propriétés 
Soit (TT) un plan et sņ la réflexion de plan (11). 
+ Si (F) est un plan perpendiculaire à (I) et (A) + Si (®©) est une droite orthogonale à (II) en un 


m. 


leur droite d'intersection, alors : point I, alors : 

— (P) est globalement invariant par s,, ; — (®©) est globalemeut invariant pars, ; 

- la restriction de s,, à (F) est la symétrie ortho- — la restriction de Sy À (®) est la symétrie de 
gonale d'axe (A). centre I. 


AT / 


Ces propriétés se déduisent des propriétés du plan médiateur d'un segment. 


Conséquence 


Toute réflexion de est une isométrie. 
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Démonstration 


Soit À et B deux points de €, A’ et B’ leurs images respectives par une réflexion de plan (1). 

e Si (AB) L (11), alors A, B, Æ et B’ appartiennent à une même droite orthogonale à (TI) ; 

donc : ÆB’ = AB, d'après les propriétés précédentes. 

e Si (AB) n’est pas orthogonale à (II), alors À, B, A’ et B’ appartiennent à un même plan ce à (ID) ; 
donc : AB’ = AB, d'après les propriétés précédentes. 


R emarques 


e Toute réflexion de € est une application affine. 
e Soit s la réflexion de oian (T1) de vecteurs directeurs u et v, w un vecteur normal à (M). 
L'application linéaire associée à s est 1 ‘application 6 de W dans W telle que : s 


ou) = u, omt) =r et clm) =-m. 


sese Réflexions et configurations 


e Toute rs transforme les droites (respectivement les plans) en droites (respectivement en plans) 
en conservant parallélisme et orthogonalité,. 

° L'image d'une figure plane par une réflexion est une figure de même nature et de mêmes dimensious. 
* L'image d’un solide de l’espace par une réflexion est un solide de même nature et de mêmes dimensions. 


Par exemple, l’image d’un cube par.une réflexion est un cube de même arête. 


s2215 Expression analytique d’une réflexion 
On ne donne l’ expression analytique d’une réflexion de plan (II) qne 
lorsque celui- cie est perpendiculaire à Pun des axes du repère ortho- 


normé (O, È i > >k). 


(IT) est le plañ d’équation z = con désigne par sņ la réflexion de 
plan (II). 


r’ 
Soit Mu) un point de €, M'{u) son image par sy et I le point d’in- 
Z Z 
tersection de (MM?) et de (IT). 


Ona: (MM) L(I) 4 MM =k ER) sp as 0 . 


y=0 ’ 
I € (ID : œ À = = 
On en déduit la propriété suivante 
Propriété 
. L'espace est muni du repère orthonormé (O, ù j, k). vVar 
L'expression analytique de la réflexion de plan (I) d'équation z = c est : y’ =y 
Z =—Z+ 2e 


On obtient des résultats analogues lorsque (TI) est perpendiculaire à la droite de repère (O, t) ou à la 
droite de repère (O, j ). 


Hee arma aanas 


+ Composée de deux réflexions de plans parallèles 


e (M, a et (, ) sont deux plans parallèles ; on désigne par s} et s, les 
réflexions de plans respectifs (IL) et (TL). 


Si Z À, est un point de (IL) et A, son projeté orthogonal sur (TL), = 
AZ À, est un vecteur normal à (IL) et (IL), indépendant du choix 
de À. M M Mo 


Soit M nn point de €, M, son image pars, et M, l'image de M, 


pu dé & 


On D par H} et H, les milieux respectifs de [MM] et [M,M.]. 
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| —+ —+ —> —> —> 
Ona: MM, = MM, + MM, = 2HM, + 2M.H, 
—> —> 
= 2H,H, = 2AA, 
= 
Donc, s,os, est la translation de vecteur ZA A. 


* Réciproquement, soit t une translation de vecteur u non nul, (II) un plan de vecteur normal & et (Il) 


l’image de (II) par la translation de vecteur 4 u.Ona:t= Sm? Sy + 


On en déduit les propriétés suivantes. 


* La composée de deux réflexions de plans parallèles est une translation de vecteur normal à ces 
deux plans. 

* Toute translation de vecteur v non nul est la composée de deux réflexions de plans parallèles ayant 
u pour vecteur normal. 


Exemples 


Soit ABCDEFGH un cube, I, J, K et L les milieux respectifs de [EF], [HG], 
[DC] et [AB]. 


+ La composée des réflexions de plans (ADE) et (IJK) est la translation 
de vecteur AB. 


e La translation de vecteur 2ÂË est la composée des réflexions de plans 
(ABC) et (EFG). 


__ 3.9, Demi-tours 
anzeni Introduction 


Considérons deux plans perpendiculaires (IL) et (IL), sécants suivant une droite (A). 
Soit M un point de 6, M, le symétrique de M par rapport à (TL) et M, le symétrique de M, par rapport à (TL). 
On désigne par : 
(P) le plan orthogonal en M à (A) ; 
(5.) la droite d'intersection des plans (P) et (T1.) ; 
(®,) la droite d'intersection des plans (P) et (IL). 


Dans le plan (#), on a : 


(3,) et (@,) perpendiculaires en un point I, qui est le 
projeté orthogonal de M sur (A) ; 


M et M, symétriques par rapport à (®,) ; 
M, et M, symétriques par rapport à (®,). 
On en déduit que dans le plan (P) : 
d'une part, M et M, sont symétriques par rapport à I ; 
d'autre part, (A) est une médiatrice de [MM]. 


Cette étude justifie la définition suivante. 


Soit (A) une droite de €. 

On appelle demi-tour d’axe (A), et on note S,, l’application de @ 
dans lui-même qui à tout point M associe le point M?’ tel que : 

e si M E (A), alors M’ = M; ; 

e si M & (A), alors (A) est une médiatrice de [MM?]. 


Un demi-tour d'axe (A) est aussi appelé symétrie orthogonale par rapport à (A) .- 
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Exemples - 
Soit ABCDEFGH un cube, I, J, K et L les milieux resepctifs de [EF], 

[HG], [DC] et [AB]. 

* La composée des réflexions de plans (ADE) et (CGH) est le demi- 
tour d'axe (DH). 


e La composée des réflexions de plans (ABC) et (IJK) est le demi-tour 
d'axe (LK). 


Remarques 


° L'ensemble des points invariants par s, est la droite (A). 

e Si I est le projeté orthogonal de M sur (A) et si M’ = s {M}, alors : MM = 2MI. 

e Si M°'=s, (M), alors M = s,{M) ; on dit que M et M' sont symétriques par rapport à fA). 

e Pour toute droite (A), on a : s,°5, = Id, ; s, est donc une transformation de € et (s, 1 = R 


menm Propriétés 
Les propriétés suivantes se déduisent de l'étude faite en introduction. 


Soit (A) une droite de €, s, le demi-tour d'axe (A) et (7) un plan 
orthogonal à (A) en un point I. 

* (P) est globalement invariant par s,. 

° La restriction de s, à (P) est Ia symétrie de centre I. 


Propriétés 2 a 


* La composée de deux réflexions de plans parpenentnes suivant une droite (A) est le demi-tour 
d'axe (A). 
* Tout demi-tour d'axe (A) est la composée de deux réflexions de plans emirténites suivant la 
droite (A). 


R emarques 


e Tout demi-tour de € est une application affine. 

$ Tout demi-tour de 6 est une isométrie. 

e Soit s de demi-tour d’axe (A) de vecteur directeur u, v et w deux vecteurs non colinéaires et orthogo- 
naux à U. ont 
L'application linéaire associée à s est l'application o deW dans W telle que : 


oft) = ü, G(v) =-v et o{w)=-w. 


ee 
D 


ss Demi-tours et configurations 


e Tout TR transforme les droites (respectivement les plans) en droites (respectivement en plans) 
eu conservant parallélisme et orthogonalité. 

° L'image d'une figure plane par un demi-tour est une figure de même nature et de mêmes dimensions. 
e L'image d’un solide de l’espace par un demi-tour est un solide de même nature et de mêmes dimensions. 


Par exemple, l’image d’un tétraèdre régulier par un demi-tour est un tétraèdre régulier de même arête. 


sm Expression analytique d’un demi-tour 
On ne donne l'expression analytique ( d'un demi-tour d'axe (A) que lorsque celui-ci est parallèle à à l'un des 
axes du repère orthonormé (O, È J. Ï k). 


(A) est la droite ayant pour système d'équations : | Y 4 p ; on désigne par s, le demi-tour d'axe (A). 


7 


y x 
Soit M(y) un point de l'espace, m(y) son image par s, et I le point d'iutersection de (MM') et de (A). 
Z Z : 


dd 
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-— 


e 


Ona: (MM) L(A e Ar -z=0; 


x+x’ = 2a 


I E (a) En | yty =z | 


On en vana la propriété suivante. 


L'espace est muni du repère orthonormé (O, } J, T k). 
_ L'expression analytique du demi-tour d’axe (A) ayant pour système d'équations P x b est : 


x’ =-x+2a 
f y =-y+ 2. 
v =3 


On obtient des résultats analogues lorsque (A) est parallèle à la droite de repère (O, Ÿ} ou à la droite de 
repère (O, J). 


zas Composée de deux demi-tours 
Propriétés ] 
u 
+ La composée de deux demi-tours d'axes parallèles est une trans- 


lation de vecteur orthogonal à ces deux axes. » 


° Toute translation de vecteur u non nul est la composée de deux 
demi-tours d'axes parallèles ayant u pour vecteur orthogonal. 


Ces propriétés se démontrent de la même façon que celles relatives à la composée de deux réflexions de 
plans parallèles. 


Propriétés 2 
e La composée de deux demi-tours d'axes (A) et (A,) perpendiculaires en un 


point A est le demi-tour dont l'axe (à) est la perpendicnlaire commune à (A.) et 
(A,) en A. 


° Tont demi-tour de € est la composée de deux demi-tours d'axes perpendiculaires. 


Ona:s,,°8a, = Sa, °54, = Sa 


Démonstration 


e (A) et (A,) sont deux droites perpendiculaires et sécantes en un point A. 
On désigne par : 
(P) le plan contenant (A.) et (A,) ; 


(IT.,) et (IL) les plans perpendiculaires à (P) contenant respecti- 
vement (A.) et (A,) ; 


(3) la droite d'intersection de (I1) et (T). 
Ona:s, =5,0s, et Sa, = Sp°Su, ? donc : S° Sa, = Sn ° Sny 
De plus : (IL) LIL.) ; donc : s aSa 7 So 
On démontrerait de même que : 84,984, = Sg 
2 A 


+ Réciproquement, soit (®) et (A) deux droites perpendiculaires en un point A, (4) la droite orthogo- 
nale en A au plan défini par (®) et (A). On a : s,.05, = Sg- 
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sms Composée d'un demi-tour et d'une réflexion . . 


+ La composée d'un demi-tour d'axe (A) et d'une réflexrez de plan 
(II), tel que (A) est orthogonale à (TI) en un point À, est la sretne 
de centre A. 


+ Toute symétrie centrale de € est la composée d'un demi-tour et 
d'une réflexion dont l'axe et le plan sont orthogonaux. 


On a : 84° Sy = Sue Sa = Sa 


Démonstration 


e (A) est une droite et (TI) un plan orthogonal à (A) en un point A. 
Soit M un point de €, M, son image par Sp et M, l'image de M, par s.. 
- Si M E (A), alors M, € (A) et M, = M,- 
Donc : M, est le symétrique de M par rapport à A. 
— Si M € (A), on désigne par : 
(P) le plan contenant M et (A) ; 
() la droite d'intersection de (P) et (IT). 
La restriction de sp à (P) est la symétrie sọ, d'axe 3. 


Dans le plan (@), on a:s,°5, = S4 ; donc : M, est le symétrique de 
M par rapport à À. 


On en déduit que : 5,05, = S4 

On démontrerait de même que : 5,08, = S 

e Réciproquement, soit À un point el (IT) nn plan contenant A. 
Si on désigne par (A) la droite orthogonale à (II) en A, on a :s,05, = 5,05, = Sa 


Exemples 

Soit ABCDEFGH un cube. 

e La composée des demi-tours d'axes (AE) et (BF) est la translation 
de vecteur 2 AB. 

+ La composée des demi-tours d'axes (AD) et (CD) est le demi-tour 
d'axe {DH). 

e La composée du demi-tour d'axe (AB) et de la réflexion de plan 
(BCG) est la symétrie de centre B. 


3.3. Travaux dirigés 


— — 


ass |. Expression analytique d'une réflexion, d'un demi-tour 
1°) Soit (IT) le plan d'équation cartésienne : 2r- y + z = 1. — 
Déterminer l'expression analytique de la réflexion s de plan (M). 


Solution - 


F 


x x 
Soit Mu) un point de l'espace et My) son image par la réflexion s de plan (T). 
Z Z 


JS 
On désigne par I le milieu de [MM]. n (<1) est un vecteur normal à (J1). 
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-y e 2 Paa e z 
On a : M’ = s(M) & ot it -y -1| |z -z 1| |x -x 
IE (T1) 2r+x)-(y+y)+(z2+7)=-2 
m” T 4 = x'—x = 2(z- z) 
rs M à |Y -y er Z A 4 
y —y —1| |z -z 1] |x -x Z y’—-y = -z - 2) 
X =x-22 +27 
donc : M’ = s(M) -f g =y-z-7 , 
Z=-2x+y-7-2x'+y +2 


x! = txt 2y — 2z + 2) 
` En procédant par substitution, on obtient l'expression analytique de s : 4 y’ = _ (2x + 2y + z — 1) 


z’ = (2x + y+22+ 1) 


i -x — 2y — 2z + 6) 

2°) Soit f l'application de € dans € d’expression analytique : 4 y’ = F (- 2x- y + 2z — 6) 
2 
3 


(- 2x + 2y — z + 12) 


Démontrer que f est un demi-tonr dont on précisera laxe (A). 


Solution Yi 


7 


x xX ` 
Soit Mu) un point de l'espace et Mur) son image par f. 
Z 


"H 


e Déterminons l’ensemble des points invariants par f. 


2Xx+y+2z=3 


4x + 2y + 23 = 6 
ie nf, 


On a : {M)=M sf 2x + au 25 20 = 
2x — 2y + 4z = 12 


On obtient un système d’équations cartésiennes de la droite (A) de repère (A, u)tel que : 
1 — 1 
A(- 1) et 7 | 1 ] 
2 1 


+ Démontrons que f est le demi-tour d’axe (A). 


On a : MM'.i = — (x°— x) + (y — y) + (z°— z) = 0 ; donc les droites (MM) et (A) sont orthogonales. 


De plus, le point I de coordonnées (= : #2 T z z) appartient à (A). 


Donc, f est le demi-tour d’axe (A). 


Pour démontrer qu'une application de 6 dans €- est une symétrie orthogonale (réflexion ou 
demi-tour}, on peut utiliser le procédé suivant : | 
e déterminer l’ensemble (E) des points invariants ; 
e démontrer que pour tout point M et son image M’ : : 

— la droite (MM) est orthogonale à (E); 

— le milieu I de [MM] appartient à (E). 
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asas 2. Éléments de symétrie du cube, du tétraèdre régulier 
1°) Déterminer les plans et axes de symétrie d'un cube ABCDEFGH de centre O. 


Solution 


O est l'isobarycentre du cube ; donc O est sa propre image par tomte transformation laissant globalement 
invariant le cube. 


On en déduit que tout plan ou axe de symétrie du cube passe par O 


Recherche des plans de symétrie du cube 


Soit (MI) un plan de symétrie du cube et s,, la réflexion de plaz AE à 

Au moins un des sommets du cube n'appartient pas à (II) et a poux imes per s, ue autre sommet. 
Donc tout plan de symétrie du cube est nécessairement le plan mé d'une paire de sommets. 

Il ne peut donc y avoir que 3 types de plans de symétrie : Es plans médiateurs des arêtes, les plans 
médiateurs des diagonales des faces et les plans médiateurs des Fizeonsles du cube. 


— Les plans médiateurs des arêtes 

On obtient 3 plans distincts : les plans médiateurs de [AB] (gure 1). [AD] et [AE] qui sont tous des plans 
de symétrie du cube. 

— Les plans médiateurs des diagonales des faces 

On obtient 6 plans distincts : les plans médiateurs de [AC], [BD], [AF], [BE], [AH] et [DE] (figure 2) qui 
sout tous plans de symétrie du cube. 

- Les plans médiateurs des diagonales du cube 

On obtient 4 plans : les plans médiateurs de [AG], [BH] (figure 3), [CE] et [DF]. 

On vérifie que ces 4 derniers plans ne sont pas des plans de symétrie du cube. 


En effet, l’image G’ de G par la réflexion de plan le plan médiateur de [BH] (figure 3) appartient à la paral- 
lèle à (BH) passant par G ; donc, G n’est pas un sommet du cube. 


Il existe donc 9 plans de symétrie du cube. 


figure 1 i figure 2 figure 3 


Recherche des axes de symétrie du cube 

Soit (IM) un plan de symétrie du cube, donc passant par O, et (A) la perpendiculaire à (H) en O. 
Ona: sus =So © Sp°So = SA (figure 4). 

Sn et So laissent globalement invariant le cube ; donc (A) est un axe de symétrie du cube. 

On en déduit qu’il existe au moins 9 axes de symétrie du cube. 

Démontrons qu’il n’en existe pas d’autres. 

Soit (@) un axe de symétrie du cube, donc seen par O, et (P) le plan perpendicnlaire à à (3) en O. 
Ona: 5,98,=5, = Sp=S°8So : 

donc, sọ est une réflexion et (P) est un plan de symétrie du cube. 
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figure 4 figure 6 


Le cube possède 9 axes de symétrie : 
— les droites joignant les centres de ceux ces opposées [(Seure 5). au nombre de 3 
— les droites joignant les milieux ĉe deux ames opposées (figure 6), au nombre de € 6. 


2°) Déterminer les plans et axes de symétrie d'un tétraèdre régulier ABCD de centre O. 


Solution 
O est l'isobarycentre du tétraèdre (figure 1) ; donc O est sa propre image par toute transformation lais- 
sant globalement invariant le tétraèdre. 


On en déduit que tout plan ou axe de symétrie du tétraèdre passe par O. 


Recherche des plans de symétrie du tétraèdre régulier 

Soit (I1) un plan de symétrie du tétraèdre. . 

Au moins un des sommets du tétraèdre n'appartient pas à (II) et a pour image par s,, un autre sommet. 
Donc tout plan de symétrie du tétraèdre est nécessairement le plan médiateur d'une paire de sommets. 


On sait que dans un tétraèdre régulier, deux arêtes RTE sont orthogonales ; donc, tout plan média- 
teur d'une arête contient les deux autres sommets. 


On désigne par I, J, K, L, M et N les milieux respectifs des arêtes [AB], [CD], [AC], [BD], [AD] et [BC]. 


On obtieut 6 plans distincts : (ICD) (figure 2), (JAB), (KBD), (LAC), (MBC) et (NAD) qui sont tous plans 
de symétrie du tétraèdre. 


À 


A 


figure 1 figure 2 | fiqure 3 


Recherche des axes de symétrie du tétraèdre régulier 

Les plans de symétrie se répartissent en trois paires de plans perpendiculaires : 

— les plans médiateurs de [AB] et [CD], perpendiculaires et sécants suivant la droite (IJ) (figure 3) ; 
— les plans médiateurs de [AC] et [BD], perpendicnlaires et sécants suivant la droite (KL) ; 

— les plans médiateurs de [AD] et [BC], perpendiculaires et sécants suivant la droite (MN). 
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Or, la composée de deux réflexions de plans perpendiculaires est le demi-tour ayant pour axe la droite 
d'intersection de ces plans. 


Ces réflexions laissent invariant le tétraèdre ; donc, le demi-tour laisse également invariant le tétraèdre 
et en est un axe de symétrie. 


Il y a donc au moins 3 axes de symétrie : (IF). (KL) et (MN). 


Nous admettons que ce sont les seuls axes de symétrie du tétraèdre. 


3.a 


3.b 


3.d 


Exercices z z 


L'espace est muni du repère orthonormé 
>P 
(O, ij, k). 


Soit ABCDEFGH un cube de centre O et les 
réflexions 5, = 5,2. Sa = Sjorey: 

1. Déterminer les images des sommets du cube 
par les transformations s,, S, et 5,98}. 

2. Conjecturer la nature de s,es,. Démontrer 


cette conjecture. i 


Soit ABCDEFGH un cube. 

1. Construire l'image de ce cube par la trans- 
formation f= Sanl Sian Slagr 

2. Conjecturer la nature de f. Démontrer cette 
conjecture. 


Soit OABC un tétraèdre tel que les triangles 
OAB, OBC, OCA sont rectangles et isocèles en O. 
On désigne par I, J et K les milieux respectifs 
de [BC], [CA] et [AB]. 

1. Démontrer que les plans (OIA), (OJB) et 
(OKC) sont des plans de symétrie du tétraèdre. 
2. Déterminer les transformations Sora}°Stoscy 
Stom)? Soca) t Stoko? Soaey 

3. Le tétraèdre QABC admet-il un axe de symé- 
trie ? 


Soit ABCD un tétraèdre tel que les triangles 
CAD et CBD sont rectangles et isocèles respec- 
tivement en À et B, les plans (CAD) et (CBD) 
sont perpendiculaires. 


3.f 


Déterminer les plans et axes de symétrie de ce 
tétraèdre. 


3 0 0 
Soit les points a(ò), B(3). (0) et G le centre 


de gravité du triangle ABC. 

1. Déterminer les coordonnées de G et démon- 
trer que la droite (OG) est orthogonale au plan 
(ABC). 

2. Déterminer les coordonnées de l’image de O 
par la réflexion Saper 

3. Déterminer les coordonnées des images de 
O, A, B et C par le demi-tour 84,6; 


Soit (P) le plan d'éguation 2x- y +2 =3 et A 
le point de coordonnées (3 ; 2 ; 2). 

1. Déterminer les coordonnées des images res- 
pectives O’ et Æ des points O et A par la 
réflexion de plan (P). 

2. Démontrer que les droites (OA) et (0’A’) sont 
sécantes en un point de (P) dont on précisera 
les coordonnées. 


Soit (@) la droite de représentation paramétri- 


X=—2+À 

que fy =2-X (à €R) et A le point de coor- 
z=1-2} 

données (2: 2;—-1). 

Déterminer les coordonnées des images res- 

pectives O’ et Æ des points O et A par le demi- 

tour d’axe (@). 
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Fxercices 


Sauf indication contraire, l’espace est muni du repère 
El ei 
orthonormé direct (O, à j, k). 


APPRENTISSAGE 


Projections de l'espace 


1 Soit ABCDEFGH un pavé. 
Construire l'image du parallélogramme EFGH per la pro- 
jection sur le plan (ABC) parallèlement à la droite (DF). 


2 ABCD est un tétraèdre, G est son isobarvcentre 
et À’ est le centre de gravité du triangle BCD. 
Soit p la projection sur le plan (BCD) parallèlement à la 
droite (AA). 
1. Utiliser la propriété de conservation du barycentre 
d’une projection pour démontrer que : G € (AA). 
2. En déduire que les droites joignant chaque sommet 
d'un tétraèdre au centre de gravité de la face opposée sont 
concourantes en un point, isobarycentre de ce tétraèdre. 


3 Soit ABCD un losange et (F?) un plan non per- 
pendiculaire au plan (ABC). 
À quelle condition le projeté orthogonal de ABCD sur 
(P) est-il un losange ? 


& Soit ABC un triangle équilatéral et (P) un plan 
uon perpeudiculaire au plan (ABC). 
Préciser la coudition pour que le projeté orthogonal de 
ABC sur (@) soit : 
a) un triangle isocèle ; 
b) un triangle équilatéral. 


5 Soit ABC un triangle équilatéral et (P) un plan 
tel que le projeté orthogonal A'B’'C’ de ABC sur (@) soit 
un triangle rectangle et isocèle en A. 

1. Démontrer que la droite (BC) est parallèle à (P). 
2. Soit I le milieu de [BC] et T le projeté orthogonal de 


I sur (P). Calculer une mesure de l’angle (FA, IA). 


6 Soit ABC un triangle rectangle isocèle en A et 
(F) un plan non perpendiculaire au plan (ABC). 
Préciser la condition pour que le projeté orthogonal 
A'B'C’ de ABC sur (P) soit : 
a) un triangle rectangle en À ; 
b) un triangle rectangle et isocèle en A ; 
c} un triangle isocèle en À’ et non rectangle. 


7 Soit le plan (F) d’équation x — 2y + z = 1 et la 
droite (®) de représentation paramétrique : 


X=3+À 

y=-1-2À (ER) t le point A(— 3) 
zZ=2+À 1 

1. Démontrer que (%) est orthogonale à (P) en un point 

I dont on précisera les coordonnées. 

2. Déterminer les images respectives A. et À, de A par 

les projections orthogouales sur (P) et (@). 

3. Vérifier que AA. IA, est un rectangle. 
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8 Soit le plan (F) d'équation :x +y +z=3 
Déterminer l'expression analytique de la projection 
orthogonale sur (@). 


9 La droite (®) a pour système d'équations : 
x=yŅ 
M =z" 
Déterminer l'expression analytique de la projection 
orthogonale sur (®). 


Translations, homothéties 


10 Soit les plans (P) et (F°) d'équations respec- 
tives: 2r + 3y +z +2=0 et 2x +3y+z-2=0. 
1. Vérifier que ces deux plans sont parallèles. 
2. En déduire qu'il existe une translation, dont on 
déterrninera le vecteur, qui transforme (P) en (F°). 


11 Soit ABCDEFGH un cube. 
On désigne par I le milieu du segment [BC] et J le centre 
de la face BCGF. 
Déterminer les coordonnées dans le repère (A, B, D, E)- 
des i images des sommets du cube par la translation t de 


vecteur I. 


12 Soit ABCDEFGH un cube et f l'application 
qui, à tout point M de €, associe le le point M’ tel que : 


MM’ = MA + MH - MB - ME. 
Démontrer que f est une translation. 


13 Soit ABCD un tétraèdre et I, J, K les milieux 
respectifs de [AB], [AC], [AD]. 
1. Calculer l’aire du triangle IJK eu fonction de celle du 
triangle BCD. 
2. Calculer le volume du tétraèdre ABCD en fonction de 
celui du tétraèdre AIJK. 


14 Un tronc de cône 
de révolution est tel que 
l'aire de la grande base (2) 
est le double de celle de la 
petite base (P). 
Démontrer qu'il existe deux homothéties, dont on préci- 
sera les centres et les rapports, transformant (B) en (R). 


15 Soit (F) une sphère et A un point de (F). 
Déterminer le lieu des symétriques de A par rapport 
aux points de (f). 


16 ABCD est un tétraèdre. 
Soit h, l’'homothétie de centre A et de rapport Zet h, 
l’'homothétie de centre C et de rapport 2. 
1. Construire l’image de ABCD par h,oh.. 
2. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de 
h eh,- 


17 Soit les points : 
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1. Démontrer qu'il existe une homothétie h, dont on 
précisera le centre et le rapport, telle que : 

= h{A) et B’ = h{B). 
2. Déterminer l’image du point O par h. 


Symétries orthogonales 


18 Soit ABCDEFGH un cube. 


Le plan est muni du repère (A, AB, AD, AË). 
Dans chacun des cas suivants, déterminer l'expression 
analytique des réflexions de plans (P). 


a) (P) = (EFG) b) (F) = (CDE) 
c) (P) = (BCH) d) (P) = (BDF). 


19 1. Démontrer que la composée d’une réflexion 
de plan (II) et d’une translation est une réflexion de 
plan parallèle à (I). 

2. Démontrer que la composée d’un demi-tour d’axe (A) et 
d’une translation est un demi-tour d’axe parallèle à (A). 


20 Soit SABCD une pyramide régulière dont la 
base ABCD est un carré de centre I. 
Déterminer les plans et axes de symétrie de cette pyra- 
mide. 


21 Soit SABCD une pyramide régulière, dont la 
hase ABCD est un carré de centre I de côté 1 et telle que 
les plans (SAB) et (SCD) sont perpendiculaires. 

1. Déterminer les coordonnées de S dans le repère 
orthonormé direct (A, LT k) tel que : 
> > —> y 
AB =+r et AD=T 
2. Déterminer les coordonnées des images de S, A, B, C 
et D par les transformations suivantes : 
a) réflexion de plan (SAB) 
b} demi-tour d’axe (SA) 
c) homothétie de centre 8 et de rapport — 2. 


22 Soit ABCD un tétraèdre dont la face BCD est 
un triangle équilatéral et les faces ABC, ACD, ADB sont 
des triangles rectangles et isocèles. 

1. Démontrer que la droite (AB) est orthogonale au plan 
(ACD). 

2. Déterminer les plans et axes de symétrie de ce 
tétraèdre. 

2. Préciser les images des points A, B, C et D par les 
transformations suivantes : 

a) réflexion de plan (BCD) 

b} réflexion de plan (ABC) 

c) demi-tour d’axe (AB) 

d} demi-tour d’axe (CD). 


23 ABCD est un tétraèdre régnlier. On désigne 
par I, J, K, L, M et N les milieux respectifs des arêtes 
[AD], [DC], [CB], [BA], [AC] et [BDI. 

1. Démontrer que IJKL est un carré et que la droite (MN) 
est orthogonale au plan (IJK). 
2. Soit d} et d, les demi-tours d’axes respectifs (IK) et 
(JL), s la lletan de plan (JK). On pose : d = d,od.. 
a) Déterminer deux réflexions s, et s, telles que : 

d, =ses, et d,=5,08. 
b} En déduire que d est un demi-tonr dont on précisera 
laxe. 


APPROFONDISSEMENT 


23 (7) est un plan, (A) une droite sécante avec (P) 
en un point O, I un point extérieur à (P) et à (A). 
Soit p, la proictson sw (P) parallèlement à (A) et p, la 
projection sur {4} parallèiement à (P). 
À tout point M de €, ca associe les points M, et M, tels 
que : M, = p,(M) et M = p ME 
On se propose de Rae + easecmbie (E) des points 
M de € tels que les points LM. = M, sant alignés. 
1. Démontrer que si I, M, et M som alignés, alors M 
appartient au plan (I) contenant I s2 £a 
2. On désigne par L et L les images respectives de I par 
p4 et py - 
a) Déterminer une équation de (E) dans l= repere (0, L. L} 
de (IT). 
b) En déduire la nature de (E). 


25 Soit ABCD un tétraèdre et M un point de les- 
pace n’appartenant à aucune arête du tétwsèdre et tel 


ue : 

— le plan (ABM) et Ia droite (CD) sont sécants en un 

point P ; 

— le plan (BCM) et la droite (DA) sont sécants en un 

point Q ; 

— le plan (CDM) et la droite {AB) sont sécants en un 

point R ; 

— le plan (DAM) et la droite (BC) sont sécants en un 

point 5. 

On se propose de démontrer que les points P, Q, R et § 

sont coplanaires. 

1. Démontrer qu’il existe quatre nombres réels a, b, cet 

d tels que : 

P T Dal ni et _aMÀ + bMB + cMC + dMD = Ü. 
. a} En utilisant la projection sur la droite (CD) paral- 

ent au plan (ABM), démontrer que : 


cPÉ + d PD = 7. 
b) Démontrer de façon n analogue que : 


bQB + cQC = U ; : aRÀ + bRB = Û ; aSÀ + dSD = d. 
3. Déduire des questions précédentes que : 


(a + b)MR + (c + JMP = T: 


(a + d)MS + (b + c]MQ = ü. 
4, Conclure. 


26 Soit ABCDEFGH un cube. 
Construire l'intersection de ce cube avec le plan média- 
teur de [AG]. 
Quelle est la nature du polygone obtenu ? 


27 Soit ABCDEFGH un cube de centre O, I le 

centre de gravité du triangle BCG. 

On se propose de déterminer et construire les points 
d’intersection de la droite (OI) avec les plans aa faces 
du cube. 

1. Démontrer que le point d’intersection de la droite 
(OI) avec le plan (ADH) est le centre de gravité J du tri- 
angle AEH: 

Placer le point J. don" nie 
«2. a} Démontrer que : DJ = 2CI. 

b} En déduire que les droites (CD) et (IJ) sont sécantes 
en un point K que l’on précisera. 

Placer le point K. 

c) Démontrer de même que les droites (EF) et (IJ) sont 
sécantes en un point L que l’on précisera. 

Placer le point L. 
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28 Soit ABCDEF un 
octaëèdre régulier tel que À 
BCDE soit un carré de centre 
O et dont les faces sont des 
triangles équilatéraux. B < D 
1. Déterminer les plans de 
symétrie de cet octaëèdre. XZ 
2. a) Démontrer que (AF) est ` 
un axe de symétrie de cet 
octaèdre. 
b) Démontrer que les axes de symétrie du carré BCDE 
sont des axes de symétrie de l'octaèdre. 
c) Soit I et J les milieux respectifs de [AB et [DF]. 
Démontrer que {1J} est un axe de symétrie de l'octaèdre. 
Préciser les axes de symétrie analogues de l'octaèdre. 
3. Soit G et G’ les centres de gravité respectifs des tri- 
angles ABE et CDF. 
a) Démontrer que O est milieu de [GG] et que la droite 
(GG) est orthogonale aux plans (ABE) et (CDF). 
b) La droite (GG) est-elle un axe de symétrie de l'oc- 
taèdre ? 


29 ABCDEFGH est un cube et I est le centre de la 

face EFGH. 

L'espace est mnni du repère (A, AB, AD, AË). 
Soit s la réflexion de plan {ACE) et 5’ la réflexion de 
plan (CFH). 
1. Déterminer les ex2ressions analytiques de s et de s’. 
2, a) Démontrer que les plans (AGE) et (CFH) sont per- 
pendiculaires. 
b) En déduire l'expression analytique du demi-tour 
d’axe (GI). : - 


30 Soit (I1) le plan d'équation 2x + y — 2 = 3 et (A) 
la droite soda à (II) passant par O. 
1. Déterminer l'expression analytique des transforma- 
tions snivantes : 
a) réflexions, 
b) demi-tour 5, 
C) S\°8n. 
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de la transformation 5,08... 
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31 1. Démontrer que toute symétrie centrale de € 
est la composée de trois réflexions. 
2. Soit ABCDEFGH un cube de centre O. On désigne 
par Sg la symétrie de centre O, 5,44, la réflexion de 
plan (AOC) et SIAC) le demi-tour d'axe (AG). 
Déterminer les transformations suivantes : 


al So°Sao0 € Saoc°s 
b) S0°Stag) et Sages 


32 Déterminer, en fonction de n, le nombre de 
réflexions laissant invariant une pyramide régulière 
dont la base est un polygone à n côtés. 


33 Soit (IT) un plan, O un point extérieur à (II) et 
H le projeté orthogonal de O sur (I). 
On désigne par d le demi-tour d’axe (OH), r la réflexion 
de plan (TI), s$ la symétrie de centre O et t la translation 


de vecteur 20H. 
1. Comparer res et tod. 
2. Déterminer sor ; y a-t-il commniativité ? 


34 Soit ABCDEFGH un cube de centre O. 
Les plans médiateurs des arêtes découpent ce cube en . 
huit cubes (K,), (Kp); …, (Ky) contenant respectivement 
les sommets À, B, .., H. 
On désigne par s}, 5, et s, les réflexions transformant A 
respectivement en B, D et E. 
1. Déterminer les images de (K,} par s4, 5, ets, 
2. Déterminer la nature de 8,08, , 8,95, et s,08,, ainsi 
que les images de {K,} par chacune de ces transforma- 
tions. 
3. a) Déterminer l’image de (K,) par s = 8498,98, 
b) Déterminer les images de A, B, C et O pars. 
c) En déduire la nature de s. 
4. On désigne par ©, et o, les réflexions de plans res- 
pectifs (AGH) et (GCF). 
a) Déterminer les images de OABC par 6, et &.. 
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de 6,00, ; déterminer l’image du tétraèdre OABC par 
6,90: 
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Coniques 


Introduction 


Ki 


D... comme intersechons d'un cône et d'un plan, l'étude des coniques par les 
Grecs remonte au [V° siède avoni J-C, le problème de la duplication du cbe 
{construction géométrique de l'arête d'un cube dont le volume est le double de celui 
d'un cube donné) ayant conduit Menechme, élève d'Eudoxe et contemporain de 
Platon, sur leur piste. 

Un peu plus tard, Euclide et Archimède se sont également intéressés à ces sections. 
Le grand maître fut cependant le géomètre grec Apollonius de Perga [vers 262 - vers 
180 av. J.-C.) qui fut le premier à publier un ouvrage en huit volumes sur ces courbes. : 
Dix-huit siècles plus tard, ces courbes ont été identifiées comme trajectoires de 
corps célestes. 

Le mathématicien Pierre Dandelin (1794-1847) fut le premier à utiliser des sphères 
en contact avec le cône et le plan de section pour mettre en évidence les éléments 
caractéristiques des sections coniques (foyers, directrices). 


Sections planes d'un cône : 
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Ellipse Hyperbole 
MF + MF' = MP + MP' = PP' = k MF — MF = MP — MP' = PP' = k 


1. Étude générale des coniques sir 148 
2. Étude de la parabole …..snsicnrnenemennseysnss 154 
3. Étude de l'ellipse .ssraunnennnessenenannesssenn. 157 
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=Létude générale des coniques 


1.1. Conique définie par foyer et directrice 


omansa Introduction 

Soit (®) une droite, F un point n’appartenant pas à (7) et e un nombre réel strictement positif. 

Si M est un point du plan, on désigne par H soa projeté orthogonal sur (®)}. 

On appelle (T.) l’ensemble des points M du plan tels que : Š =e. ; 
On désigne par K le projeté orthogonal de F sw (4) et par (A) la droite (FK). 

e Justifier que (A) est nn axe de symétrie de [T]. 


- e 3 
On se propose de construire (1°) pour les valeurs suivantes de e : 1, 7 et 2. 


1 cas:e=1 

+ Démontrer que le milieu S de [FK] est élément de {T,). 

+ Démontrer que tout point de {T.} appartient au demi-plan 
contenant F, délimité par la droite (T) passant par S et paral- 
lèle à (®). (On pourra démontrer que tout point M de (T) véri- 
fie : MF < MK.) 

Soit P un point de [SF}, distinct de S, et (®p) la perpendicu- 
laire à (A) en F. 

e Justifier qu'il existe deux points de (®,) appartenant à (T). 
e En déduire une construction point par point de (T,). 


On obtient une parabole. 


pe i 3 
cas : e = — | 

4 MF _3 
e Construire le cercle (€), ensemble des points M tels que MK “4 
e Justifier qu'il existe deux points À et À’ de (A), appartenant à (T,;4)- 
Soit M un point de (l°,,,), distinct de A et A’. 


L 
LI 


MF 
ei 


e Démontrer que : —— 
FE ME 


à (6). 
Soit P nn point de [AA], distinct de A et A, et (%.) la per- 
pendiculaire à (A) en P. 

e Construire les points M de (%,) appartenant à (1°,,,). 


en déduire qne M est intérieur 


(On pourra remarquer que : FM = KP } 


e En déduire une construction point par point de (1°,,,). 
On obtient une ellipse. 


3° cas 'e=2 
e Construire le cercle (€), ensemble des points M tels que : D qu | 


e Justifier qu’il existe deux points A et Æ de (A), appartenant à (T,,). 
Soit P un point de (A), distinct de A et A’, et (®.) la perpendi- \ 


I M 


culaire à (A) en P. 

On suppose que : P E [AA]. 

, * Démontrer que : PF > 2 PK. 

' En déduire que: VME (%,), MF > 2 MH ; 
(Dp) N (F,) = Ø. 

On suppose désormais que P est extérieur à [AA]. 
e Construire les points M de (®,) appartenant à (I). (D) q, 
(On pourra remarquer que : FM = 2 KP) 

e En déduire une construction point par point de (T,). 


On obtient une hyperbole. 
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——— 


: Définitions et propriétés 
Défense PMR 


Soit (©) une droite, F un point n’appartenant pas à (F) et e un nombre réel strictement positif. 
On appelle conique de foyer F, de directrice (7) et d’excentricité e l’ensemble (T) des points M du plan 


tels que a = e, où H désigne le projeté orthogonal de M sur (x). 
e Sie=1, (T) est une parabole. 

e SiO0 <e<1, (T) est une ellipse. 

. Sie > 1, (T) est une hyperbole. 


La propriété suivante a été démontrée dans l'introducton 


LASER 


Soit (T) une conique de foyer F et de directrice (3). 
La droite (A) passant par F et perpendiculaire à (2) est un axe de symétrie de ÍT). 


(A) est appelée axe focal de la conique {T}. 


Propriété 2 
Soit (T) une conique d’excentricité e et d’axe focal (A). 
e Sie = 1, (T) coupe (A) en un points. 
e Sie +1, (T) coupe (A) en deux points distincts A et A’. 


Le point S est appelé sommet de la parabole. 
Les points A et À’ sont les sommets de la conique situés sur l'axe focal. 


Démonstration s 


On désigne par K le ptojsté orthogonal du foyer F sur la directrice (%). 
Les points de (T) situés sur (A) sont les points M de (A) tels que : ME = €. 


MK- 
e Si e = 1, il existe un unique point de (T) situé sur (A) : le milieu S de [FK]. 
ə Sie # 1, il existe deux points de (T) situés sur (A) : A = bar{(F, 1) ; (K, e)}, 


= bar{(F, 1) ; (K, — e)}. 


sa===5 Régionnement du plan par une conique 


Soit (T) une conique de foyer F, de directrice (%) et d’excentricité e. 
Pour tout point M du plan dont le projeté orthogonal sur (3) est H, on a : 
e M est intérieur à (T) si MF < e MH ; 

+ M est extérieur à (T) si MF > e MH. 


Remarques 


+ Le foyer F d’une conique est intérieur à cette conique. 
e Tout point de la directrice (®) d’une conique est extérieur à cette conique. 


Toute conique (T°) partage le plan en deux régions : l’intérieur et l’extérieur de (T). 
Sur les figures ci-dessous, on a colorié l’intérieur de chacune des-coniques. 


F 


(D) 


Parabole Hyperbole 


Ellipse 
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1.2, pare réduite d’une conique 
ssa Équation réduite d’une parabole 


Soit OI la Piti de foyer F et de directrice (F). 
On désigne par K le projeté orthogonal de F sur (2) ; le milieu de [FK] est le sommet S de (9#). 


On munit le plan d’un repère orthonormé (S, à J ) tel que : P= = SF. 


P 
On pose : KF=p;ona e(z) et mrs- E 


Soit M(;) un point du plan ; H -2 est le projeté orthogonal de M sur (3). 
y 


Ona:M E(P) = MF = MH , ' 
(Bref R] 
> y°=2px. 


On en déduit la propriété suivante. 
Propriété 
Soit (F) la parabole de foyer F, de directrice (%) et de sommet S. 


Dans un repère orthonormé (S, i, J ) tel que T= 


= SF, (P) est la courbe d’équation y? = 2px, où p est 
la distance de F à (7). - | 
Cette équation est appelée équation réduite de la parabole. 


Le nombre réel strictement positif p est appelé paramètre de la parabole. 


+ 


Remarques 
. + Un échange des axes de repères {S, T )et(S, f) conduit à une équation 
réduite de la forme : x? = 2py. 


L’axe focal de la parabole est alors la droite de repère {S, j'), le foyer est 


0 Lu ST a =. 
F(p) et la directrice (®) : y = — F 


2 


+ Dans le repère orthonormé (O, ri j Tî), la courbe d'équation y° = 2ax {a + 0) est une parabole (P) de som- 
met O, d’axe focal la droite de repère (O, à ) et de paramètre lal. 


a 
Le foyer de {P} est r = et sa directrice {®}) : x = - LS 


Exemples 


+ La courbe d’équation y? + 4x = 0 est une parabole de sommet O, d’axe focal la droite de repère (O, ț') 
et de paramètre 2. Son foyer est Ffa) et sa directrice (®) : x = 1. 


e La courbe d’équation x? — 8y = 0 est une parabole de sommet O, d’axe focal la droite de repère (O, f’) 
et de paramètre 4. Son foyer est F(3) et sa directrice (3) : y = — 2. 


mesm Équation réduite d’une conique à centre (e + 1) 

Soit (T) la conique de foyer F, de directrice (®), d’excentricité e (e + 1) et d’axe focal (A). 

(T) admet deux sommets A et Æ’ sur (A). 

On munit le plan d’un repère orthonormé (O, Èj) tel que O est le milieu de [AA] et T= 5x OA. 
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1% cas :0<e<1 2° cas:e >1 


Ona: A =bar{(F, 1); (K, e) & OF + eOK = (1 + e)0 DA - 
= bar{(F, 1) ; (K, - e) & OF _ eOK = (1 — e)}OA e 
On en déduit que : OF = eOÀ et OÀ = eOK. 


On pose : a = OA et c = OF. a 
Ona: OF-eOA et OA = eOK ; on en déduit que : e = = et OK = — 


C 
2 
De plus, F(E) et (®) : x = &. 
p (5) et (®) ya 

Soit M{}) un point du plan ; a c) est le projeté orthogonal de M sur (2). 
Ona: MET) & MF=eMH | 

>, 2 € 2 
&  (x-c) +y = S(x-T) 


Z 
— (a -@)=, + y? — (a2 -c)=0 


On en déduit-la propriété suivante. 


Propriété 
Soit (T) une conique de foyer F, de directrice (®) et d’excentricité e (e + 1). 
On désigne par A et A’ les soma L de (T) situés sur son axe focal. 


Dans un repère orthonormé (O, à J 7 )tel que O est le milieu de [AA] et T 
= 1, où a = OA et c = OF. 


PES 
OA 


= 
OA, (T) est la courbe `< 


| CE 
d’équation —, z2 +t ne 


c 


Cette équation est appelée équation réduite de la conique. 


Remarques 
i 2 
e Un échange des axes de repères (O, T ) et (O, J ) conduit à une équation de la forme : a + 2 = 1, 


L'axe focal de la conique est alors la droite de repère {O, f ), F(° e) est un foyer, (®) : y = k une directri- 


Ce, B(}) et B ( $ sont les sommets “de la ni ie situés sur l'axe focal. 


2 
+ Dans le repère orthonormé (O, À i j f), la PR d'équation 3 + m =i 1 {a>0,c>0eta#+c)estla 


2 
conique de foyer F (o) de directrice (®}) : x = L et d’excentricité e = a 


L'équation réduite d’une conique lorsque e + 1 permet de déduire des propriétés de symétrie. 
| Conséquences 


Soit (T) une conique d’excentricité e (e + 1) et d’axe focal (A). 
On désigne par A et Æ’ les sommets de (T) situés sur (A). 

e La médiatrice de [A 41 est un axe de symétrie de (T). 

* Le milieu O de [AAT est centre de symétrie de (1). 


De telles coniques sont appelées coniques à centre ; le centre de symétrie est appelé centre de la ` 
conique. 
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Remarques 


* F et (D°), images respectives de F et (3) par la symétrie de centre O, sont également un foyer et une 
directrice de (T). {T} est parfaitement déterminée par la donnée de F’, (®°) et e. 
e On a : FF = 2c ; FF’ est appelée distance focale de la conique à centre. 


Le tableau suivant précise l’équation réduite de (T) suivant la nature de cette conique. 


= —  — 


Ellipse Hyperbole =w 
(0 <e < 1} = (e>1) 


| 


On a : c < a ; on pose : b = a? — e. Ona:c>a ; on pose : b? = €? — a? 


É i | dé md ‘ já nus CE x? y 
L'équation réduite de l'ellipse est : zmz tL L'équation réduite de l'hyperbole est : AB. ai 
. j $ 


(®) 


Exemples R 
2 pets 
e Soit (€) la conrbe d’équation : Fe += 1. Ona:a=5etb=3 ; donc : c = ja? — b2 = 4. 
b = 4 Bees 4 5 35— 5 : Z $ 
(€) est l’ellipse de centre O, de foyers F($) et F ( 0 }: de sommets A(ÿ) et A! D ) apea sur l’axe focal, 
de directrices (&) : x = 22 et (W) : x =— F2, d’excentricité T 
2 {E _  — 
+ Soit (#) la courbe d’éqnatiou : T 2 =1. On a:a= 2 etb = 1 ; donc : c = Ja? + b2= (5. 
5 i 
` 15 5f— {5 2 f{— 2\ 4,2 : 
(3) est l’hyperbole de centre O, de foyers KP) et F ( D }: de SRE A(5) et A 9 | situés snr l’axe 
focal, de directrices (@) : x = Æ et a : x = — Æ d'excentricité = 


(5 5 


-—1.3. Courbes d'équations Ax?.+ By? + 2Cx + 2Dy +E = 0 


Dans ce paragraphe, le plan est muni du repère orthonormé (O, & j ). 


On considère l’éqnation Ax? + By? + 2Cx + 2Dy + E = 0, où A et B sont non tous nuls. 
On se propose de déterminer, sur quelqnes exemples, la nature de l'ensemble (T) des points M du plan 
dont les coordonnées (x ; y) vérifient cette équation. 


1. Déterminer la nature de l’ensemble (T) d’équation : y? — 4x + 2y + 9 = 0. 
Ona:M € (T) © (y +1}? = 4x- 2). 


Soit s( 4) et (X ; Y) les coordonnées de M dans le repère (S, à J ). 
Ona:M E (T) © Y? = 4X. 


Donc, (T) est une parabole de sommet S, d’axe focal la droite de repère (S, {T} et de paramètre 2. 


2. Déterminer la nature de l’ensemble (T) d’équation : 4x2 + y? + 16x + 7 = 0. 


S ak 
Ona: MET) & Era 7 1. 
a- "4 
4 : 
Soit UFR et (X ; Y) les coordonnées de M dans le repère (0’, & F ). 
| 2 2 
Oii Etja = 4 2r ft» ` 
9 
4 


Donc, (T) est une ellipse de centre O’ et d’axe focal la droite de repère (O’, F). 
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3. Déterminer la nature de l’ensemble (T) d'équation : x? - 


2 __ 912 
Ona:MEMS -+ + 2) = 


Soit o'(5) et (X ; Y) les coordonnées de M dans le repère (0, ETFi 
Ona:ME(T)& +21. 


Donc, (T) est une hyperbole de centre O’ et d'axe focal la dr 


3y° + 12y -3= 0. 


roite de repère (O”, ÿ ). 


4. Déterminer, suivant les valeurs du nombre réel m. la mature de cree (Ca) d'équation : 
(m + 2)? + m2y? + 2(m + 2}x — (m + 2m? — 1) = 


è Sim=-2, ona: ME T) Sy Donc. (F_.} est l'axe des cu 
e Sim=0, ona:ME(,) & (x +1) =0. Donc. (F. es l droite d'équation : x = — 1. 
(x + 1} y 
e Sim#ž#-—-2etm#0, ona: METT D mp 
m m +2 


— Sim <—2,{(T.) est une hyperbole de centre O(., o} 
- Si m>- 2, (T „) est une ellipse de centre O’ Le Ra F 


en particulier : (r ) est le cercle d'équation (x + 1F +y = 1. 


kea 


(T,) est le cercle d'équation {x + 1F + y = 


(@) ; on désigne par d la distance de F à (G). 
Dans chacun des cas suivants, déterminer 
l'équation réduite de (@) dans un repère conve- 


Dose F Xercices 
Le plan est muni du repère orthonormé (O, & j ). a) Fli $ (%):x=5 et e= + 
t 
l.a Soit (#) la parabole de foyer F et de directrice b) F(_ pA (2) : y = 1 et e= -7 


c) F 7 (G):x=-—1 et e=2 


nablement choisi. d} F(_ s A D %):y=0 et e= 3. 
a)d=2 b}d=-5 cjd=8 d)d= 
l.e Dans chacun des cas suivants, déterminer le 
l.b Soit (T) la conique de foyer F, de directrice (®) foyer et la directrice de la parabole (P). 
et d’excentricité e ; on désigne par d la distan- a) (P) : y? = 4x b) (P) : x? + 4x + 4y =0 
ce de F à (9). c) (P):2y =4x+3 d) (P:y=L-x40 
ÿ= 3 
Dans chacnn des cas suivants : 
: E Ai r re ne i i ce A à L f Dans chacun des cas suivants, préciser la natu- 
PARA Es T m Pa fade re et les éléments caractéristiqnes (centre, axe 
repère ot. ement chorsi. À focal; sommets situés sur l'axe focal, foyers, 
ajd=5ete= F b}d=3ete- F directrices et excentricité) de la coniqne (T). 
N " I _ TS HE 
ch = 36t é= 2 dJd=4ete=3. a} M: + 7 =1 b) T): a + 45 1 
r? y? +2 y? 
l.c Dans chacnn des cas suivants, déterminer une c) (I): w y” d) (T): sm F 
équation de la parabole de foyer F et de direc- 
trice (®). l.g Dans chacun des cas suivants, démontrer que 


1.d 


a) pe) et (®):x=1 b) F| et (@):x=1 
c)F(°,)et(@):y=3 d)F(1) et (®) : y = A4. 


Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
équation de la conique de foyer F, de directrice 
(D) et d’excentricité e. 


(E) est une équation d’une conique à centre 
dont on précisera le centre, laxe focal et les 
sommets situés sur cet axe focal. 


a) ŒÆ):x?+2y2-2x-3-0 

b) (E): 3x? + y? +6x-4y+4=0 
c) E):2x?-y2-4y-12-0 

d) Æ): 2x2 +y’ + 6x + 2y — 16 — 0. 


Coniques 153 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


- Étude de lâ parabole 


Dans cette leçon, le plan est muni du repère orthonormé (O, ù j ). 


_ 2.1. Étude analytique 
Tracé de la parabole 


La parabole (®) Penati réduite y° = 2px p > 0) est la réunion des courbes représentatives (P) et (@.) 
des fonctions f, : x> V2px et jit- 2px . 

(F) et (@,) sont symétriques par rapport à la droite de repère (O, i Ê ). 

Étudions la fonction f : x \2px. 

On a : D; =[0;+œlļ; (P) 


VxreEÏ]0;+of, f(x) =— . 
„2px n 


On en déduit le tableau de variation de f, et la courbe (P). J V 


O 


N 


k Eléments caractéristiques de la parabole 


— M — — —— ~ — ms ——— -= M —— ———_ —a —.— 


Equation i y = 2ax x? = 2ay 
London S aiii S... PS à dc PoP n AE ET PS SA | EE £ 
' Paramètre p" lal i 
Destin D r AC qe paa T eOr Er — M D M er 2e —_—— AE a = te = =m- —— | 
i Sommet 2! O 


E3 
ł t 


_ =e 1 —— — ——_— um M -m + m e Er Os es — ——_— m e r a_n — m — - = mn Á m — me a Á aa ~M 


! Axe focal i La droite de repère (O, # ) La droite de repère (O, j’) 


| RSR RE CS ge m $ ee 5 — En mn. C Le o amr = cn 


A o ° Y 


ł 
E 


O\ — hs, En es 


t 4 
‘ Foyer ; 


f 
t { 


IPS SES ‘7 
i 

: Directrice 
ER 


E 
-e e MÁ a m le a 


a>0 ı 


RU a A on ge o ‘MlM 
— 


Courbe 


| 


a<0 


CET G a e a a m e E R e a A a a o p o nde ee HP a 
AE PU SPP à en Qt hé me Pb rome me e Dé 


| 4 
vs“ LE 
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sems Equation de la tangente en un point de la parabole 
Soit (P) la parabole d’équation y* = 2ax (a = 0) et Moly” | un point de (@). 

0 
+ La tangente en O, sommet de (F), a pour équation : x = 0. 


e Si y, > 0, une équation de la tangente à (?,) en M, est : 


y — J2ax, = ——(x - x,) Led Yy, — y: = aix — x) 
Ag = YU, = MX + Xi). 
e Si y, < 0, une équation de la tangente à (F) en M, est : 
y + /2ax, TE 7 EE = (x =a) © yy- => ar + x) 
V2ax, s 


Soit (@) la parabole d’équation : y° = 2ax {a = 0). 


La tangente en un point M, a) de (F) a pour équation : yy, = alx + x). 


Lorsque (®) a pour équation x° = 2ay (a + 0) , la tangente a pour équation : xx, = aly + Yo). 
Exemples 

e Soit (P) la parabole d’égnation : y? = — 4x. 

Le point M") appartient à (P) ; la tangente en M, à (F) a pour équation : x + y —-1= 0. 
+ Soit (P) la parabole d’éqnation : x? — 8y = 0. 

Le point Mo(3) appartient à (P) ; la tangente en M, à (P) a pour éqnation : x - y — 2 = 0. 


sx Régionnement du plan par la parabole 


Soit (P) la parabole d’équation : y? = 2ax (a + 0). 
a 


Le foyer de (P) est F 2) et sa directrice (%) : x = — S 


Pour tout point M dn plan dont le projeté orthogonal sur (®%) est H, on a : 
e M est intérienr à (PF) e MF<MH e (x — F + y? < (x + Sj < f 2dr; 


2 2 
e M est extérieur à (P) = MF? > ME? 8 (x- i + y? > (x + I &  _y°>2ax. 


2.2. Etude géométrique 
soit (D) une droite du plan et F un point n’appartenant pas à (%). 
On se propose de constrnire point par point la parabole (P) de foyer F et de directrice (0); ainsi que la 
tangente en chacun de ces points. 
e Soit H un point de (%) et (A) la perpendiculaire à (®) en H. Sg 
Un point M de (A,,} appartient à (P) si et seulement si : MF = MH. M A 
Donc, le point d’intersection de (A) et de la médiatrice de [FH] H' =a 
est unique point de (A) appartenant à (P). / a “5 a 
Réciproquement, tout point M de (H) qui se projette orthogona- H 


lement en H sur (®), est tel qne MF = MH, c’est-à-dire appartient | (A) 
à la médiatrice de [FH]. (Ty) À 


e Démontrons qne la médiatrice de [FH] est la tangente (Ty) en 
M à (P). ST O O à) 
Soit M’ un point de (Tą. distinct de M, et H’ le projeté orthogo- 

nal de M’ sur (%). | 
Ona: MH=MF et MH > MH. (D) (P) 
Donc : M'F > MH’ ; c’est-à-dire M’ est extérieur à j (P). 


Tout point M’ de (T,,), distinct de M, est extérieur à (P) ; donc (Tą) est la tangente à (P) en M. 
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Soit (P) la parabole de foyer F et de directrice (®). 

Pour construire un point de (Ÿ) et sa tangente, on peut utiliser le procédé suivant : 
e par un point H de (2), tracer la droite (A,,) perpendiculaire à (%) ; 
e tracer la médiatrice de [FH]. 

Ces deux droites se coupent en un point M de (P). 

La médiatrice de [FH] est la tangente en M à (P). 


La parabole (P) de foyer F et de directrice (4) est l'ensemble des centres des cercles passant par F et tan- 
gents à (®). 


9,3. Travaux dirigés 
Soit (@) la parabole d’équation : y? = 2ax (a # 0). 
1°) a) m étant un nombre réel non nul, démontrer qu'il existe une unique tangente à (F) de coefficient 


directeur m. 
a 


b) Démontrer que cette tangente a pour équation : y = mx + Jm ' 


2°) Soit P(R) un point du plan. Déterminer, suivant la position de P, le nombre de tangentes à (P) pas- 
sant par ce point. | 


3°) a} Déterminer l’ensemble des points M du plan d’où l’on peut mener deux tangentes perpendicu- 
laires à (). 

b) Démontrer que ‘dans ce cas, si on désigne par M, et M, les points de contact de ces tangentes avec 
(P), la droite (M,M,) passe par un point fixe. 


Solution 
1°) a) La tangente en un point Mi(,°) de la parabole (P) d'équation y? = 2ax (a + 0) a pour équation : 
0 
Yy, = alx + x.) ; donc, si y, # 0, elle a pour coefficient directeur : + j 
0 
Ona:m=& © y,=—< 
Yo m 
Donc, si m # 0, il existe une unique tangente à (P) de coefficient directeur m. 
x y? 
à (9 D è = a = d! _ _a_ 
b) Cette droite est la tangente à (P) en My) tel qne : y, = < et Xg Ja T Zm? 
ST aaa UT PE l'y ie à à: a 
Cette tangente a pour équation : y — > m x T, ; c'est-à-dire : y = mx +3. 


2°) Une tangente à (®), de coefficient directeur m, passe par le point P(g) si et seulement si : 


3 a 
B = ma E 


Le discriminant réduit de l’équation (1) est : A’ = ff — Zag. 


: c'est-à-dire : 2am? — 2Bm +a =0 (1). 


On en déduit que : 

e si B? — 2ac > 0, c'est-à-dire si P est extérieur à (P), il existe deux tangentes à (P) passant par P. 

+ si B? — 2ag = Q, c’est-à-dire si P appartient à (P), il existe une tangente à (ẸP) passant par P. 

e si B? — 2aa < 0, c'est-à-dire si P est intérieur à (P), il n'existe pas de tangente à (P?) passant par P. 


3°) a) Les tangentes à (#) issues d’un point M sont perpendicnlaires si et seulement leurs coefficients 


directeurs m, et m, sont tels qne : mm, = — 1. 
: a f i "E € N? 
Or : m,m, = zg : douc : mm, = 1e a=--- 


Donc, l’ensemble des points M d’où l’on peut mener deux tangentes perpendiculaires à (P) est la droite 


d’équation x = — 7 c’est-à-dire la directrice (®) de (P). 
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b) Soit M un point de (F), M, et M, les points de contact 
des tangentes à (P) issues de M. H, et H, les projetés 
orthogonaux respectifs de M, et M, ai (p). “On gs 


e (MM) est la médiatrice de [FH] ; 

donc, par symétrie : (MF) L (FM); 
° (MM) est la médiatrice de [FH] ; 

donc, par symétrie : (MF) L (FM) ; 


On en déduit que la droite (MM, passe par le point F. 


A 
~ Lxercices z575 
g. AS T ES A 


2.a Tracer la parabole (P) d’équation : y? = 8x. 2.d 
Déterminer le point À de (P) où la tangente est 
parallèle à la droite d’équation : 2x + 3y- 3 = 0. 
Déterminer une équation de cette tangente. 


2.b Tracer la parabole (P) d'équation : y? = 36x. 
i Déterminer les tangentes à (@) passant par le 


point p(à) ainsi que les coordonnées des 2.e 
points de contact de ces tangentes avec (P). 


2.C Tracer la parabole (#) d'équation y? + 2x = 0 et 
détėrminer une équation de la tangente aux 
points de (P) d’abscisse — 1. 


3 Étude de l’ellipse 


H E 
H 
1 ae EnF 
E 
M a- 
A 
F 
Hg 
(HP) 
M, 
@)| i 
NU NT ESS MS N E Ml E E 
+ s ge PC SE EE nt SES Cr PO a f: f # EE | 


> = EP EE TPS EE ARE + Re” = VE ERA 
PE ES TO O O N T E X: 


Soit (F) une parabole de sommet § et M un 
point de (F). La tangente (Ty) en M à (P) coupe 
laxe focal en un point T. 

Démontrer que le symétrique de T par rapport 
à S est le projeté orthogonal de M sur l’axe 
focal. 


Soit (F) une parabole, M un point de (#) et 
(Tą) la tangente en M à (@). La perpendiculai- 

re en M à (Ty) coupe l’axe focal en N. 
Démontrer que le symétrique de N par rapport 


au foyer F appartient à (Tą). 


Dans cette leçon, le plan est muni du repère orthonormé (O, & f ). 


3.1. Étude analytique 


Tracé de ellipse 


Soit (€) l’ellipse d’équation : Ea t% = = 1 (a> 0, b > 0). 


(6) est la réunion des 7. représentatives (6.) et (@,) des fonctions f : x = b Ja — x2 et 
1 2 1 a 


f: XX — DIE à 
2 a` 


(6,) et (€,) sont symétriques par rapport à la droite de repère (O, à ). 


A 
sa la fonction f, : x > b fa? — X2, 


On a : = [- a ; a]; f, est a fonction paire, on peut réduire son étude à [0 : a]. 
ice [0 ; al, fil) = b_x 
a v + x2 
(x) — f {a -x (x) — f (a 
Degni, AA _ à a À {a+x; donc: lim GI a 
x-a | a X — x—a r-a 


(6,) admet une demi-tangente verticale au point Afo) 
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On en déduit le tableau de variation de f, et la courbe (6). 


Le mit dE à hit > 


OOc HIT neare TS 


; 


| Demi-distance focale : | c = ,a2 — b2 


= em 0 LS CO A GR 


f 
+ ax ——— — 
| 


: Excentricité = 


pese a 


| Sommets 


E aoaea orge crc ts e m E CNE 21 ln aa aaa 


axe focal : (AA’) 
grand axe : [AA] 
La ] 


| Axes | 
L. | petit axe : 


OCRE PD mt SRAD p aia ANAA DE EOE OPOE TE SE AAEE PEABO A aa D) annA 


Foyers 


$ 


Le cer anges der dN LANTA SPORT NP ORAN ET ODAN TID RS ES AAA a a a e r CS T 


2 
pinis et 


A A A M 


| Directrices 
| 


| zrele rinci al : 4 O;a 
| Cercles remarquables P ip ( ) 


a EST anaa T a aa EEDA LEE ATD ARN aa = 6 ROUTE 


: Courbe 
| 


(D) 


gs interest tanins stone ne E E 


$ 
ONRAITA NAAA AEAN A AAS AAAA EETA ida rennan eaan AA ANEA TA AN AAAA AI 


wa x zii spay nananana nmana hs DT A E LS 


@{(O ; a) désigne le cercle de centre O et de rayon a. 


R emarque 


Lorsque a = b, (8) est le cercle (0 : a). 
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cercle secondaire : (0 : ; b) | 
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2 cas:a <b 
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c = jb? — a2 
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axe pan (BB ) 
| i grand axe : [BB] 
petit axe : [AAJ 
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et (D) : y=- 
verele principe + e(O; H 
cercle secondaire : @(0 ; a) 
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=== Equation de la tangente en un point de l’ellipse 
On démontre la propriété suivante de façon analogue à celle concernant la parabole. 


Ex 


Soit (6) l’ellipse d’équation : + + 5 = 1. 


a? = 
La tangente en un point M x °) de (€) a pour équation : — + e = 1. 
Exemples 
či 3 n x? y’ Es 
e Soit (6) l’ellipse d’équation : 35 += 1- 


3 te 
Le point M(i2) appartient à (€) ; la tangente à (€} en ML a pou équation : 9x + 20y — 75 = 0. l 
D 


+ Soit (£) l’ellipse d’équation : 4x? + y? = 4. 

(3 

Le point M (> Jepportion à à (€) ; la tangente à (€) en AL 2 pour équation : 2, 3r -y — 4 = 0. 
— 1 


— 3.2.. Ellipse et cercle 


EENES mpte paramétrique de l'ellipse 


2 
Soit (€) l’ellipse d’équation : E+ 1. 
TL | ms, UN 
Pour tout point M} ona:ME (€) — E) +5) = 1 
= 30 ER, Æ = cosð et À = sin 
a b 
„A 38 ER, x= acosð et y = bsinð. 


On en déduit la propriété suivante. 
Propriété 


L'ellipse d’équation RL + A = À a pour représentation paramétrique : p È AN (0 E€ R). 


Remarque 
(x — a) i (y - B} 


Plus généralement, l’ellipse d’équation z2 p2 


= 1 a pour représentation paramétrique : 


xr=acosð+ a 
y = bsin8 +ß (8 € R). 


Exemples 
3 = 2e ° (x P 1) (y Em 2} # = 2 , 
e L'ellipse d’équation GOLF LE 1 a pour représentation paramétrique : 


Le 4cos8 — 1 


y = 2/2sin0 + 2 (6 ER). 


x = Cos + 3 
y= 2sin0 — 1 


i (y + 1)? 
(x — 3) FT Æ 


e Le système (6 € R) est une représentation paramétrique de l’ellipse d’équation : 


= 1 ; c’est-à-dire : 4x + y? — 24x + 2y + 33 = 0. 
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szesz Cercle piip et affinité 


Soit a et tb A nombres réels (a > b > 0) et (€) l’ellipse de représentation paramétrique : n & b is (0 E R). 


On désigne par A et Æ les sommets de (€) situés sur l’axe focal et par (€) le cercle de diamètre [AA]. 
(6) a pour représentation paramétrique : pe e i k Es (0 € R). 
Soit f l’affinité orthogonale d’axe (AA') et de rapport b, 


L'image d'un point M(?, } par f est le point M? i ) tel que : p u s ; 
a 


: X = a cos -p 
Ona:ME(@) e j = asin (8 = &) 
x’ = a cos0 ons 
S y'=hsing CEN 

= M’ E (8). 


Donc (6) est l’image de (€) par f. On en déduit la propriété suivante. 


Propriété 


Soit (é) l’ellipse d’équation = + z =1 (a> b> 0), de sommets A et A’ situés sur l'axe focal. 
(6) est l’image dn cercle de diamètre [AA] par l'affinité orthogonale d’axe (AA’) et de rapport D. 


Remarque 


e La tangente en M’ à (€) est l'image de la tangente en M à fe) par l’affinité orthogonale ; donc, ces deux 
tangentes se coupent en un point de (AA'). 


e Si on désigne pdr B et B’ les sommets de (€) non situés sur l'axe focal, (6) est l'image du cercle de dio- 
mètre [BB] par l’affinité orthogonale d’axe (BB) et de rapport T 


De ce qni précède, on déduit nne construction point par point de l'ellipse. 


x = a cos0 
| y = b sin 
Pour construire un point de (6), on peut utiliser le procédé suivant : 


Soit (6) l’ellipse de représentation paramétrique f (9 E€ R), tel que :a>b>0. 


e tracer les cercles (67) et (€,) de centre O et de rayons 
_ respectifsaetb; ` 

e tracer nn diamètre [AA] de (@.) ; = 

e tracer une demi-droite d’origine O ; cette demi-droi- 
te coupe (6,) et (6,) respectivement en P, et P, ; 

e tracer la perpendiculaire à (A A’) passant par P} et la 
parallèle à (AA’} passant par P,. 

Le point d’intersection M de ces deux droites est un 

point de (€). 

[AA] est le grand axe de (8). 


-3.3. Définition bifocale de l'ellipse 


2 
Soit (6) l’ellipse d’équation : E + y= =1 (a>b>0). 
ie 2 2 
(€) a pour foyers F() et F' 1) où c = ya? — b? ; ses directrices sont (&) : x = Z et (@'):x-— = . 


son excentricité est : e = ea 
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Soit M un point du plan, H et H’ les projetés orthogonaux res- 
pectifs de M sur (®) et (°). 


e Si M E (€), on a : MF = e MH et MPF’ = e MH’. 
Donc : MF + MF’ = e HH’ = € A x 2 = rat, 


e Si M est intérieur à (€), on a : MF <eMH et MF’ < eME’. 
Donc : MF + MF’ < e HF’ ; c’est-à-dire : MF + MF’ < 2a. 


+ 5i M est extérieur à (€), on a : MF > eMH et MPF’ > eMH.. 
Donc : MF + MF’ > e HF’ ; c’est-à-dire : MF + MF’ > 2a. 


On en déduit la propriété suivante. 


Propriété 


Soit (€) l’ellipse d’équation réduite 3 + y = 1 (a > b> 0), de foyers F et F’. 


b? 
(€) est l’ensemble des points M du plan tels que : MF + MF" = 2a. 


Cette propriété, parfois donnée comme définition de l’ellipse. est appelée définition bifocale. 
Dans cette définition, on a FF = 2c tel que :c <a. 


Remarques 


e Les points M vérifiant MF + MF < 2a (respectivement MF + MF’ > 2a) sont intérieurs (respectivement 


extérieurs) à (6). M 
+ Cette propriété permet une construction de l’ellipse par la « métho- 

de du jardinier » : un fil, de longueur 2a, tendu entre deux points F 

et F”. 


e Lorsque a = b, F = F’ et (€) est le cercle de centre F et de rayon a. 


Exemples j 

2 
e Soit (€) l’ellipse d’équation réduite : Tr + A =| 
Ona:a= 2/2 et b= 2 ; donc: c= Jæ -b =2 


(€) est l’ensemble des points M du plan tels que MF + MF’ = 4/2, où F y 4 et py. 


e Soit F et F’ deux points tels que : FF’ = 4, 
Déterminer l'équation réduite de l’ellipse (€) définie par : MF + MPF’ = 8. A a 
Ou munit le plan d’un repère orthonormé (O, à, J) tel que O est le milieu de [FF’] et P= OF OF. 


F 
Ona:c=2 et a = 4 ; donc : b = Ja? — e = 2/3, 
2 = 
i Era TRE LT DE D 
(€) a pour équation réduite : 16 + 12=1 


De sa définition bifocale, on déduit une nouvelle construction point par point de l’ellipse. 


Soit (€) l'ellipse définie par : MF + MF = 24 (0<FF’ < 2a). 
Pour construire un point de (6) et sa tangente, on peut uti- 
liser le procédé suivant : 

e tracer le cercle (€) de centre F’ et de rayon 24 ; 

e tracer un rayon [F’K] de (€); 

e tracer la médiatrice de [FK]. 

Cette médiatrice coupe (F’K) en un point M de (8) et est 
tangente en M à à (6). ; 


(6) 


Une justification de cette construction est proposée en fin de chapitre {cf. exercice n° 44). — 
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3.4. Travaux diriges 


On appelle corde d’une ellipse tout segment joignant 
deux points de cette ellipse. 

Soit (€) une ellipse de centre O et P un point du plan, 
extérieur à (€). 

Déterminer le lieu des milieux des cordes de (€) pas- 
sant par P. 


Solution 


Une droite (A) passant par P coupe (é) en deux points 
M et N ; on désigne par I le milieu de [MN]. 

Soit f l’affinité orthogonale qui transforme (6) en son 
cercle principal (6). 


e f transforme P en F’ et [MN] en une corde [MPN] de : 


(6) dont le milieu P est l’image de I par f. 

Or, (OT) est la médiatrice de [M'N] ; donc I’ appartient 
au cercle (T°) de diamètre [OP]. 

Réciproquement, tont point de (T°), intérieur à (€). est 
le milieu d’une corde de (€) passant par P’. 

Douc, le lieu de l est l’ensemble des points de (T7) inté- 
rieurs à (€). 


° [est l'antécédaut de T par f ; donc, le lieu de I est l’an- 
técédant par f du lieu de T. 


L'antécédant de (T°) par f est une ellipse (T) dont le grand axe est l’antécédant dn diamètre de (I°) paral- 


lèle à l’axe de l'affinité orthogonale. 


Le lieu de I est l’ensemble des points de (T) intérieurs à (€). 


Sur la figure ci-dessus, le rapport de laffinité orthogonale est 


~- 


| 3 
C AI" tr = LA ra r = F 
£ r Fed 4 ie Es ai LE E — PEC IN TAN i 
mi: =: ne" P pA se - AE PE” A's £ i - r 
eT ete nv 259 : nr E ss Ë =~ a+ .y. 
W ENO GEE AEO MR | ke dh nt vd in + 
3.a 


des Ur > 
ar NN LIN DRE a s 
rer pe i 2 iape mme Ae i aaia m 


Tracer l’ellipse (€) d'équation : x? + 44° = 25. 
1. Déterminer une équation des tangentes à (€) 
aux points de (€) d’abscisse 4. 

2. Déterminer une équation des tangentes à (€) 
ayant pour coefficient directeur 


8 


3.b 


Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
représentation paramétrique de l’ellipse (6). 


a) (6):x? + 2y° + 4x — 4y = 10 
b) (6): 4x? + y? — Bx + 6y—3 =0 
c) (6): 3x? + y? + 6x — 2y = 0. 


da 


Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
équation de l’ellipse dont on donne une repré- 
sentation paramétrique, 


x =, c050—1 (0ER) 
+ wit 

X = 2c050 — 3 
b) Er ee PRES B) 
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Soit F et F’ deux points du plan tels que : FF’ = 6. 
Déterminer, dans un repère convenablement 
choisi, équation réduite de l’ellipse définie 
par : MF + MF’ = 8. 


Dans chacun des cas suivants, donner la défi- 
nition bifocale de l’ellipse (6). 


a) (6): + b) (€): 


Es 
9 


1. Soit A( 7, 
tion de l’ensemble (€) des points M du plan 
tels que : MA. MA = 1. 

2. Déterminer une équation de l’image de (6) : 
a) par l’affinité orthogonale d’axe la droite de 
repère (O, à ) et de rapport £; 


) et Ag Y Déterminer une équa- 


b) par l’affinité orthogonale d’axe la droite de 
repère (O, f ) et de rapport 2. 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Étudeidell'hyperbole 


Dans cette leçon, le plan est muni du repère orthonormé (O, Dj]. 


É 4,1. Étude analytique 


pasem Tracé dé l'hyperbole 

Soit prm l'hyperbole d’équation : s — L =1. 

(Æ) est la réunion des courbes représentatives (%.) et (#,) des fonctions A E E b fe — a? et 
Lx b e-a. 

(7) et (3€,) sont symétriques par rapport à la droite de repère (O, T). 


asap la fonction f} :xr D fe a2. 
Ona: = ]- 0 ; — G] U la; g æl ; :f. est une fonction paire, on peut réduire son étude à [a ; + cf, 


en de: +l, fi) = E 1. 
Jx? — a? 


x)—f la Ja -x 
E WE -a BE E 
a 


x) — fla 
va +x; donc: lim AVI AU) = 
x-a 


x-a r>a w= G 


(4,) admet une demi-tangente verticale au point Ala) 
On démontre également que la droite d’équation y = by est asymptote à (9€,) en + œ, 


On en déduit le tableau de variation de f, et la courbe (%). 


L 


Remarques 


; 2 2 
e L’hyperbole d’équation — X+ T: = 1 est l’image de l'hyperbole d’équation 5 — , = 1 par la symé- 
trie orthogonale d’axe la trente bissectrice. 

y? 2 
e La réunion des asymptotes de l'hyperbole d’équation a -— a = 1 a pour équation : = - 2 
e Si a = b, les asymptotes sont orthogonales et e = {2 ; on dit que (J€) est une hyperbole équilatère. 
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msemenx Eléments caractéristiques de l'hyperbole 
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Directrices (D) :x=5 et ():x=-— r ENES y = zv t ():y= 


] 


| Asymptotes | - (A):y= E et (A):y =- br 
i a a u 


| (A) (A) ali ur | 
LE oo | Se | 
! Courbe z Ahah € Le A 
AO NSN O S) 
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` ; 
É i & 
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ass Equation de la tangente en un point de l'hyperbole 
On démontre la propriété suivante de façon analogue à celle concernant la parabole. 


Propriété 


2 
Soit (4) hyperbole d’équation : x - 5, sih 


XX 
La tangente en un point M (%9) de (3€) a pour équation :-2 - 
5 P 0 Yo P q a? 


; « 2 2 # , XX 
Lorsque (%) a pour équation — 5 + 1 = 1, la tangente a pour équation :- 7 + =P. 
M 


Exemples 
2 
+ Soit (4) l'hyperbole d’équation : — y? = 1. 


3 

Le point M, /5 | appartient à (9€) ; la tangente à (%) en M, a pour équation : 3x — 2/5y —4 = 0. 
B . 

+ Soit (X) hyperbole d’équation : — 2x? + 34? = 1. 


Le point M( j) appartient à (4) ; la tangente à (#) en M, a pour équation : 2x + 3y + 1 = 0. 


mere nee de 


zam Equation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes 
Nous avons rencontré dans les classes précédentes des hyperboles, courbes représentatives des fonctions 


homographiques. Démontrons que l’hyperbole définie maintenant est également la courbe représentati- 
ve d’une fonction homographique. 
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-2 

Soit (4) l'hyperbole d’éqnation réduite : z - 5 
On se propose de déterminer l’équation de (%) dans un repère dont les axes sont les asymptotes de (%), 
par exemple le repère (O, u, v) tel qne : uf) et (p) 
Soit M un point du plan, de coordonnées (x ; y} dans le repère (O. T f ) et de coordonnées (X ; Y) dans 
le repère (O, u, v). 
On a : OM = x? + yj = Xu + Yv 

= X(ať+ bj ) + Yla- bf ) 

=a(X + YJÉ + b(X "VIT. 


x = a{X + Y) 
y = bX- YY 


On en déduit une équation de (%) dans le repère (O. u. t): Y = — . 


Donc : | 


On obtient ainsi l’expression d’une fonction homographique. 


Exemple 


2 
Soit (9€) l'hyperbole d’é tation € — %_ =1 dans le repère (0. Èf }.- 


` ` PT er 1 
On a : a = 2 et b = 2,3. Soit le repère (O, u, v } tel que : ui 3) et r(_ 3 } 


On en déduit les formules de changement de repère : | jé je jeri -Yy 


Daus le repère (O, u, v), (38a pour éqnation : 3(X + Y} — 3(X — Y}? = 12 ; c'est-à-dire : Y = + 


… 4,9, Définition bifocale de l'hyperbole 


š 2 
Soit (Æ) Phyperbole d’équation réduite : - — 5 =1 (a>0,b > 0). 
(4) a pour foyers F(.) et (0°) où c = ja? + b? ; 


| a? a? 
ses directrices sont (®) : x = =. et (D) : x =— =e] 


son excentricité est : e = Č. 


(4€) est la réunion de deux courbes (9€.) et (%,) situées respectivement dans les demi-plans où les points 
ont des abscisses positives et négatives. 

soit M un point dn demi-plan défini par x > 0, H et H’ les pro- ~ (%.) 

jetés orthogonaux respectifs de M snr (%) et (D). kos H' 
e Si M E (%,), on a : MF = e MH et MF’ = e MRP. N 
Donc : MF’ — MF = e HP’ = 2a. b: 


e Si M est intérieur à (#Æ.), on désigne par N le point d’inter- F# 
section de (MF) et (4€.). Fr 

On a: MF < MN + NF et NF°’-NF = 2a. 

Donc : MF’ — MF > MF’ — (MN + NF) : (5°) 
c'est-à-dire : MF’ — MF > NF’ — NF ou MF’ — MF > 2a. 


e 51 M est extérieur à (#.,), on démontre de même que : MF’ — MF < 2a. 

On a un résnltat analogue dans le demi-plan défini par x < 0. 

On en déduit la propriété suivante. 
Soit (4) l’hyperbole d'équation rédnite = S > =1 (a> 0, b > 0), de foyers F et F’. 
(4) est l’ensemble des points M du plan tels que : IMF - MF | = 2a. 


Cette propriété, parfois donnée comme définition de l’hyperbole, est appelée définition bifocale. 
Dans cette définition, on a FF’ = 2c tel que :c > a. 
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D... nifmiErr: = 


INCITAaTqUuEe 
Les points M vérifiant IMF - MF’| > 2a (respectivement | MF - MF’| < 2a) sont intérieurs (respective- 
ment extérieurs) à (4). 


Exemples 


+ Soit (€) l'hyperbole d'équation :# — = 1. 


Ona:a=2etb= 5; donc: c= Ja? +b -= 3. à 
(Æ) est l’ensemble des points M du plan tels que IMF — MF’ | = 4, où F(S } et FU }. 


e Soit F et F’ deux points tels que : FF’ = 4. 

Déterminer l’équation réduite de l’hyperbole (2) définie par : IMF - MF’ I = 2,3 /3. 
.On munit le plan d’un repère orthonormé (0. ij ) tel que O est le milieu de [FF] et i= OF LOF 
Ona:c=2eta- B: donc : b=,c2-a =f. 


(%) a pour équation réduite : = -g = 1. 


De la définition bifocale, on déduit une construction point par point de l'hyperbole. 


Soit (4) lhyperbole définie par : 

IMF — MF’ = 2a (FF > 2a > 0}. 

Pour construire un point de (30) et sa tangente, on 
peut utiliser le procédé suivant : 

tracer le cercle (€) de centre F’ et de rayon 2a ; 
e tracer un rayon [F’K] de (6) ; 

+ tracer la médiatrice de [FK]. T 
de Cette médiatrice coupe (F’K) en un point M de 
o (4) et est tangente en M à (90. 


Une justification de cette construction est proposée en fin de chapitre (cf. exercice 45 }. 
Remarque 


Si (FK) est tangente au cercle, la médiatrice de [FK] est parallèle à (FK) ; donc le point M n'existe pas et 
cette médiatrice est l’une des asymptotes de l'hyperbole. 


n e ee DORE LE se: -a0 man Mt NT ue A 4 La ga = et = Fa DUO AU a . - M ter rs n ' 
T vi A Cr ner 2 CS. ANT LE UT N E f a È a a rs APT PT M E P a AE 1pé CO CA EP 
E PT E; a 1 d >i map”. RS ean aE AIS sr ao AE p > F j a~ HN P nr: 5 fr = zo M AF AF Er + FE # z < Re 0e An 
E. F ME © > S gs < = LE mr aT P =" 7 a- RS S cdi) re Ps m L FA F ce ED à 
r £ P= ž ny S” x HE LENT CP A e a LE, 2” d i Wo a E B = f Le AS i hi = SET s RP UE aa 
5 y RE 4 ES D dé "+ pe US OT Re ed A Danr ae mb aF a qas aE SR RM ET ET nE e «ff A: = PS. $ se Se 2 


A.a Tracer l’hyperbole (%) d’équation : x? — 24° = 2. A.d Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
1. Déterminer une équation des RENÉE à (90) éqnation de l’hyperbole dans le repère (O, u, v) 
aux points de (4) d’abscisse 2,2. BR ris 1 "e 1 
2. Déterminer une équation des tangentes à (4€) q (1) (- 1) 
ayant pour coefficient directeur 1. a) x? -yt +4=0 


r . b) xX -y+2x-4y=0 
Ab  SoitFetF deux points du plan tels que : FF” = 6. 
Déterminer, dans un repère convenablement 
choisi, l'équation réduite de l’byperbole défi- ! 
nie par : [MF — MF’ | = 4. A.e 1. Construire sur un même grapbique les 
iyperbaies (%) et (JC) d'équations respectives 
xX -3y —-1=0 et 3x -y +1=0. 


c) x? — y? — 6x + 2y + 24 = 0. 


A.C Dans chacun des cas suivants, donner la défi- 


a 3 2. Démontrer que (4€) est l’image de (0) pat 
El ous A P Thyporpaie (ue, a a) la rotation r de centre O et d’angle Æ 
a) (9€) : n — 5 =4 b} (3€) : + 4. Z 2. À b) la symétrie orthogonale s d’axe la dremière 
bissectrice. 
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2 
er re © 
CPE | r 
EA à f 
E a © Ç 


Le plan est muni du repère orthonormé (O, È f À 


APPRENTISSAGE 


Construction d'une conique 


1 Soit F un point et (3) une droite du plan telle 
que la distance de F à (®) est égale à 4. 
Dans chacun des cas suivants, construire 10 points de la 
conique de foyer F, de directrice (®) et d’excentricité e. 
a) e=1 b) e= + c) e=3. 

2 Déterminer le sommet, laxe focal et le foyer, 
puis tracer les paraboles d’équations : 
a) 2y° +3x=0 b) 3x? — 4y +4=0 


c} 2y/-4y=x-3 d} x? — 2x = — 3y — 1. 


3 Déterminer le cen tre, l'axe focal et les sommets. 
puis tracer les ellipses d'équations : 


a) 


x = 1 b) (x—1}? + 4(y +2) =4 
c} x 


-+ ei ua 


(x+ 1}? 
+ 


& Déterminer le centre, l'axe focal et les sommets, 
puis tracer les hyperboles d'équations : 


=1 d) 


2 

a) -E= b) (æ-1}-4ly+2)2=4 
2 — 141} 2 

c) ef =: d) -E-W W2, 


F quation d'une conique 


2 
5 Soit (€) l'ellipse d’éqnation : x + a 1. 
p q 8 FA 


Déterminer une équation de l'hyperbole ayant pour 
sommets les foyers de (€) et pour foyers les sommets de 
(€) situés sur l’axe focal. 
| 3 2 
6 Soit (%) l'hyperbole d’éqnation : 5 -- 2 =i 
Déterminer une équation de l’ellipse ayant pour foyers 


les sommets de (#) et pour excentricité F i 


7 Soit (P) la parabole d’équation : 
y? — 4x + 2y + 9 = 0. 

1. Déterminer les éléments caractéristiques de (P) et 
tracer (P). 
2. Déterminer une équation de l’image de (P) par cha- 
cune des transformations suivantes : 
a) la „symétrie orthogonale d'axe la droite de repère 
(O, j'); 
b) la symétrie de centre O ; 
c) la symétrie orthogonale par rapport à la droite 
d'équation : y = x. 


8 Soit [T) l'ensemble des points M(?) tels que : 
y‘ — 9 = 9x1 — 18x°. 
Démortre que (T) est la réunion de deux coniques dont 
on déterminera la nature et les éléments caractéris- 
tiques. Tracer {T}. 


9 Der chacun des cas suivants, déterminer et 
tracer l'ensemble (F) des points M(,) tels que: , 


b) 25x|x| + 16y2 = 64 


a) 4r +g g, =9 
| 4x? — 16x]. 


c} 4r xr +9ylyl=144 d) 9% -= 


Représentations 
paramétriques d’une conique 


10 Démontrer que le système 
x = COs(0 + EL 
| y = 2cos(6 — = 


est une représentation paramétrique d’une conique dont 
on précisera la nature et les éléments caractéristiques. 


(8 € Rj 


i L n x = C0S20 
11 Démontrer que le système ty ye (0 E R) 
est une représentation paramétrique d’une partie de 
parabole que l’on précisera. 


12 Démontrer que le système 
ee 
— cos26 ~- 
(0 € [0 ; =D 
y=2+ Ltan20 4 
/2 | 
est une représentation paramétrique d’une partie d’hy- 
perbole que l’on précisera. 


13 Soit (T) l’ensemble des points M dont les coor- 
données (x ; y) vérifient : 
x = 2e + e 
l our ge (ER) 
Démontrer que (T) est une partie d’hyperbole que l’on 
précisera. Tracer (T). 


Définition bifocale 
des coniques à centre 


14 Soit F et F’ deux points tels que : FF’ = 3. 
Déterminer, dans un repère convenablement choisi, une 
équation réduite de l’ensemble des points M tels que : 
a) MF+MF'=5 b) |MF-MF|- 


15 Soit les points F( >) et F(). 
Déterminer nne équation de l’ensemble des points M 
tels que : 
a) MF+MF = 10 b) |MF-MF'|=4. 
(On pourra au préalable déterminer l'équation réduite 
dans un repère canvenablement choisi.) 
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16 Soit les points F( }et 


LT: 
On pose : = 1L(R-ÿ)e v= ER 
/2 2 


1. Déterminer dans le repère (O, u. r } une équation de 
l’ensemble des points M tels + di 

a) MF+MF'=4 [MF -MF'| = 2. 

2. En déduire une FT de ces ensembles dans le 
repère (O, EJ). 


Coniques 
et lieux géométriques 


17 Soit (€) un cercle de cente O et de rayon R, 
(A) une droite non sécante à (€). 
Démontrer que le lieu des points M. centres des cercles 
(T) tangents à (A) et à (€). est une parabole de foyer O 
dont on précisera la disnpirie ce. 
On distinguera deux cas 
— (T) et (6) sont tangents CATIES ~ 
— {6} est intérieur à {T J. 


18 Soit (€) un cercle de centre O et de ravon R, F 
un point intérieur à (€) et distinct de O. 
Démontrer que le lieu des points M, centres des cercles 
passant par F et tangents à (€), est une ellipse dont on 
précisera les foyers. 


1È Soit (@) un cercle de centre O et de rayon R, F 
un point extérieur à (6). 
Démontrer que le lieu des points M, centres des cercles 
(r) passant par F et tangents à (€), est une hyperbole. 
On distinguera deux cas : 
— (T) et (6) sont tangents extérieurement ; 
— (Q) est intérieur à {1 ). 


20 Soit (8) et (€) deux cercles de rayons dis- 
tincts, tels que (€) est intérieur à (6). 
Déterminer le lieu des points M, centres des cercles tan- 
gents à (€) et (€). 


241 Soit (6) et (€’} deux cercles extérieurs l’un par 
rapport à l’autre, de rayons R et R’ tels que : R > R’. 
Déterminer le lieu des points M, centres des cercles 
tangents à (6) et (€°) . 

On distinguera quatre cas : 

— {T} extérieur à (6) et (€) ; 

— (6) et (6’] intérieurs à (T) ; 

— (6) intérieur à (T), (6°) extérieur à {T} ; 
— (6°) intérieur à (T), (€) extérieur à (T). 


22 Soit (D) une droite et A un point n’apparte- 
nant pas à (D). On considère les paraboles passant par 
A et de directrice (%). 

1. Démontrer que le lieu des foyers de ces paraboles est 
un cercle (privé d’un point) que l'on précisera. 
2. En déduire le lieu des sommets de ces paraboles. 


Coniques 
et transformations 


23 1. Démontrer que l’image d’une comique par 
une isométrie plane est une conique de même équation 
réduite. 
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2. Démontrer que l’image d’une conique par une simili- 
tude plane est une conique de même nature et de même 
excentricité. 


24 Soit (€) l’ellipse d'équation 4x° + y” = 36 et les 


points Af) et B($). 

Soit M un point de (€) et M? l’isobarycentre des points 
A, B et M. 

1. Démontrer que M’ est l’image de M par une transfor- 
mation que l’on précisera. 

2. En déduire une équation de l’ensemble (€’) des points 
M’ lorsque M décrit (€). 

Tracer (€) et (&’) sur un même graphique. 


25 Soit f la transformation du plan qui à tout 


point M( y] associe le point MZ) tel que : 


y — 
f X'=X+,3y 
y'=— 3x + y. d 


1. Préciser la nature et les éléments ras Le de f. 
2. Soit (€) l'ellipse d'équation : 4x? + y° = 4. 
Déterminer une équation de (€), image de (&@) par f. 

3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de (€). 

Tracer (€) et (6’) sur un même graphique. 


26 Soit (%) l'hyperbole d’équation : x? — 3y? = 3. 
1. Déterminer une équation de (4), image de (4) par la 
rotation de centre O et d’angle E 


2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de (4). 
Tracer (4€) et (3£”) sur deux graphiques distincts. 


Coniques 
et nombres complexes 


Dans cette rubrique, le plan complexe est muni du 
repère orthonormé direct {O, e, € s e). 


27 1. Déterminer la nature et les éléments carac- 

téristiques de la courbe Go d’équation : 
3x2 — y? + 2x + 1 = 0. 

2. a) Démontrer que les points A, M et M’ d’affixes res- 
pectives 1, z et zf sont alignés si et seulement si 
1+z+ 22 + z’? est un nombre réel. 
b) En déduire que l’ensemble de tels points M est la 
réunion de (4%) et d’une droite que l’on précisera. 


28 On désigne par z l’affixe d’un point M. 
2 1 — 
=z- >Z- Ii. 
* 3 3 j 
Dans chacun des cas suivants, déterminer et construire 


l’ensemble des points M tels que : 
a} |z = 
b) la partie réelle de z? est égale à 1 ; 


Soit le nombre complexe z’ = 


c) la partie imagiuaire de z” est égale à 1. 


T. Aj 


29 Soit œ un nombre réel tel que : & E |- 3 


1. Résoudre dans € l'équation (E) : 

z?cos?o — zsin2a + 2 — cos’a = 0. 
2. Soit M l’image dans le plan complexe de la solution 
de (E) dont la partie imaginaire est positive. 


bn 
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a) Démontrer que M appartient à une hyperbole (%) 
dont on donnera une équation. 
b) Tracer (4€) et déterminer la partie de (#) décrite par 


M lorsque g décrit l'intervalle ]- ET EU 


30 1. Soit (€) l'ensemble des points M du plan 
complexe dont l’affixe z vérifie : 10zz + 3(z% + z?) = 4 
Démontrer que (€) est une ellipse dont on précisera les 
éléments caractéristiques. 

2. Déterminer une équation de (€), image de (é) par la 


similitude directe de centre O, de rapport 2 et d’angle ra 


3. Déterminer la nature de (&'), ses axes et ses sommets. 
Tracer (é) et (€’) sur un même graphique. 


31 Soit M le point d'affixe z. 
1. a) Démontrer que l’ensemble des points M tels que 
z + z + 4 = 0 est une droite (%). 
b) Démontrer que pour tout point M, la distance de M à 
(D) est : 4 [z + z +4]. 
. Démontrer que l'ensemble des points M tels que 
Li {2 | ee 
————— | = — est une ellipse dont on précisera un 
Z+£z+4 4 


foyer, une directrice et l’excentricité. 


32 À tout point M d’affixe z non nulle du plan 
complexe, on associe le point M’ d’affixe z’ telle que : 


F 


z = + + 1), 

1. Déterminer l’ensemble des points M tels que z’ soit 
un nombre réel. 

2. On suppose que M décrit le cercle de centre O et de 
rayon 2. 

a) Vérifier que : z =2e® (0 € R). 

b} Démontrer que M’ décrit une conique dont on déter- 
minera les éléments caractéristiques. 


Familles de coniques 


33 Déterminer, suivant les valeurs du nombre 
réel m, la nature et les éléments caractéristiques de la 
courbe (T „)} d'équation : x? + my? 2mx = 0. 


34% Déterminer, suivant les valeurs du nombre 
réel m, l’ensemble des points M(}) tels que : 


y? +4y-(m-2}x+m—1=0. 


35 1. Déterminer, suivaut les valeurs du uombre 
réel m, la nature de l’ensemble (T „) des points M) 
tels que : 2mx° + 8mx — (m — 1)y? + 7m —- 2 = 0. 
2. Déterminer m ponr que (T°) soit : 
a) un cercle ; 
b} une hyperbole équilatère. 


3. Tracer ([,,) pour m = -> et m = 2. 


/ APPROFONDISSEMENT 


36 Le problème de l'échelle 
Sur la figure ci-après, l'échelle AB a une longuenr 
constante {et le point M est tel que : AB = 3 AM. 
Déterminer le lien des poiuts M lorsque À décrit (D) et 
B décrit (W). 


On pourra poser : mes OBA = ©.) 


37 L'espace est muni du repère orthonormé 
direct (0. TJ, k). 


EOE S 


1. a) Déterminer l'ensemble des points M du plan de 
repère (O.J. k) tels que : IMA à MB|| = MF | 


b) Retrouver ce résultat en interprétant | M2 MA À MB | 
comme une aire. 

2. Mèmes questions en empigant le plan de repère 
(O. k) pa per le plan de repère (O, T F; 7P]. 


38 Ssit k un nombre réel strictement positif, (@) 
et {1°} deux droites sécantes. 
1. Déterminer le lieu des points M dont la somme des 
carrés des distances à (4) et (W) est égale à k. 
(On pourra utiliser un repère dont les axes sont les bis- 
sectrices de l'angle des deux droites.) 
2. Déterminer le lieu des points M dont la différence 
des carrés des distances à (%) et (W) est égale à k. 
3. Application numérique 
Déterminer et construire les lieux précédents lorsque 
k = 3, @) et (@) ont pour coefficients directeurs 


respectifs A st- +, 
3 B 
39 Soit la fonction fixe x +3 et (T) sa cour- 
be représentative. x{3 
1. Étudier f et tracer (T'). 


2. On pose: w= J3- et v=i +IP. 

a) Déterminer une équation de (T) dans le repère (O, u, D). 
b) En déduire que (T) est une hyperbole et déterminer 
les coordonnées de ses foyers dans le repère (O, & j). 


BO Le repère orthonormé (O, à f°) est direct. 

Soit (T) l’ensemble des points M du plan dont les coor- 
donuées vérifient S e 

x? + 11y° — 10x43 + 16 = O0. 
1. Soit 8 un uombre réel e et t (O, ü, v) le repère orthonor- 
mé image du repère (O, T j Fr] par la rotation de centre O 
et d'angle 6. On désigne par (X ; Y) les coordonnées de 
M dans ce repère. 
Déterminer 6 ponr que l'équation de (T} dans le repère 
(O, &, v) soit de la forme : aX? + BY? = y. 
2. En déduire la natnre de (T) et ses éléments caracté- 
ristiques. Tracer (I). 


1 1. Résondre dans R l'équation différentielle 
y” + 4y = 0 et déterminer les solutions particulières fet 
g vérifiant f(0) = 3 et f’(0) = 0, g(0) = 0 et g{0) = 4 
2. Soit (T) la conrbe de représentation paramétrique : 

x = f(8) 

F = g{8) SAE à 
Déterminer la nature de (T°) et ses éléments caractéris- 
tiques. Tracer (T). 
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A? Soit (6) un cercle de diamètre [AB], M un 
point de (‘) et M’ le symétrique de M par rapport à (AB). 
Soit P le point défini par : 

e {Pi = (AM) N BM’), si M+M’; 

. P =M, siM=M'. 

Déterminer et tracer le lieu de P lorsque M décrit (6). 
(On pourra utiliser une méthode analytique.) 


43 Soit (#) la parabole de foyer F et de directrice 
(5%), M un point de (P) et (Tą la tangente en M à (P). 
Déterminer le lieu du projeté orthogonal de F sur (Tp 
lorsque M décrit (P). 


AR Soit (8) un cercle de centre O et de rayon R, O’ 
un point intérieur à (€) et distinct de O. 
À tout point P de (6), on associe M, point d’intersection 
de (OP) et de la médiatrice de [QF]. 
1. Démontrer que le lieu de M lorsque P décrit (€) est 
une ellipse (€) dont on dounera la définition bifocale. 
2. Démontrer que la tangente en tont point M de (€) est 
la médiatrice de [QP]. 


45 Soit (€) nn cercle de centre O et de rayon R. O° 
un point extérieur à (€), T, et T, les points de contact 
des tangentes à (€) passant par O’. 

À tout point P de (€), distinct de T, et T,. on associe M, 
point d'intersection de (OP) et de la médiatrice de [O'P]. 
1. Démontrer que le lieu de M lorsque P décrit (€) est une 
hyperbole {#} dont on donnera la définition bifocale. 

2. Démontrer que la tangente en tout point M de (9€) est 
la médiatrice de [O'P]. 

3. Démontrer que les médiatrices de [OT] et de [OT,] 
sont les asymptotes de (Æ). ` 


26 1. Démontrer que la tangente en tout point M 
d'une ellipse de foyers F et F * est la bissectrice exté- 
rieure de l'angle FMP’. 

*2. Démontrer que la tangente en tont point M d'nne 
hyperbole de foyers F et F ‘ est la bissectrice de FMF’. 


27 Soit (8) nne ellipse, F et F’ ses foyers, A et Æ 
les sommets de (6) situés sur l’axe focal. 
Soit M un point de (6), (T) la tangente en M à (8), H et 
H’ les projetés orthogonaux de F et F’ sur (T). 
La perpendiculaire à (T) en M coupe (AA) en P. 
Démontrer qne les droites (HF’) et (HFF) se coupent au 
milien de [MP]. 
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(On pourra utiliser les résultats démontrés dans lexer- 
cice 44.) 


A8 SoitF et F’ deux points distincts, a un nombre 

réel tel que 2a > FF° et (€) l'ellipse définie par : 
MF + MF’ = 2a. 

Soit M un point de (€). {T) la tangente en M à (€), H et 
H les projetés orthogonaux de F et F’ sur (T). 
1. Démontrer que le symétrique de F par rapport à H 
appartient au cercie de centre F ‘et de rayon 2a. 
2. En déduire que Îe leu des points H et H’, lorsque M 
décrit (€), est le cercle principal de (6). 


49 Soit (P) la parabole d'équation : y? = 2px (p > 0). 
Etant donné un point A de {F), soit M et N deux points 
de (F) tels que : (AXD 1 (AN). 
On désigne par a. m et n les ordonnées respectives des 
points A, M et N. 
1. a) Démontrer que les droites (AM) et (AN) sont per- 
pendiculaires si et seulement si : 

4p + a? + afm + n) + mn=0. 
b) Déterminer une éqnation de la droite (MN) et utiliser 
la relation précédente pour démontrer que ces droites 
passent par un point fixe I. 
2. Déterminer le lieu de I lorsqne A décrit (P). 


50 Soit le point FL) et la droite (2) : y = 1. 
1. Déterminer une équation et tracer l’hyperbole (4) de 
foyer F, de directrice (®) et d’excentricité 2. 
On désigne par B et B’ les sommets de (4€), B étant le 
sommet relatif au foyer F. 
2. Soit œ un point de (%) et (€) le cercle de centre w et 
passaut par F. 
Ou se propose de démontrer que (€) coupe (#) en B’ et 
en trois autres points formant un triangle équilatéral. 
Soit M un point du plan. On désigne par Z et æ les 
affixes dans le repère (@, e}, e,) des points M et F. 
a) Démontrer que les points de (€) et (#) vérifient res- 
pectivement les relations : 
(@):ZZ=aa; 
(3) : (Z — o)(Z — 0) + (Z -ZP = 0. 
b) Démontrer que (6) N (3%) est l’ensemble des points 
du plan dont les affixes Z vérifient : (Z — &)(Z° — k) = 0, 
où k est un nombre complexe dont on donnera le 
module et un argument en fonction du module r et d’un 
argument 6 de q. 
c} Conclure. 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Probabilités 


introduction 


« Ce que nous appelons le hasard n'est et ne peut être 
que la cause ignorée d’un effet connu. » 


Vire (Dictionnaire philosophique)  * 
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Probabilités 171 
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en formant le triangle de Pascal à l’aide du | CP 
schéma suivant : GARE 
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Analyse combinatoire 


… 1.1. Formule du binôme 


“sm Introduction 

e Soit n un entier naturel non nul. 

On désigne par factorielle n le produit de tous les entiers naturels de 1 à n et on note : 
n=nx(n-1)x(n-2)x...x2x 1. 

Par convention, on a : 0! = 1. 


+ Soit n et p deux entiers naturels tels que : p < n. 
On a vu en classe de première que le nombre de combinaisons (ou parties) de p éléments d’un ensemble 


| a 
à n éléments est : E = -1 x 
p!(n — p)! 


Exemples 
eŒ =C=1 ; Ci =n 


1998 _ 2 000! B 2 000 x 1 999 x 1 998 
2000 1 998! 2! 1 998! 2! 


= 1 999 000. 


== Le triangle de Pascal! 


Soit n et p deux entiers naturels tels que p <n. Ona: 


à CP æ CP : 


* si de plus 0 < p < n, alors : CP} + C?, = CP. 


Démonstration 
= et a . donc : C7? = Œ 
n plin—p)! * (n-p)! [n-({n- p)!" À pa 
n-1 n-i C i l l i | 
(p—1)! (n - p)! pin -p-1)! z 
_ pn-1)! (n - p}(n — 1)! “ls. 
p! (n-p)! p! (n-p)! 2,121 
S|1 3 3 1 
nl! p 
= TA sit = On : TER 6 2 1 | 
p! (n - p)! 5|1 5 10105 1 
Les résnltats précédents permettent de cal- CPU CS 6|1 6 1520156 1. 
culer les nombres Hi de proche en proche, iallan 7| 1 7 21 3535217 1 
8|18 


28 56 70 56 28 B 1 


aesoms La formule du binôme de Newton? 


Soit a et b deux nombres complexes et n un entier naturel non nul. 


On a: (a + b}" = EC a"? bp, 


Cette égalité est appelée formule du binôme de Newton. 


1 Blaise Pascal, mathématicien, physicien et philosophe français — 1623 - 1662 
2 Isaac Newton, mathématicien, physicien et astranome anglais — 1642 - 1727 
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Démonstration 


Faisons un raisonnement par récurrence. 
e L'égalité est vraie pour n = 1. À 
+ Supposons l'égalité vraie pour un entier naturel non nul k, c'est-à-dire : (a + b}* = Ck aP bp ;: 


ona: (a+ bt“ ={(a+ b)(C;a¥ + C,ak-1p1 + Cath +... + Cfa PhP +... + CEH) 


= C,a**! + Ciakbt + Catb? +. + Ca¥ ?tbP +... + Ckabk 
+ Céakb1 + Ciak-1p2 + Céak-2p3 + … + Œak?br1 +.. + CEDH 


Il 


Cat + (C; + CiJafbt + (C, + Cia + + (CP + Cjak-+1pr 
+ (CP + CP*'Jakebrti +. + (CE + Chat + C1 


— ee „kt 1 khi P aktib + +O b 
= Caa + Chab’ + o + Carr + … -b 


k+1 p bun 
s 0Ck+14 X bP > 


donc, l’égalité est vraie pour k + 1. 
Elle est donc vraie pour tout entier naturel non nul n. 


Remarque 


Cette formule explique le nom de coefficients binomiaux donné aux nombres CP 


Exemples 
°(1+i° = 1 + 4i + 6Ë + 4P + -=1+4i-6-4i+1--4. 
e (1-2) = 1+5( 9/2) + 10€ 42)? + 10(- 2) + 5{,2)* + (2P 


1 — 5/2 + 20 — 20/2 + 20 — 4/2 
41 — 29/2. 


D Conséquence 


Soit E un ensemble à n éléments. 
Le nombre de parties de E est égal à 2". 


I OI n” 


Démonstration 


2n=(1+1}=2C +0 +C +. + C7 + C7 


1.2. Outils de dénombrement 
assas Modèles de base 


Soit n et p deux entiers naturels. . 
Les tirages de p boules, dans une urne qui en contient n, modélisent de nombreux problèmes de dénom- 
brement. | 


Modélisation 


Les p éléments Les p éléments Outil Nombre de tirages 
sont ordonnés sont distincts 
Tirages successifs 
avic térrilèn non p-uplet de E 
irages successifs i i ! 
Tirages su essi pap gå Arrangement de p AAE. 
sans remise éléments de E (n-p)! 
Tirages simultanés non oui Combinaison dep| gp"! 
éléments de E n plin— 
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Exemples 


e En informatique, on appelle octet une suite de 8 chiffres pris dans l’ noel {0 ; 1}. 

(Exemples d’octets : 10010110 ; 01110011 ; 00000111) 

Combien y a-t-il d’octets possibles 3 ? 

Les tirages successifs avec remise de 8 éléments dans l’ensemble {0 ; 1} modélisent ce problème ; donc 
le nombre d’octets possibles est égal à : 25 = 256. 


e Dix coureurs s’affrontent pour 3 médailles (or, argent et bronze). Quel est le nombre de podiums pos- 
sibles, si l’on suppose qu’il ne peut pas y avoir d'ex aequo ? 
Un podium est uu arrangement de 3 éléments d'un ensemble en contenant 10 ; 


donc le nombre de podiums possibles est égal à : Ai = = = 720. 


e 8 projecteurs sont disponibles pour éclairer un mthétire. 
De combien de façons peut-on l’éclairer avec exactement 5 projecteurs ? 
Il s’agit de trouver le uombre de parties de 5 éléments d'un ensemble en contenant 8 ; 


BL 56, 


c’est-à-dire : CAE = 
5! 3! 31 


sens a Principe multiplicatif 


Si un ensemble fini E se décompose en un produit cartésien d'ensembles E,, Ep, E}, …., 
oa alors on a : Card(E) = Card(E,) x Card{E,) x Card{E.) x … x Card(E ). 


Ep 


Exemples 


e- Combien de nombres de quatre chiffres, tous pairs, peut-on écrire ? 

Les chiffres de ces nombres sont choisis dans l’eusemble {0 ; 2 ; 4 ; 6 ; 8}. 

Pour le chiffre des milliers, qui doit être non nul, quatre choix sont possibles ; per chacun des trois 
autres chiffres, cinq choix sont possibles. 

Donc il y a 4 x 5%, c’est-à-dire 500 nombres de quatre chiffres, tous pairs. 


e Une classe de terminale SM comprend 8 filles et 12 garçons. Combien d'équipes, composées de 3 filles 
et 2 garçons, peut-0r former ? | 
Une équipe n’est autre qu’un élément du produit cartésien de deux e SeT l’un constitué de 3 filles, 

prises parmi 8, et l’autre constitué de 2 garçons, pris parmi 12. 


Douc il y a E x i c’est-à-dire 3 696 équipes composées de 3 filles et 2 garçons. 


HAT 5 Principe additif 


Si E,, E, Ep -~ E, forment une partition d’un ensemble fini E, 
alors si a : Cård(E) = Card(E,) + Card(E,) + Card(E,) + … + Card(E, ). 
Exemple 


On veut choisir deux personnes de nationalités différentes parmi 5 Camerounais, 10 Malgaches et & 
_ Sénégalais. Combieu y a-t-il de choix possibles ? 

Les deux personnes peuvent être choisies : 

— l’une Camerounaise et l’autre Malgache ; le nombre de choix est alors égal à : Ci x Ei - 


— nne Camerouvaise et l’autre Sénégalaise ; le nombre de choix est alors égal à : E: x C, : 

— Puuve Malgache et l’autre Sénégalaise ; le nombre de choix est alors égal à : sA x Tad 

Douc le nombre de choix possibles est égal à : Œ x ZA + ce x rs + a o* HF ; c’est-à-dire : 140. 
Les ii adia n découlent de la propriété précédente. 


Soit A et B deux parties d’un ensemble fini E. On a : 
e Card(A) + Card(A) = Card(E) ; p 
e Card(A U B) = Card (A) + Card(B) - Card(A N B). 


Dans cette propriété, À désigne le complémentaire de À dans E. 
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Exemple 


- 


On effectue une enquête anprès des lecteurs de trois revues a, b et c. 
Sur 100 personnes interrogées : 55 lisent la revue a, 44 la revue b, 33 la revue c: 
20 lisent les revues a et b, 15 les revues b et c. 17 les revues a et C ; 


10 lisent les revues a, b et c. 


Déterminer le nombre de personnes : 

e qui ne lisent que a et b, que b et c, que a etc ; 
e qui ne lisent que a. que b, quec ; 

e qui ne lisent aucune des trois revues. 


Sur le diagramme ci-contre, E représente l’ensemble des 100 per- 
sonnes interrogées, A, B et C les sous-ensembles de ces personnes, 


lecteurs respectifs des revues a, b et c. 


* Le nombre de personnes qui ne lisent que a et b est égal à : 


20—10 = 10 ; 

le nombre de personnes qui ne lisent que b et c est égal 
15-10 -5; 

le nombre de personnes qui ne lisent que a et c est égal à : 
17 — 10 = 7. 
* Le nombre de personues qui ne lisent qne a est égal à : 55 
le nombre de personnes qni ne lisent que b est égal à : 44 — 
Le nombre de personnes qui ne lisent que c est égal à : 33 — 


qŢq 


d : 


— (10 + 10 + 7) = 28 : 
(10 + 10 + 5) = 19 ; 
(5 + 10 + 7) = 11. 


. + Le nombre de personnes qni ne lisent aucune des revues est égal à : 


100 — (28 + 19 + 11) — (10 + 5 + 7) — 10 = 10. 


-E xercices ::::7 


1. QG  Simplifier les expressions suivantes. le Développer : 
) 21! W 8!—7! 9 715! gi 4 (3+ 2x) ; (2— 3x) ; (3 -xf ; (22 + 7y)t. 
18! 6! 4! 5! 7! 
1.f À l’aide des chiffres 0, 1, 2, ... 9 on forme des 
ä n! f) ({n-2)! g) (2n — 1)! numéros de téléphone à six chiffres. 
“n (n+ 1)! (2n + 1)! 1. Déterminer le nombre de numéros que l’ on 
peut former. 
(n-1)! yal 2. Déterminer le nombre de numéros : 
h) -w a a) formés de deux 1, trois 2 et un 7 ; 


En utilisant la notation factorielle, donner une 
autre écriture des nombres suivants. 


1.b 


a) 5X6X7XB8x9 b) n(n? — 1) 1.g 
8x7x6x5 
c} — JeF d) (n + 3)(n + 2)(n + 1). 


l.c  Démontrer que pour tous entiers naturels a et 
(fi 


b non nuls, on a : C° À 
, “ab ““’orb-1 a+b-1" 


l.d Résoudre dans N les équations suivantes. 
a) Ci = 36 b) C7” = 28 


c) C =C] d) C=170. 


b) formés avec deux chiffres distincts et deux 
seulement ; 
c} comportant exactement trois fois le chiffre 1. 


On lance cinq fois de suite un dé dont les faces 
sont numérotées de 1 à 6. Déterminer le 
nombre de résultats : 

a) où tous les chiffres sont inférieurs ou égaux 
à 2 ; 

b) où tous les chiffres sont pairs ; 

c) où ne figure pas le chiffre 1 ; 

d} où figure au moins une fois le chiffre 1 : 

e) où figure au plus une fois le chiffre 1 ; 

f) où le chiffre 6 figure exactement trois fois 
consécutives. 
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Z, Calculs ‘de probabilités 


_ 2 1. Vocabulaire des événements 


sane Expérience aléatoire . 

e On lance un dé et on observe le numéro tiré ; six résultats sont possibles : 1, 2, 3, 4, 5 et 6. 

On dit qu’on a réalisé une expérience aléatoire (ou épreuve) comportant six éventualités et que luni- 
vers associé a cette expérieuce aléatoire est: Q = {1:2:3:4;5; 6). 

+ On lauce un dé et ou observe la parité du numéro tiré ; deux résultats sont possibles : P (le numéro est 
pair) et I (le numéro est impair). 

On a cette fois réalisé uue expérience aléatoire comportant deux éventualités ; l’uuivers associé à cette 
épreuve est : Q = {P ; I}. 

+ Une urue contient des boules blanches, rouges et noires. On tire une boule dans cette urne et on note 
la couleur obtenue ; trois résultats sont possibles : B (la boule est blanche), R (la boule est rouge) et N (la 
boule est noire). 

On a maintenant réalisé une expérience aléatoire comportant trois éventualités ; l’univers associé à cette 
épreuve est : Q = [B ; R; N}. f 


Dans ce chapitre, les univers considérés sont des ensembles finis non vides. 


sz===€ Événements liés à une expérience aléatoire 
Définitions 
Soit Q l'univers associé à une expérience aléatoire. 
e On appelle événement toute partie de Q. , 
+ On appelle événement élémentaire tout singleton de Q. 
Exemples 


On lance un dé et on observe le numéro tiré. 
e « Obtenir un nombre pair » est l’événemeut {2 ; 4 ; 6}. 
+ « Obtenir uu nombre premier pair » est l'événement élémentaire {2}. 


Dans une épreuve, un événement est réalisé s’il contient le résultat de l'expérience. 
Par exemple, si on obtient 4 lors du lancer d’un dé, l’événement « Obtenir un nombre pair » est réalisé. 


Le tableau suivant indique la signification des diverses expressions utilisées dans le langage des événe- 
ments. 


Événement « A et B » Intersection des parties À et B 


Événements A et B incompatibles Parties A et B disjointes 
Événement contraire de A Complémentaire de A dans Q 


Exemples 


Ou lance un dé et on observe le numéro tiré. 

On considère les événements A : « Obtenir un uombre pair », 
B : « Obtenir uu nombre premier », 
C : « Obtenir 6 ». 
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°Ona: AUB=1{2;3:4;5;6}; A UB est l'événement « Obtenir un nombre pair ou premier ». 
e. Ona: AN B= {2}; A N B est l’événement « Obtenir un nombre pair et premier ». 

+ Les événements B et C sont incompatibles. 

e Ona: A={1:3:5}; À est l'événement « Obtenir un nombre impair ». 


__ 9,9, Probabilité d’un événement 
mem Introduction 


ea lance un dé bien équilibré et on note le numéro tiré ; l'univers associé à cette épreuve est : 
s(1:2:68%8:5:61, 


La chance d'apparition est la même pour chaque face. 


2 # a r“. r o ” r CE a # 2 2 1 
e L'événement {2} a une chance sur six d'être réalisé : on dit que la probabilité de cet événement est — 


5 
e L'événement {1 ; 5} a deux chances sur six d'être réalisé ; on dit que la probabilité de cet événement 
est $. 

e « Obtenir un uombre pair » est l'événement {2 ; 4 ; 6}, dont la probabilité est +, 


+ L'événement certain a six chances sur six d’être réalisé ; sa probabilité est 1. 


+ L'événement impossible n’a aucune chance d’être réalisé ; sa probabilité est 0. 


Soit Q l’univers associé à une expérience aléatoire. 

Une probabilité sur lunivers Q est une application P de P(Q) vers [0 ; 1], qui à toute partie A de Q asso- 
cie le nombre réel P(A) appelé probabilité de l’événemeut A et qui vérifie les conditions suivantes : 

e la probabilité d'un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires qui le 
constituent ; 

. la probabilité de l'événement certain est 1 ; 

e la probabilité de l'événement impossible est 0. 


Remarques 


+ La probabilité de l'événement élémentaire {wo} est notée P(o.). 
+ Une probabilité P est parfaitement déterminée par la donnée 
des probabilités des événements élémentaires. 


Exemples 


On lance uu dé pipé, dont les faces sont numérotées de 1 à 6, et on note le numéro tiré. 

La probabilité d'apparition d’un nombre pair est le double de la probabilité d'apparition d'un nombre 
impair et les probabilités d'apparition de deux nombres de même parité sont égales. 

e Calculer la probabilité d'apparition de chaque face du dé. 

L'univers est: Q@=11:2;3;4;5; 6}. 

Soit p la probabilité d'apparition d’un nombre pair et q celle d’nu nombre impair. 

On a : p = 2q. 

Or : P(Q) = 1 ; donc : 3p + 3q = 1. 

On en déduit que : q = + et p=% 

Le tableau ci-contre donne la probabilité d'apparition 
de chaque face du dé. 


e Quelle est la probabilité d'apparition d’un nombre 
inférieur ou égal à 4 ? 

La probabilité cherchée est celle de l'événement : A = {1 ; 2; 3; 4} 
On a : P(A) = P(1) + P(2) + P(3) + P(4) = = 
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memes s Propriétés 


TE | 


Soit P une probabilité définie sur un univers Q, A et B deux événements. On a : 
* si A N B = Ø, alors P(A U B) = P(A) + P{(B); 
+ P(A) + P(A) = 1. ; 


Ces propriétés sont des conséquences immédiates de la définition. 


Propriété 2 


Soit P uue probabilité définie sur un univers Q, A et B deux événements. 
On a : P(A U B) = P(A) + P(B) - P{A N B). 


LS" 


Démonstration 


Notons : Æ le complémentaire de À N B dans A, 
B’ le complémentaire de A N B dans B. 

Ona:A=(AN B) U #,avec ANB)N A =Ø; 

donc : P(A) = P(A N B) + PA). 

On a:B=(A A B) U B’, avec (ANB) QPRP =Ø; 

donc : P(B) = P(A N B} + P(B’). 


En additionnant membre à membre, on obtient : 
P{A) + P(B) = 2P(A N B) + P(A’) + P(B’) 
= 2P(A N B) +P(A U B’) ( puisque À N B’= Ø) 
= P(A NA B) + P(A A B) + P(A' U BPB’) 
= P(A N B) + P(A U B). 


Donc : P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B). 
Exemples 


Une urne contient 15 eniin, numérotées de 1 à 15. On tire au hasard une boule et on note son numéro 
N. Les boules ont la même probabilité d’être tirées. 

On désigne respectivement par A et B les événements « N est pair » et « N est multiple de trois ». 

è EE la probabilité des événements A, B et A N B. 


On a : ={1:2:3:4:5:6:7:8:9 ; 10 ; 11 ; 12 ; 13 ; 14 ; 15}. 
De vs Vœ EQ, Plo) = 
donc : P(A) = P((2:4;6:8;10;12;14)= 75; 

P(B)  =P({3;6;9;12;15)= 4; 


P(A A B) = P((6 ; 12} = £ 
e Calculer la probabilité des événements A, B et A U B. 


Oua: PĒ)  =1-P(A)= 5; 
PĒ) =1-P(B)= +: 
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(ANB)= 4 = À 


g mx saanane comes prennent 
E nes 
j T ä CE ES 


rer Le HR ET SRE 
ESS ESS 1 AE HE a 


: Événements indépendants - Expériences aléatoires indépendantes 


Soit P une probabilité défiuie sur un uuivers Q. 
Deux événements À et B sont indépendants lorsque : P(A N B) = P(A) x P(B). 


Ainsi, tout événement est indépendant de l'événement impossible. ` 
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Exemples. 


e Dans une classe de 60 élèves, on aimerait savoir 
si les élèves littéraires sont meilleurs en sport que 
les élèves non littéraires. Un élève est déclaré lit- 
téraire lorsqu'il a obtenn la moyenne en français, 
sportif lorsqu'il a obtenu la moyenne en éducation 
physique et sportive. Le tableau ci-contre récapi- 
tule les observations faites dans cette classe. 


On choisit au hasard un élève et on considère les événements suivants. 
5 : « l’élève est sportif » ; 
L : « l'élève est littéraire ». 


Ona: P(S) = 34, PL =E et ASNI)= 4-2 . 
Donc : P(S N L) = P{S) x P(L) ; les événements S et L sont indépendants. 

Si on choisit un littéraire au hasard, la probabilité ponr qu’il soit sportif est : 2a = + 

Si on choisit un non littéraire au hasard, la probabilité pour qu’il soit sportif est encore : A = £ ; 


Dans cette classe, les littéraires ne sont ni plus ni moins sportifs que les non littéraires. 


o 


+ Une classe comprend 9 filles et 36 garçous. 
À une demande de volontaires pour former une 
équipe de football mixte, on a obtenn les réponses 
ci-contre. 
On choisit un (ou une) élève au hasard dans la 
classe et on considère les événements suivants. 

F : « l'élève est une fille » : 

V : « l’élève est volontaire ». 

9 1 2: CE à | 3 1 

On a : P(F) = z5 = 5> POV) = 3 = i 45 15 | 
Donc : P(E N V) #4 P(F) x P(V) ; les événements F et V ne sont pas indépendants. 


Non volontaires W | 


< Total 


et P(F N V) = 


Si on choisit une fille au hasard, la probabilité pour qu’elle soit volontaire est : in 
Si on choisit un garçon au hasard, la probabilité pour qu’il soit volontaire est : à. 


Dans cette classe les garçons sont plus volontaires que les filles pour jouer au football. 


Nous admettons la propriété suivante. 


Si n expériences aléatoires sont indépendantes alors, pour tous événements À, À, A, de cha- 
cun des univers associés à ces épreuves, on a : PA N A, NM NA, )= P(A.) x P(A,) x … x P(A). 


Exemple EF 3 EE SEEN Por 
On lance deux fois un dé bien équilibré ; cette expérience E= 
aléatoire est constituée de denx épreuves, où le résultat de | 


l’une n’affecte pas celui de l’antre ; ces denx épreuves sout 
indépendantes. 


Le tableau ci-contre, qui décrit l’univers associé et donne 
la probabilité des événements élémentaires, permet de cal- 
culer la probabilité de chaque événement. 


= 
e Ainsi : E 
— l'événement A : « Obtenir 2 au second lancer » (ligne 2, 


coloriée) a ponr probabilité : 6 x m = Š; 
— l'événement B : « Obtenir un nombre pair au premier 
lancer » (colonnes coloriées) a pour probabilité : 


1 1., 
FX6X 2; 
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— À N B est l'événement : « Obtenir un nombre pair au premier lancer et 2 au second lancer », dont la 


probabilité est (intersection de la ligne et des colonnes coloriées) : 3 x er D 


36 1 
On constate que : P(A N B) = P(A) x P(B). | 
* De même, si C et D sont les événements « Obtenir un multiple de 3 au premier lancer » et « Obtenir 
un nombre inférieur on égal à 3 e second ne », an a: 
P(CN D) = P(C) x P(D) = (2 x 6 x 25) x (3 x 6 x 2) = + 


Remarque 


On utilise l'indépendance dans les deux situations suivantes : 
e soit l'indépendance est à rechercher ; on vérifie si P(A N B) = P(A) x P(B) et on conclut. 
e soit l'indépendance est acquise ou admise ; on peut alors utiliser la formule P(A N B) = P(A) x P(B). 


= a Équiprobabilité 
° ARIK les événements élémentaires d’une expérience ont la même probabilité, « on dit qu'il y a équi- 
probabilité. 
e Les situations d’ équiprobabilité sont généralement suggérées par des expressions comme : « dé parfait », 
« dé non pipé », « pièce parfaite ÿ, « boules indiscernables au toucher », « cartes bien battues », « tirage au 
hasard » … 


Soit P une probabilité définie sur un univers Q. 


Dans l'hypothèse d’équiprobabilité, pour tout événement A on a : P(A) = CARLA) ; 
Card(Q) 
Démonstration 
Les événements élémentaires ont tous la même probabilité p. 
On a : FREINS s BRAIN ELA = ai 
Ken y l z _ Car 
On en déduit que pour tout événement À, ou a : P(A) = p Card(A) = Card(O) ` 


Remarque 


Les éventualités de A sont appelées cas favorables et celles de Q cas possibles. 
nombre de cas favorables 


oi sonveni PAT POP OETA OVDE 
ii Mod a a T possibles 


Exemples 


e On lance deux dés non pipés et on uote la somme des nombres obtenus. 
Quelle est la probabilité d'obtenir 10 ? 

L'univers Q est l’ensemble des couples d'éléments de {1 ;2;3;4;5:;:6} 
On a : Card(Q) = 36. 

« Obtenir 10 » est l'événement ({4 ; 6} ; {5 ; 5} ; {6 ; 4). 


On est dans une situation d’é équiprobabilité, dont la probabilité cherchée est A a 


12 
e On tire simultanément et au basard 5 cartes dans un jeu de 32 cartes. 


Quelle est la probabilité de tirer le roi de cœur ? 
On est dans une situation d’équiprobabilité. 


Le nombre de cas possibles est Ces 


Le nombre de cas favorables est Cr 
31 x 30 x 29 x 28 
r C 4x3x2x1 5 
Donc la probabilité cherchée est : 5 pe om mere : à 
j 32 x 31 x 30 x 29 x 28 3 


DxX4X3x2Xx1 
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9.3, Schéma de Bernoulli? 


ses [Introduction 

Le cauri est un coquillage présentant deux faces, l’une 
bombée (on dos) et l’autre fendue (ou fente). Pour que 
le cauri puisse tenir en équilibre aussi bien sur le dos 
que sur la fente, on rogne artificiellemeut le dos pour 
l’aplatir. 

D'après une étude statistique (Les jeux de cauris de 
S. Doumbia et J.C. Pil) lorsqu'on lance un cauri, la 
probabilité d'obtenir le dos est : A | | 
e Si ou lance deux fois le cauri, le résultat de la première épreuve n'afecte pas celui de la seconde. 
Donc, le lancer de cauri est répété deux fois de façon indépendante. 


e Au lieu de deux, ou peut répéter n fois cette épreuve. 


Définitions 
* Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire à deux éventualités. | 


* Un schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire qui consiste à répéter n fois, de Ean indé- 
pendante, une épreuve de Bernoulli. 


L'une des éventualités est appelée succès et l'autre échec. 


Es Propriété 


Revenons au lancer de cauri, épreuve de Bernonlli où : n 

— l'apparition du dos, appelée succès et notée S, a pour probabilité : LÉ 

— l'apparition de la fente, appelée échec et uotée S, a pour probabilité : £ 
Répétons cette épreuve n fois, de façon indépendante, et intéressons-nous au nombre de succès obtenns. 

e Il est immédiat que dans ce schéma de Bernonlli : 

— toute éventualité est nn n-nplet de l’ensemble {S ; S} : 


— que le nombre d’éventualités, constituées de k snccès (0 < k < n) et de (n — k) échecs, est égal à Ce, 


+ Les n éprenves étant indépendantes, la probabilité de tout événement élémentaire est égale au orai 
des probabilités des succès et échecs qni le constituent. 


Donc la probabilité d’obtenir k succès (0 < k < n) est égale à : c p“ -— p). 
On en déduit la propriété suivante. 


Soit un schéma de Bernoulli à n épreuves, où pour chaque épreuve la probabilité du succès est p 
(celle de Péchec est 1 — p). 
La probabilité d'obtenir exactement k succès (0 < k < n) au cours de ces n épreuves est : 


p, = CE pt 0 - p=. 


Remarque 
Ye = : k k 
On a: p,+pP,;+..….+p,= Zc pii -pr = {p + (1-p}}° = 1. 
Exemple a 


En 1654, le chevalier de Méré, philosophe et écrivain de la cour de Louis XIV demanda à Pascal : 
« Qu'est-ce qui est plus probable : sortir au moins un 6 en lançant 4 fois un dé ou sortir au moins nn 
donble 6 en lançant 24 fois deux dés ? » 


3 Bernoulli Jacques I", mathématicien suisse — 1654 - 1705 
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Lancer d'un dé Lancer de deux dés 

Si on lance un dé parfait, la probabilité d'obtenir 6 Si on lance ii dés parfaits, la probabilité d’obte- 
est : 5. nir (6 ; 6) est : ZE - 
Si on lance 4 fois le dé, la probabilité d'obtenir k Si on lance 24 fois les deux dés, la probabilité 

__ _ kfl\kf 5 \4k à n -okf1\k/35\24-k 
fois 6 est : p, = GS) (5 i d'obtenir k fois (6 ; 6) est : P; = Calz) (35) a 

D \4 9524 
On a:p5= (+). On a : Po = (3g) : 
Donc la probabilité d'obtenir au moëzs w= fois 6 Donc la probabilité d’obtenir au moins une fois 
Ter. 3924 

est : 1 — ($) + 0,518. (6 ; 6) est : 1 — (38) = 0,491. 


Il y a donc plus de chance de sortir au moins un 6 en lançant 4 fois un dé, que de sortir au moins un 
donble 6 en lançant 24 fois deux dés. 


—2.4. Travaux dirigés S 
szaz% |. Problème de Galilée 


Le prince de Toscane demanda un jaur à Galilée : « Pourquoi, lorsqu'on lance simultanément trois dés, 
on obtient plus souvent la somme 10 que la somme 9, alors que chacune de ces sommes est obtenue de 
six façons différentes ? » 

Ce problème fut à l’époque l'objet de nombreuses controverses. Nous en propasons ici une solution. 


On lance simnltanément trois dés parfaits et on note la somme des nombres obtenus. 
a) Calculer la probabilité d'obtenir 10. 
b} Calcnler la probabilité d'obtenir 9. 


Solution 


Le nombre de cas possibles est : 6*. 
a)jOna:10=1+3+6-1+4+5=2+2+6-2+3+5-2+4+4-3+3+4. 

Les sommes constituées de trois nombres différents sont obtennes chacnne de 6 façons (nombre de per- 
mutations de ces trois nombres). 

Les sommes constituées de trois nombres, dont denx éganx, sont obtenues chacune de 3 façons (par 
exemple :2+2+6-24+64+2-6 +72 + 2). 

Le nombre de cas favorables est donc : 6 + 6 +6 + 3 + 3 + 3 = 27. 

La probabilité d'obtenir 10 est donc : Z = + = 0,125. 
b)Ona:9=1+2+6=1+3+5=1+4+4=2+2+5=2+3+4=3+3+3. 

Le nombre de cas favorables est donc : se +6+6+3+3+1= 725. 


La probabilité d’obtenir 9 est donc : E = 0,116. 


En jetant simnitanément trois dés, on a effectivement plus de chance d’obtenir une somme égale à 10 
qu’une somme égale à 9. 


anum 2, Problème de damier 


On dispose d’nn damier à 16 cases, sur lequel on répartit au hasard 4 pions 
indiscernables à raison d’un pion an plus par case. Calculer la probabilité 
d'obtenir : 

a) exactement un pion par ligne et par colonne ; 

b) exactement une colonne sans pion ; 

c} au moins une colonne sans pion. 


Solution 
Le nombre de cas possibles est : Cit = 1 820. 


a} On obtient exactement un pion par ligne et par colonne en choisissant successivement : 
— dans la première colonne, 1 case parmi 4 ; 4 choix sont possibles ; 

— dans la deuxième colonne, 1 case parmi les 3 restantes ; 3 choix sont possibles ; 

— dans la troisième colonne, 1 case parmi les 2 restantes ; 2 choix sont possibles ; 

— dans la dernière colonne, 1 case parmi la case restante ; 1 choix est possible. 
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Le nombre de cas favorables est donc : 41. 


On en déduit la probabilité cherchée : 


Al _ 6 
4 455 
Cis 


b) On obtient exactement une colonne sans pion en choisissant successivement : 


— 1 colonne parmi 4, celle sans pion ; 4 choix sont possibles ; 


— 1 colonne parmi les 3 restantes, où 2 pions sont répartis dans 4 cases ; 3 x <C? choix sont possibles ; 
— 1 case dans chacune des 2 colonnes restantes, pour, y placer 1 pion; 4x4 choix sont possibles. 


Le nombre de cas favorables est donc : 4 x (3 x E x (4 x 4). 
On en déduit la probabilité cherchée : 


c) « Obtenir au moins une colonne sans pion » est le contraire de « 


re 


16 


4 x (3 x Ci) x (4 x 4) 


Obtenir un pion par colonne ». 


Or, une répartition avec un pion par colonne est obtenue en choisissant 1 case dans chacune des 4 
colonnes ; 4 x 4 x 4 x 4 choix sont possibles. 
La probabilité de l’événement « Obtenir au moins une colonne sans pion » est : 


41 


2.b 


2.d 


—— 
—. — 
ee 


64 _ 391 
455 455° 


Exercices 7 


Une urne contient des boules blanches, rouges 
et noires (au moins 3 de chaque couleur). 

On tire simultanément 3 boules de cette urne, 
on note les couleurs obtenues et on considère 
les événements A : « Obtenir nn tirage unico- 
lore » et B : « Obtenir un tirage tricolore ». 


a) Citer les événements élémentaires qui 


constituent A et B. 

b) A et B sont-ils des événements incompa- 
tibles ? contraires ? 

c) Décrire par une phrase les événements A, B 
et À N B. Que dire de l'événement À UB? 


On lance un dé pipé, dont les faces sont numé- 
rotées de 1 à 6, et on note le numéro tiré. 

La probabilité d'apparition de 6 est le triple de 
celle de 1 et les numéros 1, 2, 3, 4, 5 ont la 
même probabilité d'apparition. 

a) Calculer la probabilité d'apparition de 
chaque numéro. 

b) Calculer la probabilité 
« Obtenir un numéro pair ». 
c) Calculer la probabilité 
« Obtenir 2 on 4 ». 


de l'événement 


de l'événement 


Dans un jeu de 32 cartes, on tire simultané- 
ment et au hasard 5 cartes. Calculer la probabi- 
lité des événements suivants. 

a} « Tirer exactement 3 cartes de couleur noire », 
b} « Tirer 3 cartes de couleur noire, 2 cœnrs et 
exactement un as ». 

(On rappelle que le trèfle et le pique sont noirs, 
le carreau et le cœur sont rouges.) 


Dans une classe de 40 élèves, 28 apprennent 
l'anglais, 16 l'allemand et 8 les deux langues. 
Ou choisit au hasard un élève dans cette clas- 
se et on considère les événements À : « L'élève 
choisi apprend l'anglais » et B : « L'élève choi- 
si appreud l’allemand ». 


2.e 


2.f 


2.h 


Pa " 


Calculer les probabilités des événements sui- 
vants : å, B. ANB, AUBet AUB. 


Soient À et B deux événements indépendants 
tels que P(A) = 0,4 et P(B) = 0, 
Calculer P(A N B) et P(A U B). 


Dans un jeu de 32 cartes, on tire au hasard une 
carte, Les événements « Obtenir un roi » et 
« Obtenir un trèfle » sont-ils indépendants ? 


On lance un dé non pipé, dont les faces sont 
numérotées de 1 à 6. 

1. Calculer la probabilité des événements sui- 
vants. 

À : « Obtenir un nombre supérieur ou égal à 5 » 
B : « Obtenir un nombre inférieur ou égal à 5 » 
C : « Obtenir un nombre pair ». 

2. Étudier l’indépendance des événements A et 
B;AetC;BetcC. 


Une urne contient 2 boules blanches et 3 
boules noires, indiscernables au toucher. 

On tire successivement 3 boules, en remettant 
chaque fois la boule tirée dans l’urne. 
Calculer les probabilités des événements sni- 
vants. 

a) « Obtenir une boule blanche pour la pre- 
mière fois au troisième tirage » ; 

b) « Ne pas obtenir consécutivement 2 bonles 
de la même couleur » ; 

c} « Ne pas obtenir 3 boules de la même cou- 
leur ». 


On lance trois fois une pièce bien équilibrée. 


Quelle est la probabilité d'obtenir au moins 
une fois face ? deux fois face ? 
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$ Variable aléatoire 


….3.1. Notion de variable aléatoire 


ess Introduction 

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules bleues. On tirs deux boules simultanément et au hasard, 
On gagne 100 F par boule rouge tirée. 

Déterminer les gains possibles et leurs probabilités respectives 

On peut tirer 0, 1 ou 2 boules rouges et donc gagner 0, 109 ou 200 F. 

Désignons par X la somme gagnée en francs. 

— L'univers Q est l’ensemble des combinaisons de 2 boules prises parmi les 7 boules de lurne. 

— La probabilité pour que X soit égale à 0 est notée P{X = 0) ; 


c’est la probabilité de l’événement « Tirer deux boules bleues » : 
2 
C 
donc : P(X = 0) = — = = À 
c2 1 7 
7 


— P(X = 100) est la probabilité de « Tirer une boule bleue et une boule rouge » : 


1 1 
CG, xG, 12 a 


LJ — — 3 = — 
donc : P(X = PORTE 21 = 
— P(X = 200) est la probabilité de « Tirer deux boules rouges » ; 
c? 
donc : P(X = 200) = — Tr" 
c2 21 7 


7 
Les résultats sont présentés dans le tablean ci-contre. 
Ce tableau définit une probabilité sur l'univers {0 ; 100 ; 200}. 


On appelle variable aléatoire X sur un univers Q toute application de Q vers R. 


Notations et vocabulaire 


X(Q) = {x, ; x, ; … ; x } est appelé univers image de Q par X. 
(X = x,) désigne l'événement « X prend la valeur x, ». 
(X < a) désigne l'événement « X prend une valeur strictement inférieure à a ». 


Définition 2 
Soit P une probabilité définie sur un univers Q. 


La loi de probabilité d’une variable aléatoire X sur Q est l'application qui à toute valeur x, prise par 
X associe P(X = x)). - , 


Il est commode de représenter une loi de probabilité par un 
tableau. 


Remarque 
Lorsqu'on vient de déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire, il est prudent de vérifier 


que : Èp, = 1. 
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== Fonction de répartition d’une variable aléatoire 
Définition 
Soit X une variable aléatoire définie sur un univers Q muni d’une probabilité P. 
La fonction de répartition de X est l'application F de R vers [0 ; 1] définie par + E = P(X < x. 
Exemple 
Reprenons l’exemple introductif. 


Fix)=0 ,six<0 


F(x) = ,$0<x< 100 
F est définie par : 


so wj 


F{x) = 
F(x)=1 ,si200<x 


, Si 100 < x < 200 


Remarques 


e F est une fonction croissante, en escalier. 
e La représentation graphique de F correspond, en statistiques, à la courbe des fréquences cumulées 
croissantes. 


3.9. Caractéristiques d'une variable aléatoire 


Espérance mathématique 
Revenons à l’exemple introductif. 


Un joueur avisé accepterait-il de miser 100 F par partie ? 
Désignons par Y le gain en francs lors d’une partie. 
Y est une variable aléatoire dont lunivers image est : {— 100 ; 0 ; 100}. 


En effet: (Y =— 100) est l’événement « Tirer 0 boule rouge » (le jouenr a perdu sa mise) ; 
(Y = 0) est l'événement « Tirer 1 boule rouge » (le joueur a récupéré sa mise) ; 
(Y = "100) est l'événement « Tirer 2 boules rouges » (le joneur a gagné 100 F). 


La loi de probabilité de Y est donnée par le tableau ci-contre. - 100 0 100 | 


ra CURIETES 


Sur un grand nombre de parties, par exemple 700, on peut espérer obtenir : 
200 fois l’événement (Y = — 100), 
400 fois l'événement {Y = 0), 
100 fois l’événement (Y = Tw 


Le gain moyen par partie est alors : on — 100 x 200 + 0 x 400 + 100 x 100) = — LA 
On peut donc perdre en moyenne environ 14 F par partie. 

Un joueur avisé n’accepterait pas de miser 100 F par partie. 

On remarque que : — — = — 100 x P(Y = — 100) + 0 x P(Y = 0) + 100 x P(Y = 100). 


Définition 
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x, … , x, avec les probabilités respectives Pirra De: 


On appelle espérance mathématique de X le nombre réel, noté E(X), tel que : E(X) = Èx; p;=1. 


Remarque 


Lespérance mathématique correspond, en statistiques, à la moyenne. 
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Variance, écart type 


Lespérance mathématique donne la « valeur moyenne » d’une 
variable aléatoire, mais ne dit pas comment sont dispersées les 
valeurs de la variable aléatoire autour de l’espérance mathéma- 
tique. 

Soit X et Y les variables aléatoires dont les lois de probabilités 
sont données par les tableaux ci-contre. 

On a : E(X) = E(Y) = 5 ; mais on constate que les valeurs de Y sont 
plus éloignées de 5 que celles de X. 


Comme en statistiques, pour rendre compte de telles considérations. on introduit la variance et l’écart 
type d’une variable aléatoire. 


Définitions 
Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x, … , x, avec les probabilités respectives p}, … , Pp 
e On appelle variance de X le nombre réel, noté V(X), tel que : V(X) = A (x;- E(X))?p;. 


+ On appelle écart type de X le nombre réel, noté o{X), tel que : o(X) = /V (X). 


Exemple 


Calculons, à l’aide du tableau ci-contre, la variance 
et l'écart type de la variable aléatoire X précédente. 


On obtient : V(X) = 0,2 et o{X) = 0,447. 


Soit X une variable aléatoire. On a : V(X) = E(X?) - EXP. 


Cette propriété est connue sous le nom de « formule de Künigf ». 


Démonstration 
On a : V(X) = E(x,- E(X)}?p; = 2x Pi — 2E(X) Zx, P; + ŒEX)F Z p; 


Or : pez P; = E(X), Èp, =1 et > xp, = E(X?). 
Donc : V(X) = E(X?) — 2E(X) x E(X) + [E(X)F = E(X?) — [E(X)F. 


Exemple 

Calculons, à l’aide du tableau ci-contre, la 
variance et l’écart type de la variable aléatoire Y 
précédente. 

On obtient : V(Y) = E{Y2?) — [E(Y)]? = 23,2 ; 
donc : o(Y) = 4,816. 


B + B 
aremm Loi Binomiale 
ps remet 


Soit un schéma de Bernoulli à n épreuves, où pour chaque épreuve la probabilité du succès est p (celle 
de l’échec est 1 — p). On lui associe la variable aléatoire, notée X, désignant le nombre de succès. 
L'univers image de X est : {0 ; ... ; n}. 


L'application k + Fyi p*(1 — p}"# de {0 ; ... ; n} vers [0 ; 1] définit la loi de probabilité de X. 
Cette loi de probabilité est appelée loi binomiale de paramètres n et p. 


Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la loi binomiale de paramètres n et p. 
On a: E(X) = np et V(X} = np(1 - p}. i 


4 König Julian, mathématicien Dannois — 1849 - 1913 
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Démonstration 
ni 


Ona: E(X) = È kCkphg"+ et V(X) = 2 k2Cipkg"# - [E(X)P. 
Pour n = 1, le résultat est immédiat. 

On suppose désormais que : n > 1. 

Posons q = 1 — p et considérons la fonction f: t > (pt + q)". 


| S CE pkikgn-k n 

e On a: VtER, ft) = £C,p't'q = (pt + q)”. 
, +) — L k _kik-1,n-k — n-1 
donc : VLtER, ft) = Z KCP a A + e 
En particulier, pour t = 1, on obtient : E(X) = np. 
Ona: VIER, tf) = E kChpktkg®k = npt(pt + q)"; 
n m 
donc : VtER, ft) + ft) = È Ch p"tk g" * = np{pt + g}°? + npi{n — 1)p(pt + q)” *. 
En particulier, pour t = 1, on obtient : 2 kech p*qg"* = np + np {n - 1). 
k 


Or : À k?C% pkg" = V(X) + [E(X)]? = V(X) + (np} ; 


donc : V(X) = np — np? = np(1 — p). 


Le De Act -Tih >F ei bay Fr à ns" 7 P Li 
AN AIRES à AM HE PE LOU he eh G 1 i g E gp nr = f 
í : AE ie I af te mis MT NT MEN ME RS ae A Aa A Ai a ol 


3.a Une variable aléatoire X a pour univers image : 3.C Soit X une variable aléatoire dont l'univers 
(1:2:3,; 44,5 61. l image est X(Q)={1;2;3;4;5;6}ettelle que, 
1. Déterminer la loi de probabilité de X sachant pour tout k élément de X(Q), P(X = k) est pro- 
que: P(5 < X) = L portionnelle à k. 


1. Déterminer la loi de probabilité de X. 

2. Définir la fonction de répartition de X et tra- 
cer sa courbe repésentative. 

3. Calculer l'espérance mathématique et l'écart 
type de X. 


P(X < 2) = 2P(X = 6) =2P(X=2) ; 
P(X = 1) = P(X =5) ; 
P(X < 3) = P(4 < X). 
2. Définir la fonction de répartition de X et tra- 
cer sa courbe repésentative. 
3. Calculer l'espérance mathématique et l'écart 


type de X. 3.d On a mesuré la taille des individus d’un grou- 
pe et on a obtenu le tableau ci-dessous. 


3.b Soit X la variable aléatoire dont la fonction de Taille |155|159| 167| 170| 175| 177| 193 
répartition est représentée ci-dessous. 


On choisit au hasard un individu et on désigne 
par X sa taille en centimètres. 
annees &— 1. Déterminer la loi de probabilité de X. 


2. Définir la fonction de répartition de X et tra- 
cer sa courbe représentative. 

3. Calculer l'espérance mathématique et l'écart 
type de X. 


3.e On lance dix fois une pièce de monnaie parfai- 
tement équilibrée et on désigne par X la 
variable aléatoire, qui associe à ces dix lancers 
le nombre de piles obtenu. 


ds ne 0 © 0 ne en ee me de de es ne en en on en en "m 


1. Déterminer la loi de probabilité de X. 1. Déterminer la loi de probabilité de X. 
2. Calculer l'espérance mathématique, la 2. Calculer l'espérance mathématique et la 
variance et l’écart type de X. variance de X. 
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s P jf 


Exercices - 


APPRENTISSAGE 


Analyse combinatoire 


À Soit n un entier naturel non nul. 
Démontrer que : 
+... 1 0 A4 0 . 
{n—1}) n! (n+1! (n+1)! 
2 Démontrer que pour tous entiers naturels n, p 
et k, tels que 0<p<n,ona: 
c* 


n 


p+k 


P k 
+k X Ca — nrk X Cork 


3 Résoudre dans N les équations suivantes. 
2 
a) C,=190 
b) 2C° +6C, =9n 
1 2 N i 
c) EA à 
d) Cyn +C, + C3, = 3877 


n+4 2n-10 
e) C,10 = Creio - 


4 Résoudre dans N x N le système : 


y __myti 

ler 
Y _ gpi 
aCi ca. 


5 Démontrer, par récurrence sur n, que : 
n 
VneN*, 2.PU!) = (n + 1)! — 1. 


6 Écrire sous la forme a + b/3, où a et b sont des 
nombres entiers, les nombres suivants. 
a) (3-3) b) (1+2,/3) c) (2/3-5}. 


Í Développer et simplifier les expressions sui- 
vantes. 2 
a) (1 -— i} b) (1 + 2i)? c) (1 + 2j), où j = e *. 

8 Démontrer que pour tous entiers naturels n et p 
tels que 1 <p<n, ona: pO? =nC. 

En déduire que pour tout entier naturel n non nul on a : 


S p 
ZP C,=n27. 


® Soit n un entier naturel. 


1. Démontrer, par récurrence sur k, que : 
n n n n+l 
TEER C +0, t Al sl à 
2. En déduire la somme des 10 premiers termes non 
nuls de la colonne du triangle de Pascal, formée des 


nombres gS (n > 10). 


10 1. Développer (1 + x) (n € N*). 
2. En déduire la valeur des sommes suivantes : 
a) C, + C, + … + CP +... + C7 


D) G? -E +... POI + …. + (-1N CS 


c) c? + > ip +a + 2PC? +.. + 2107. 
3. On suppose que : n = 2k. 


0 2 2k 
Calculer : Cap + Cop +... + Gr. 
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4. On suppose que : n = 2k + 1. 


0 2 2k 
Calculer... + Cing + ot 2 


11 On tire simultanément 8 cartes dans un jeu de 
32 cartes. Déterminer le nombre de tirages contenant : 
a) exactement 3 piques ; 
b) au moins 6 piques ; 
c) exactement 3 piques, dont le roi ; 
d) 3 piques. 2 trèfles et 3 cœurs. 


12 Combien y a-t-il de nombres entiers de quatre 
chiffres, dans lesquels 5 apparaît au moins deux fois ? 
Combien y a-t-il de nombres entiers ayant quatre 
chiffres au plus et divisibles par 5 ? 


13 Une compagnie aérienne veut organiser un 
circuit touristique ABIDJAN — ABIDJAN, via les villes 
de COTONOU, DAKAR, LIBREVILLE, NIAMEY et 
YAOUNDE. 

1. Combien y a-t-il d’itinéraires possibles ? 

2. Combien de ces itinéraires ont-ils pour troisième 
étape la ville de NIAMEY ? 

3. Pour combien de ces itinéraires l'étape de DAKAR 
précède-t-elle celle de YAOUNDE ? 


14 On dispose de 4 cou- 

leurs pour colorier les 5 bandes 
du drapeau ci-contre. 
Combien de drapeaux différents 
peut-on obtenir, si deux bandes 
voisines ne peuvent avoir la 
même couleur ? 


15 Soit n et p deux entiers naturels tels que 
0 <p<n, E un ensemble à n éléments, x, un élément 
de E. 
1. a} Quel est le nombre de parties de p éléments de E ? 
b) Quel est le nombre de parties de p éléments de E 
contenant x, ? ne contenant pas x, ? 
c) Quel résultat, démontré dans le cours, a-t-on ainsi 
retrouvé ? 
2. a) En s'inspirant de la métbode utilisée dans la ques- 
tion précédente, calculer de deux manières le nombre 
d’arrangements de p éléments de E. 
b) En déduire que : AË = A? _, + pA?” z 

16 Soit n un entier naturel. 
En calculant de deux manières le nombre de tirages de 
n boules que l’on peut effectuer dans une urne qui 
contient n boules rouges et n boules blanches, démon- 
trer que : m , 
PAOA N Czn 


Calculs de probabilités 


17 On lance deux fois de suite un dé non pipé, 
dont les faces sont numérotées de 1 à 6. On gagne lors- 
qu'on fait apparaître au moins un 6. 

Calculer la probabilité de gagner. 


p 


{8 Dans une classe, on a noté que pendant le pre- 
mier trimestre : 
+ 25 % des élèves ont été absents au moins un jour ; 
+ 12 % des élèves ont été absents au moins deux jours ; 
+ 8 % des élèves ont été absents au moins trois jours ; 
+ 6 % des élèves ont été absents au moins quatre jours ; 
° 5 % des élèves out été absents au moins cinq jours. 


On choisit au hasard un élève de cette classe. Calculer 
la probabilité de chacun des événements suivants. 

« L'élève n'a jamais été absent » ; 

« L'élève a été absent au moins un jour » ; 

« L'élève a été absent exactement deux jours » ; 

« L'élève a été absent moins de quatre jours ». 


19 Dans un jeu de 32 cartes, on tire simultané- 
ment et au hasard 4 cartes. Calculer la probabilité de 
chacun des événements suivants. 

« Obtenir une carte de chaque couleur » ; 

« Obtenir exactement un as » : 

« Obtenir aucun as » ; 

« Obtenir au moins un as » ; 

« Obtenir deux cœurs et deux piques » ; 

« Obtenir deux cœurs et un as exactement ». 


20 Une urne contient 36 boules indiscernables au 
toucher, dont une est blanche, une est rouge et les 
autres sont vertes. On tire au hasard et simultanément 
trois boules de l’urne. 

1. Quelle est la probabilité de tirer une boule de chaque 
couleur ? 
2. Quelle est la probabilité de tirer trois boules vertes ? 


21 1. On marque n points sur un cercle (n > 3). 
On en choisit 2 au hasard. Quelle est la probabilité pour 
qu'ils soient consécutifs ? 
2. Même question lorsque les n points sont sur une droite. 


22 Soient A et B deux événements indépendants. 
a) Démontrer que : P(A) = P(A N B) + P(A) x P(B). 
b) En déduire que A et B sont des événements indépen- 
danis. 
c) Démontrer qne A et B sont aussi des événements 
indépendants. 


23 Soient A et B deux événements indépendants 
tels que P(A N B) = 0,1 et P(B) = 0,5. 
Calculer P(A) et P(A U B). 


24% 1. Dans le lancer d'un dé non pipé, les événe- 

ments « Obtenir nn nombre pair » et « Obtenir un mul- ` 
tiple de 3 » sont-ils indépendants ? 
2. Dans le lancer simultané de deux dés non pipés, les 
événements « Obtenir une somme égale à un multiple 
de 3 » et « Obtenir une somme divisible par 4 » sont-ils 
‘indépendants ? 


25 Six conples, dont le couple Traoré, dînent 


ensemble. À la fin du repas, on tire au sort 4 personnes . 


pour faire la vaisselle. On considère les événements : 
À : « aucun homme n'est désigné » ; 
B : « Monsieur Traoré est désigné » ; 
C : « deux conples sont désignés ». 
a) Les événements A et B sont-ils incompatibles ? indé- 
pendants ? 
b) Les événements A et C sont-ils incompatibles ? indé- 
pendants ? 


À 
A FUN A 
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S 26 Une urne contient 10 boules, dont 3 sont 
rouges et les autres bleues. 

1. Quelle est la probabilité pour qu’une boule prise au 
hasard soit rouge ? 

2. On prend successivement et avec remise 3 boules au 
hasard. Quelle est la peanais pour que les 3 boules 
soient rouges ? 

3. On prend simultanément 3 boules au hasard. Quelle 
est la probabilité pour que les 3 boules soient rouges ? 


& 27 Un atelier est constitué de trois machines A, B 
et C utilisées pour la même production. Le taux de 
panne de chacune d'elles, ramené en journées entières 
d'indisponibilité, est : 

e 5 jours d'arrêt sur 200 jours ouvrables pour la machi- 
ne À ; 

e 3 jours d'arrêt sur 200 jours ouvrables pour la machi- 
ne B; 

e 10 jours d'arrêt sur 200 jours ouvrables pour la 
machine C. 

Pour un un jour ouvrable donné, calculer la probabilité 
de chacun des événements suivants. 

« La machine A est en état de marche » ; 

« La machine A est en panne » ; 

« La machine B ou la machine C sont en panne » ; 

« Aucune machine n’est en panne ». 


\ 28 À la kermesse du lycée, un jeu consiste à tirer 
2 enveloppes parmi 5 dont une contient un billet de 
1 000 F, 2 contiennent chacune un billet de 500 F et les 
2 autres contiennent chacune une feuille sans valeur. 
Les enveloppes sont identiques et non transparentes. 
1. Quelle est la probabilité de ne rien gagner ? 

2. Quelle est la probabilité de gagner exactement 500 F ? 
3. Quelle est la probabilité de gagner exactement 
1 000 F ? 


Ñ- 29 Un lot de vaccin contre le choléra est efficace 
à 55 %, c'est-à-dire que sur 100 personnes vaccinées, 55 
seulement sont sûres d’être protégées contre la maladie. 
On vaccine 10 personnes avec ce produit. Quelle est la 
probabilité pour que : 

a} aucune des personnes ne soit protégée ? 

b} la moitié des personnes soient protégée ? 

c) les 10 personnes soient protégées ? 


30 On suppose qne dans un pays il naît en 
moyenne 52 garçons ponr 50 filles. 
1. Un enfant va naître. Quelle est la probabilité : 
a) pour qne cet enfant soit un garçon ? 
b) pour que cet enfant soit une fille ? 
2. Dans nne famille de 5 enfants, quelle est la probabi- 
lité : 
a) pour qu'il y ait 3 filles et 2 garçons ? 
b) pour qu'il y ait 5 filles ? 


VV 3% Dans une ville, il y a trois médecins. Quatre 
habitants de cette ville, malades le même jour, appel- 
lent au hasard l’nn de ces trois médecins. 

1. Quelle est la probabilité ponr qu'un seul médecin 
soit appelé ? 

2. Quelle est la probabilité pour que les trois médecins 
soient appelés ? 


32 On répartit an hasard 7 pions sur le damier ci- 
après, à raison d'un pion an plus par case. 
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1. Calculer la probabilité de chacun 
des événements suivants. 

À : « 4 pions sont placés sur une 
même rangée horizontale » ; 

B : « Aucune rangée horizontale ne 
contient trois pions » ; 

C: « Une rangée horizontale et une see contient exac- 
tement trois pions » ; 

D : « Deux rangées horizontales €=== 
ment trois pions ». 

2. Vérihier que : P(A) + P(B) + P.C - PD, = 1. 


cent exacte- 


33 Un étudiant doit subir ux examen dont le pro- 
gramme comporte 15 questions. 
Il n'en a apprises que 10. 
Sachant que l’examinateuz iui posera 3 questions, quel- 
le est la probabilité pour gue le candidat ait appris ces 
questions ? 
Combien aurait-il dû ax minimum, apprendre de ques- 
tions pour que cette prot abilité soit au moins égale à 
0,5 ? 


34 Deux personnes crient en même temps un 
chiffre compris entre 0 et 9. 
1. Quelle est la probabilité pour que les deux personnes 
crient au moins une fois le même chiffre au cours de 
cinq expériences ? 
2. Combien de fois faut-il répéter l'expérience pour que 
les deux personnes crient au moins une fois le même 
chiffre avec une probabilité supérieure à 0,5 ? 


Variable aléatoire 


35 On lance deux dés non pipés, dont les faces 
sont numérotées de 1 à 6, et on désigne par X la variable 
aléatoire qui, à chaque lancer associe la valeur absolue 
de la différence des nombres obtenus. 

1. Déterminer la loi de probabilité de X. 

2. Définir la fonctiou de répartition de X 
courbe représeutative. 

3. Calculer l'espérance mathématique et l'écart type de X. 


et tracer sa 


36 On lance hvit fois un dé non pipé, dont les 
faces sont numérotées de 1 à 6, et on désigne par X la 
variable aléatoire, qui associe à ces huit lancers le 
nombre de multiples de 3 obtenus. 

1. Déterminer la loi de probabilité de X. 
2, Calculer l'espérance mathématique et l'écart type de X 


37 Une urne contient 3 boules vertes, 4 boules 
rouges et 5 boules blenes. On tire au hasard et simulta- 
nément deux boules de l'urne. 

1. a) Quelle est la probabilité de tirer deux boules vertes ? 
b) Quelle est la probabilité de tirer deux boules de con- 
leurs différentes ? 

2. Lorsqu'on tire une boule bleue, on marque un point ; 
lorsqu'on tire une boule rouge, on perd un point ; lors- 
qu'on tire une boule verte, on marque zéro point. On 
désigne par X le nombre de points marqués. 

a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléa- 
toire X. 

b) Calculer l'espérance mathématique et la variance de 
la variable aléatoire X. 
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38 Une loterie consiste à lâcher une bille dans un 
appareil qui comporte six portes de sortie, numérotées 
de 1 à 6. Soit X la variable aléatoire égale au numéro de 
la porte de sortie franchie par la hille. Sa loi de proba- 
bilité est donnée par le tableau suivant : 


z 


La règle du jeu est la suivante : un joueur mise 100 F ; 
il reçoit 600 F si la bille franchit les portes 1 ou 6, 200 F 
si elle franchit les portes 3 ou 4. Les portes 2 et 5 ne rap- 
portent rien. 

Le gain d'un joueur est la différence entre ce qu'il reçoit 
à l'issue de la partie et sa mise. 

Soit Y la variable aléatoire représentant le gain d'un 
joueur dans une partie. 

1. Quelles sont les valeurs possibles de Y ? 

2. Déterminer la loi de probabilité de Y. 

3. Le jeu est-il équitahle ? 

{Un jeu est équitable si l'espérance mathématique du 
gain est nulle.) 


39 On lance deux dés non pipés et on considère 
la variable aléatoire X, qui à chaqne lancer associe la 
somme des deux nombres obtenus. 

1. a} Déterminer la loi de probabilité de X. 

b) Quelle est la probabilité de l'événement {X > 2) ? 

2. On appelle succès la réalisation de l'événement 
(X > 2) et on répète l’épreuve 6 fais de suite. 

a} Quelle est la probabilité d'obtenir exactement deux 
succès ? 

b) Quelle est la probabilité d'obtenir au plus deux suc- 
cès ? 


QÔ Une urne U contient une boule portant le 
numéro 1 et deux boules portant le uuméro 2. Une urne 
V contient une boule portant le numéro 4 et n boules 
portant le numéro 3. On tire au hasard une boule de U, 
une boule de V et on désigne par X la variable aléatoi- 
re qui à chaque tirage associe la somme des numéros 
portés par les deux bonles. 

1. Déterminer en fonction de n la loi de probabilité de X. 
2. Calcnler en fonction de n ne mathématique 
E(X). 

3. Déterminer n pour que : E(X) = 


4. Déterminer la plus petite ala de n pour laquelle 
E(X] < 4,8. 


Ẹ{ Un tireur vise une cible. La probabilité pour 
qu'il touche la cible est 0,7. Il tire 3 fois de suite. On 
note X le nombre de fois où il a atteint la cible. 
Déterminer la loi de prohabilité de X 


G? Une urne contient n — 1 boules blanches et 
une boule noire. On tire au hasard, successivement et 
sans remise toutes les boules. On considère la variable 
aléatoire X qui vaut k (1 < k £ n) lorsque la boule noire 
est obteuue an k-ième tirage. 

1. Déterminer la loi de probabilité de X. 
2. Calculer l'espérance mathématique ct l'écart type de X. 


43 Combien de fois faut-il jeter un dé non pipé 
pour être sûr d'obtenir au moins une fois 6 à 50% ? à 
90% ? à 99% ? 
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&4 Une première urne contient contient huit 
boules vertes, dont une porte le chiffre 1. trois le chiffre 
2 et quatre le chiffre 4. Une deuxième urne contient six 
boules rouges, dont une porte le chiffre 3, deux le 
chiffre 5 et trois le chiffre 6. 

1. On tire au hasard une boule de chaque urne. On 
désigne par X le chiffre porté par la boule verte et par Y 
le chiffre porté par la boule rouge. 

a) Calculer la probabilité de l'événement {X = 2 et Y = 6}. 
b) Démontrer que la probabilité de l'événement 


js 29 
{X +Y >8}esté gale à Jg - 


2. On note A l'événement {X + Y 2 8}. On effectue dix 
fois de suite le tirage décrit en 1., en remettant chaque 
fois les boules tirées dans leurs urnes respectives. Les 
tirages sont indépendants. On appelle Z la variable 
aléatoire qui prend pour valeur le nombre de réalisa- 
tions de l'événement A au cours de ces dix éprenves. 
Calculer la probabilité de l'événement (Z = 5) et l’espé- 
rance mathématiques de Z. 


APPROFONDISSEMENT 


&5 Pour tout entier naturel n, on désigne par R, le 
polynôme défini par : R,(x) = (x + 1)", 

1. Soit n, p et q trois entiers naturels tels que : n <p +q. 
En s'aidant de la formule du binôme, déterminer le 
coefficient de x" dans le développement de chacun des 
membres de l'égalité : Rora = R Ro 

2. En déduire que pour tout triplet (n ; p ; q) d’entiers 
naturels tels que n Sp+q, ona: 


n = mk eak 
Cor = Èo p C 

Z6 Soit P le polynôme défini par : P(x) = (x +1)°". 
1. Quel est le coefficient a, du terme de degré n de P ? 
2. En appliquant la formule du binôme à l'égalité 
P(x) = (x + 1)”{x + 1)", trouver une autre expression de 
aw n 
3. En déduire que : Y n E N*, X KCP? = Cn 


47 Démontrer que : 
Vn E N*, È IC$ = nfn + 1)2"2 


{On pourra s'inspirer de la démonstration des formules 
de l'espérance mathématique et de la variance d’une 
variable aléatoire dont la loi de probabilité est une loi 
binomiale.) 


48 ABCDEF est un hexagone 
convexe régulier. C B 
1. On choisit simultanément et au 
hasard deux sommets de l’hexagone. 
Quelle est la probabilité pour qu’ils 
soient consécutifs ? ‘ E F 
2. On choisit simultanément et au hasard trois sommets 
de l’hexagone. 
a} Quelle est la probabilité pour qu'ils forment un tri- 
angle équilatéral ? 
b) Quelle est la probabilité pour qu'ils forment un tri- 
angle rectangle ? 
c) Quelle est la probabilité pour qu'ils forment un tri- 
angle isocèle non équilatéral ? 


D A 


849 Dans une urne contenant douze boules nuxe 
rotées de 1 à 12, on tire simultanément et au hasard 
trois boules. On désigne par a, b et c les numéros des 
trois boules tirées (a < b < c). 

Quelles sont les probahilités pour que : 

a) a, b et c soient trois termes consécutifs d’une suite 
arithmétique ? 

b) a, b et c soient trois termes consécutifs d’une suite 
géométrique ? 


50 On dispose d’un disque en bois ponr jouer aux 
fléchettes. Sur ce disque sont tracés n cercles concer- 
triques (sur la figure 5 cercles ont été représentés) dont 
les rayons soul respectivement 1, 2, 3, ..., n. 


Entre deux cercles (€,) et (€...) se trouve une couronne 
Ce, 3 il y a donc n couronnes circulaires N, Ta, …, D. 
On suppose qu’au cours d’un lancer de fléchette : 

— la probabilité d'atteindre T, est proportionnelle à Fai- 
re de T}; 

— le probabilité d'atteindre le bord des couronnes ou de 
sortir du disque en bois est nulle. 

1. a) Calculer, pour tout k élément de {1 ; 2 ; ... ; n}, la 
probabilité p, qu’au cours d’un lancer une fléchette ait 
son point d'impact dans T,- 

b) En posant Q = [T] ; T, ; …; T „}, peut-on dire que l’on 
soit dans une situation d’équiprobabilité ? 

2. On veut modifier la construction du disque en bois, 
pour obtenir sur Q une situation d’équiprobabilité. 
Quels doivent être les rayons des cercles (@,) pour qu'il 
en soit ainsi ? 

(On supposera toujours la probabilité d'atteindre T, 
proportionnelle à l'aire de FT, celle d'atteindre le bord 
des couronnes ou de sortir du disque en bois nulle, le 
rayon de (6,) égal à 1.) 


51 1. On répartit n boules numérotées dans k 
tiroirs numérotés. Combien y a-t-il de répartitions pos- 
sibles ? 

2. On répartit n boules identiques dans k tiroirs numé- 
rotés. Combien y a-t-il de répartitions possibles ? l 


Application 

L'espace € étant muni du repère (O, Ù J, ÿ k), combien y 
a-t-il de points du plan d’équation, x + y + z — 20 = 0 à 
coordonnées positives ou nulles ? 


52 Soit une population constituée à 10 % de gau- 
chers et à 90 % de droitiers. 
1. Calculer la probabilité pour qu’un groupe de huit 
personnes de cette population soit constitué : 
a) d'un seul gaucher, 
b) d'au moins un gaucher, 
c) d’exactement trois gauchers. 
2. Un atelier de couture est équipé de sept paires de 
ciseaux pour droitiers et de trois pour gauchers. 
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Quelle est la probabilité pour que les huit membres du 
personnel trouvent chacun une paire de ciseaux lui 
convenant ? 

3. On appelle X la variable aléatoire prenant comme 
valeur le nombre de personnes ayant trouvé une paire 
de ciseaux à sa convenance. 

On note G le nombre de gauchers parmi les huit 
membres du personnel de l'atelier. Dresser un tableau 
donnant les valeurs de X en fonction de G- Calculer 
alors les probabilités pour les différentes valeurs trou- 
vées de X. 


53 1. Déterminer l’ensemble Q des nombres à 
trois chiffres, formés à l’aide des chiffres 1 et 2. 
2. On désigne par S(x) la somme des chiffres de tout 
élément x de Q. Soit P l'application de P(Q) dans R 
définie par : 
P(A) = 2 ALaS(x) + b]. (a ; b) € RZ. 


À quelle condition portant sur a et b, P est-elle une pro- 
babilité sur Q ? 

3. Soit B la partie de Q formée des nombres commen- 
çant par 1, C la partie de Q formée des nombres dont les 
chiffres des dizaines et des centaines sont 2. 
Déterminer a et b pour que : P{B} = P(C). 


54 1. Étndier les variations de la fonction 
f: x> 36x? — 2x? sur l'intervalle [0 ; 18] et déterminer 
la valeur de x pour laquelle f atteint, sur cet intervalle, 
son maximum. 
2. On considère une urne contenant 36 boules indiscer- 
nables au toncher, dont n sont blanches, n sont rouges 
et toutes les autres sont vertes (1 < n < 17). 
On tire au hasard et simnltanément 3 boules de l’urne. 


1992 Probabilités 


a) Démontrer que le nombre de tirages donnant une 
boule de chaque couleur est égal à f(n). 

b) Soit P(n) la probabilité de tirer une boule de chaque 
couleur. Exprimer P(n) à l’aide de f{n) et en déduire la 
valeur n pour laquelle P(n) est maximum. 


55 Considérons le triangle de Pascal (figure ci- 
dessous). Trouver 4 lignes telles que sur chacune d’elles 
on trouve trois termes consécutifs formant uue suite 
arithmétique. 


[e) 


n 
de ligne 
0 1 
1 1 1 a 
2 1 2 1 
3 1 3 3 1 
4 1 4 6 4 1 


Olympiades nationales de mathématiques 
. Burkina Faso 1994. 


56 Deux amis se sont donnés rendez-vous entre 
12 et 13 heures, mais ont décidé qu’ils ne s'attendraient 
pas plus de dix minutes. 
Quelle est la probabilité pour qu'ils se rencontrent ? 


57 On répète nne épreuve de Bernoulli dont la 
probabilité de succès est p (p € 10 ; 1[). On définit la 
variable aléatoire X par le nombre d'itérations néces- 
saires pour obtenir le succès pour la première fois. 

1. Déterminer la loi de probabilité de X. 


2. Vérifier que : lim (è P(X = k)) = 1. 
n — + c\k-1 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à variable réelle et le plan est 
muni du repère (O, I, J). 


se Limites d'unelfonction- 


1.1. Notions de base 


maux Limites de référence 
Les résultats suivants seront couramment utilisés dans les calculs de limites de fonctions. 


e lim xt=0 (ne K*) e lim x'=+ (ne N*) 
x — 0 I + 
e lim JdÆ= 0 e lim Je = + 
x 0 LI = 
‘elim je {ne N*) lim "=+; lim x"l=-+ (nEeN*). 
x = 0 x?" X>- LI — % 
e 1 = 1 ps » 1 E 1 * 
elim -—=-% ;lim — =+% (nEN*) elim Ż=0; lim +=0 (neN) 
x>0 x n-1 x > 0 y?n xto” r=- x" 
slim Si elim S2- i -o 
I> 0 X x 0 X 


Remarque 


Les fonctions sinus et cosinus n'ont pos de limite en linfini. 


pans Limites et opérations sur les fonctions 


Nous regroupons dans des tableaux les résultats essentiels concernant les limites de la somme, du pro- 
duit ou du quotient de deux fonctions. Dans ces tableaux x, l et l désignent des nombres réels. 
Ces résultats restent valables pour les limites en + œ ou en — +, 


+ Limite de la somme de deux fonctions 


l — 0 + œo — œ + œ 
P m Ta 
SSSR EAEN 
XX, 


e Limite du = de deux fonctions 


 PC(C+0) 


Une étude de signes permet ensuite de déterminer la limite de la fonction Z. 
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Li el 


manse Limites en l'infini d'une fonction polynôme et d'une fonction rationnehz 
Les résultats suivants ont été énoncés en classe de première. 


Propriètes 

° La limite en l'infini d'un polynôme est égale à la limite en l'infini de son monôme de plus haut 
degré. 

e La limite en l'infini d'une fraction rationnelle est égale à la limite en l'infini du quotient des 
monômes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur. 


Exemples 
e Calculer les limites en + + et en — œ de la fonction polynôme f:x 5x -x + 1. 
Ona: lim f{x)=lim (5x)=+œ et lim fia) = lim _ (5x°) = — 
XL + 2% XX += X — 00 é 


7x5 — 4x — 1 


e Calculer les limites en + œ et en — + de la fonction rationnelle g: x> = x 
xt- x + 


On a : lim g0) = lim —- = lim (7x?) =+œ et lim g(x) = lim = = lim _ (x) = — 
ss Propriétés de comparaison 
Les résultats suivants ont également été énoncés en classe de première. 

Soit f nne fonction. 


* S'il existe nne fonction g telle que f > g sur un intervalle JA ; + +[ et lim _ 8) = 
. alors lim _ F9 = + ©. | 


e S'il aste nne fonction g telle que f< g sur un intervalle JA ; + œ[ et lim _ 8%) = = — ©, 
alors lim’ JR =- 0, 


On a des propriétés analogues lorsque x tend vers - + ou lorsque x tend vers x,, 
Exemple ‘ 
Calculer les limites en + + et en — œ de la fonction f:xr 2x + 1 — 3sin x. 


On a : VxER,-1<sinx<1; donc: VxeER,2x-2</f{x) < 2x +4. 
Or : lim (2x — 2) = + © : donc: lim  f{x)= 

— + © xX — + œ% 
De même : Mn (2x + 4) = ; donc : lim f(x) = 


Soit f une facto 

e S'il existe deux fonctions g, h telles que g < f< h sur nn intervalle JA ; + œ[ et 

lim g(x)=lim (x) =1, alors lim  f{x) = L. ST y 
X — + 0 X —> + co xX + 00 

e S'il existe un nombre réel l, une fonction g et un intervalle ]A : + æ[ tels que : 

lim gx) =0 et Vrxe JA ; s+, A-t] < g0, alors lim „J0 = = Î, 


On a des propriétés er lorsque x tend vers —- œ ou lorsque x tend vers x, 
Ces propriétés sont deux formulations du « théorème des gendarmes ». 


Exemple 
Calculer la limite en 0 de la fonction g:xr x (+ }. où E désigne la va partie entière. 
Ona: YxER, Elx) < x < E(x) +1; donc: VxeR*, +-1S<E(- —)<—+. 
On en déduit qne: VxEÆEÏ0;+c, 1 —x< g{x) < 1; donc : lim glx) = 1. 
A — 
> 
De même, on a : VxEl-c;0[, 1<g(x)<1-x; donc : lim glx) = 1. 
+ xX F4 
Ona: lim glx) = lim gx) = 1; donc : lim g{x)}= 1. 
x = 0 x > ð | x — O0 s 
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Le résultat suivant a également été énoncé en classe de première. 


RE 1 
Soit f et g deux fonctions telles que f < g sur un intervalle JA ; + of. 


Si lim fÂx)=l et lim, gx) =, alors [I<f. 


X — + 


1.2. Limite de la composée de deux fonctions 


On a vu en classe de première une propriété permettant de calculer la limite de la composée d'une fonc- 
tion affine par nne fonction f. 
La propriété suivante, que nous admettons, généralise ce résultat. 


| 


Soit gof la composée de deux fonctions et a un élément ou une borne d'un intervalle sur lequel gof 
est définie. 


Si lim f{x)=b et lim g(y)={, alors lim gof (x) = L. 
x—a y — b I>a 


a, b et I sont des nombres réels ou + œ ou — œ. 


Exemples E 
2x — 1 


ə Déterminer la limite en + œ de la fonction u: x> EN À 


2x — 1 
x +1 


Soit f et g les fonctions définies par : f(x) = et g{x)=/x ;ona:u= gof. 


Or: lim f(x)=2 et lim g{(y) = J2 ; donc: lim ufx)=lim glf{x)l = 15. 
TXT +0 y — 2 X — + X— + 


Pa e . . 0] = 1 
e Déterminer la limite en + œ de la fonction vixe x sin- 


Soit fet g les fonctions définies par: f(x) = 2 et g(x) = mg ;0na:v=gof. 
Or: lim f&œ)=0 et lim gy)=1 ; donc: lim vox)=lim glf(x)l = 1. 
X +a y —0 I> + X— +0 


On peut également rédiger de la façon suivante. 


On pose : X = L, Lorsque x tend vers + œ, X tend vers 0. 


Ona: lim sa = Ban sin À _ 4 
X X 


tato — 0 X 


….1.3. Limite d'une fonction monotone sur un intervalle ouvert 


Nous admettons la propriété suivante. 


Propriété l 
Soit f une fonction croissante sur un intervalle 
ouvert Ja ; b[ (a < b). 
e Si f est majorée sur Ja ; bl, 
alors f admet une limite finie à gauche en b. 
* Si f est minorée sur Ja ; b|, X 
alors f admet une limite finie à droite en a. 


Remarque 


De manière analogue, pour une fonction f décrois- 
sante sur un intervalle ouvert Ja ; b[, on a : 
ə si f est majorée sur Ja ; bf, 
alors f admet une limite finie à droite en a ; 
e si f est minorée sur Ja ; b{, 
alors f admet une limite finie à gauche en b. 
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Soit f une fonction croissante sur un intervalle ouvert Ja ; bf. 
Si f n'est pas majorée, alors pour tout nombre réel M, il existe un élément x, de l'interval «2: 
tel que : f{x,) > M. 
f étant croissante, ona: Vx E 1x, : bl, x) > M; donc: lim, fx) = + ce. 
< 


Cette étude justifie la propriété suivante que nous admettons. 


Propriété 2 ; à 
Soit f une fonction croissante sur un intervalle 
ouvert la ; b[ (a < b). 
e Si f est non majorée sur Ja ; b|, 


alors f a pour limite + œ à gauche en b. 


e Si f est non minorée sur Ja ; b|, 
alors f a pour limite — œ à droite en a. 


Remarque 


De manière analogue, pour une fonction f décroissante sur un intervalle ouvert Ja ; b[, ona : 
e si f est non minorée sur Ja ; b{[ , alors f a pour limite - œ à gauche en b ; 
e si f est non majorée sur Ja ; b{ , alors f a pore limite + œ à droite en a. 


Ces deux propriétés, qui peuvent être énoncées en EAEN a par — œ ou b par + œ, seront utilisées 
ultérieurement. 


-1.4. Travaux dirigés 


Limite en l'infini d'une fonction contenant des radicaux 
1°) Calculer les limites suivantes. 


a) lim ((5x-2-/x+1) ; lim (/5-x -/1-x). 


XX + X > — o 
b) lim (/1 _ x + 2x) ; lim (x- {x2 +1 ). 
I -w toto A 
> ~i a r ° {xe + 1 _— 2 
2°) Calculer les limites en — + et en + + de la fonction f définie par : f(x) = T e 
-X 
Solution 


1°) a) Ħ La fonction x > Sx- 2- 'x+1l a pour ensemble de définition Es : + of. 
Lorsque x tend vers + œ, les propriétés sur les calculs de limites ne permettent pas de conclure. 


On a : VEClÉ sf fre- 2 — jx+1 =/x Ws- žia) 


ja 
OT : lim ÿJx=+o, lim = = afg et lim 14221: 
I — + XI +0 x ta + X 
donc: lim (/5x- 2 — {x + 1)}=+0., 
XI — + 


e La fonction x> /5-x-—/1-x a pour ensemble de définition ]— æ ; 1]. 


Lorsque x tend vers — +, les propriétés snr les calculs de limites et le procédé précédemment utilisé ne 
permettant pas de conclur. On utilise l'expression conjuguée. - 


FAR "2 : o—-x}-{(1-x 4 
Ona: VrE}-;t], V5—-x-/1-x = Éd: et es Denn ea 
[5-x+ -x /5-x+/1-x 


donc: lim (/5-x-/1-x)-0 
X —— 6 
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b) Dans les deux cas, les propriétés sur les bals de limites ne permettent pas de couclure. On utilise 
l'nn ou l'autre des pnas précédents. 


Ona: VxEl=:0, fx +axs x(fa- 2x) ; donc: lim (/1-x + 2x) =- 
X— —0 


—— -pri = pe. 
e Ona: VreER, x-/x2+ Pom | : ——— ; donc: lim (x-,x2+1)}=0 
x + 22+ 1 x + /x2+ 1 sd is 
Z x 1 +1 + à 
+ 1-2 à Fe x 
2lOna: Vrekæm: 0, —— mp TETE donc : lim {x)=1. 
XI —-c 


CE) 


O 
= 
jas] 
<{ 
a 
m 
= 
Le 
3. 
| 


; donc: lim fx)=-1. 


"m_m De — 


Pour calculer la limite en — æ ou en + d'une fonction contenant des radicaux, on peut utili- 
ser l'un des procédés suivants. 

e Mettre en facteur le terme de plus haut degré. 

+ Introduire l'expression conjuguée. à 


+ Utiliser consécutivement les deux prepédes précédents. 


msn he es 


EREA F xerc Ta CS SLT PRE ET PT GO PTT R A LP ET TE A 
PP - CERAR PS RER RS R CARD RC EE D ED PR 
1.a Calculer les limites suivantes. l.d  Démontrer que : 
, VxrEel0; +, {x ar Jared, 
a) lim (3x — 5x + 4) sl ii 2/x 
X — + Y 
b) lim (-x?+x+1) En déduire la limite en + œ de la fonction : 
I — — w 


xi jxr+1 — x. 


c) lim (œ - 6x?) 
> + 00 


d) lim_ C 7 +21), le Utiliser les fonctions composées pour calculer 
les limites suivantes. 

1.b Calculer les limites en + + et en — æ des fonc- a) Din sin(tanx) b} lim sinx 

tions suivantes. x=>0 tantr tort- 

Hera EIA pn EE HA (x-2) | 

324 + 1 8x + 2 c) lim < din. a, 
m F wn 3% -T AE an 
c) x> m d} x => -IB -a) se = 2 xX 2 
— 3x“ + 1 map £ 


1 f Calculer les limites en + œ et en — co des fonc- 


l.c Utiliser les propriétés de comparaison pour tions suivantes. 


calculer les limites en + œ et en — œ des fonc- a) x> eix+1 bjx SE x -> | 
tions suivantes. Ce, 

a} x> — 4x + 3 —cosx biere x pr +1 rs ET 
c} x + x? + 2sinx d) x > (2 + cosx). x 1 + /x2+ 1 
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-Q étude d'une branche infinie 


Dans cette leçon, f désigne une fonction, D, son ensemble de définition et (€) sa courbe représentative. 
On dit que (€) admet une branche infinie dans les cas suivants : 

è en + c OU en — œ, fa une limite finie ou infinie ; 

*enx,,/ a une limite infinie. 


„2.1. Asymptotes 


masm Asymptote parallèle à l'un des axes 
Définitions 

Soit f une fonction et (€) sa courbe représentative. 

+ Lorsque f a une limite finie l en + + ou en -— +, on dit que la droite d'équation y = l est asymptote à 

la courbe (6). 

° Lorsque f a une limite infinie à droite ou à gauche en x, on dit que la droite d'équation x = x, est 

asymptote à la courbe (€). 


Exemples 
_ Sin x 
e Soit f la fonction définie par : f(x) = —= 
net oeil, sin x <1 et lim 2 m0 i 
X X—+o X 


donc : lim, f(x) = 0 


On en déduit que la droite (OI) est asymptote à (€) en + œ, 
On démontre de même que cette droite est asymptote à (€) en — ce. 


+ Soit f la fonction définie par : f(x) = ET 
Erg x +1 
= ]- 1 ; + ol. 
Ona: lim 2x=-2: 
xX—-1 


> 


lim .Vx+1=0 et Vxel-1;+cl, /x +1 > 0. 
t>- 
> 
Donc: lim f(x)=- 
X—-—1 


On en déduit que la droite (A) d'équation x = — 1 est asymptote à (@). 


Remarque 


Une courbe et son asymptote peuvent se couper ; par exemple, la courbe d'équation y = — coupe son 
asymptote (OI) aux points d'abscisses kn (k € Z). 


seess Asymptote non parallèle aux axes 
Définition 

Soit f une fonction et (6) sa courbe représentative. 

Lorsque lim, Fe- (ax+b)]=0 ou lim Fe- {ax + b)] = 


on dit que dla droite d'équation y = ax + KA est asymptote à la E y (8). 


Exemple 
P x(x- 1)° 


x +1 
On effectue la division euclidienne de (x° — 2x? + x) par (x° + 1). 


Soit f la fonction définie par : f{x) = 
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_ 


On obtient: VxeR, r- 2x2 + x= (x? + 1){x — 2) + 2 : 


donc : YxER, persapa 
x +1 | f > 
+ = Za A = lir a . S] 
Poa Py YU) = (x — 21) ne EU : 


9 K oE 


lim (x) — (x — 2)] = Em 0. 


x x? +1 Ez 
Donc la droite (A) d'équation y = x — 2 est asymptote à (€) 
en + œ ẹt en — æ, 


De plus: Vx ER, fx) - (x-2) > 0 ; donc (6) est au-des- (A) 
sus de (A). | 


Soit f une fonction rationnelle telle que : f = r et d°(P) > d°(Q). 
Pour étudier les branches infinies de la courbe représentative de fen + œ et en — œ, on peut 


pi 


effectuer la division euclidienne de P par Q. _ 


ra 


La propriété suivante permet une recherche systématiqne de l'équation d'uue asymptote à une courbe. 


Propriété 
Soit f une fonction et (€) sa courbe représentative. 


La droite d'équation y = ax + b est asymptote à (6) si et seulement si, - 


lorsque x tend vers + œ (ou — cc), iz teud vers a et [f (x) — axl tend vers b. 


Démonstration 


On fait la démonstration dans le cas où x tend vers + æ. 

e On suppose que la droite d'équation y = ax + b est asymptote à (€) en + æ. 
On considère la fonction g : x> f(x) — (ax + b). 

Ona: lim g(x)=0; 


EX — + 


v x E D,\ {0}, fo _,,b , 90. 
x X x 
Yx E€ D;, fix) — ax = b + gix). 
Donc : lim W | a et lim [f{x)-— ax] = b. 
X—+o À X — +0 
e Réciproquement, si lim fu) =a et lim [f(x)-— ax] = b, alors: lim  [/(x) — (ax + b)] = 0. 
xato Ý t+ r+ 


Donc, la droite d'équation y = ax + b est asymptote à (€) en + æ. 
Exemple - 

e Soit f la fonction définie par : f(x) = 2/x2— 1 — x. 

Ona: D, =}%;-1]U [1 ; +l. 


(Ao) 

m. Ja- nf (af Lise: 

00 x? x 

Ai (€) 

Jim 30 _ im SE 5s J 
x+ X I+ 
i balie Woa | 
Ge VER, 221 + 2x nu G | 


Donc la droite (A.) d'équation y =x est asymptote à (€) en + ce. 
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_— À i 
2x2 1+2x 
donc : vee CPR f{x) — x <0 ; (€) est au-dessous de (A.) sur [1 ; + ol. 


De plus : VxED,, f(x) — x = 


On démontre de même que la droite (A,) d'équation y =-— 3x est asymptote à (€) en — œ et que (6) est 
au-dessous de (A,) sur ]-c ; — 1]. 


R emarque 
Plus généralement, les courbes représentatives de deux fonc- 
tions f et g sont asymptotes lorsque : 


lim .f&@)-g%1=0 où lim _ F) - gw) = 0. 


C'est le cas des représentations graphiques ci-contre des 


fonctions f et g définies par : f(x) = x? et glx) = x° + L, 


… 9,9, Direction asymptotique 


Dans ce paragraphe on suppose que, lorsque x tend vers + = ou vers — æ, f(x} a une limite infinie. 


On étudie alors la limite, lorsque x tend vers + œ ou vers — œ, de =— 152} 
On distiugue trois cas : Le ) a une limite infinie, pa a une limite finie et Le n'a pas de limite. 


D ci fix) e e o e œ 
sasam —— a une limite infinie 
Ou dit que (€) admet une branche parabolique de direction celle de (OJ). 


Exemple 
Soit f la fonction définie par : fx) = - A xX + 2. 
On a : lim ffx)=- et lim se ee: 
X— + X—+o À 
de même : lim _ FX) =+% et lim fx) = — 00 
X—-00 À 


(€) admet en + œ et en — œ une branche parabolique 
de direction celle de (Of). 


moas —— a une limite finie a 
1 cas: a =0 | 
On dit que (€) admet uue branche parabolique de direction celle de (OI). 
Exemple | 


Soit f la fonction définie par: flx) = /x. 
Ona: lim /x=+0 


X— + 
et lim AEI ue est 
X—+o X + fx 


(6) admet en + œ une branche parabolique de direction 
celle de (OT). O | 
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2° cas:a #0 si 
On étudie alors la limite, lorsque x tend vers + œ ou vers — œ, de f(x) — ax. 

On a trois possibilités. 

+ f(x) — ax a une limite finie b 

On a vu dans le § 2.2. que la droite d'équation y = ax + b est asymptote à (6). 

+ f(x) — ax a une limite infinie 

On dit que (€) admet une branche parabolique de direction celle de la droite d'équation y = ax. 

e f(x) — ax n'a pas de limite 

(€) u'admet ni asymptote, ni branche parabolique. 

On dit que (€) admet une direction asymptotique, celle de la droite d'équation y = ax. 


Exemples 


e Soit f la fonction définie par: f(x) = x -— x. 
Ona: lim 152 A et lim [f(x)-— x] = — 0. 
X XL + 


(€) admet en + + une branche parabolique de direc- 
tion celle de la droite d'équation y = x. 


e Soit f la fonction définie par: f(x) = x + sin(2rx). 
Oua: VxER, x-1<f{x)<x +1: 


donc: lim f{x)=+ et lim 
X — + + 


Or, la fonction x > sin(2nx) n'a pas de limite en + +. 
(6) n'admet ni asymptote, ni branche paraboliqne en + œ. 


(€) admet en + œ une direction asymptotique, celle de la 
droite d'égnation y = x. 


EPRE fa n'a pas de limite 


(@) n'admet ni asymptote, ni branche parabolique, ni direction asymptotique. 


LS 


Exemple 

Soit f la fonction définie par : f(x) = x[1 +.cos/{(2nx)]. 

Ona: VrenR, 1<1 + cos (2xx) ; | 
VxE[0; +|, x<f(x); 


donc: lim fæ) = +œ. 
X. + o0 


Ona: Yæ GR, 2 =. 1 + cos’ (27rx). 
Cette expression n'a pas de limite en + œ (ou. en — ce). 


sms Tableau récapitulatif Ç 
Les résultats précédents sont résumés dans le tableau ci-dessous. 
a et b désignent respectivement les limites, lorsque x tend vers + œ (ou — œ), de ns et de fx) — ax. 


Branche parabolique de direction celle de (0J) 
La droite d'équation y = ax + b est asymptote 


Brauche parabolique de direction celle de la droite d'équation y = ax 


Direction asymptotique, celle de la droite d'équation y = ax 
Ni asymptote, ni direction asymptotique, ni branche parabolique 


j} 


acRn 
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c 
” m x - or P a” r J P d -- F P - - -s "a g + + D z <- me 
r X ercices LAS OS À À f PPZ Z LT TS 1 FRERE 
° F r p~ 3 s - LP P=: 3 
5e 7 M 7. 7” 7 "P A s = r r, _ n - . Ce i ré r F I S E RP A ù = 


2.a Dans chacun des cas suivants, déterminer les 2.C Dans chacun des cas suivants, étudier les 
asymptotes à la courbe représentative (€) de la branches infinies de la courbe représentative 
fonction f. (€) de la fonction f. 

a) fixes = b) fixes G a) f: x1 J4x2 -12x +10 
+ x? — 
i -w + 2x2 — 3x 
jf 2x2 —1 d) f „2-1 at À k 
c) fixer X ' < k 
ei En Arrade 


d} f: x> 2x + 4 + cosx 


2.b Dans chacun des cas suivants, démontrer que $ 
la droite (A) est asymptote à la courbe repré- 2.d Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
sentative (€) de la fonction f ; préciser dans asymptotes éventuelles à la courbe représenta- 
chaque cas la position relative de (€) et de (A). tive (€) de la fonction f. 
1 faa __ x +x-2 

a) fR)=x-8+-—, (A:y=x-3 a) flx) =- +x +2 7. ts 

3x2 — 2x + 4 2—3x+1 -4r 
b) fæ) = —— , (A):y=3x +13 We 2S = 

x-5 ' c) fx) Lwa d) fi) = “z 3 

e 2 

c) f(x) = 2e +x +1, (A): y= (2x + 2 ES _ Ñ- +8r-4. 


3 continuité d'une fonction 


_3.1. Continuité sur un intervalle 


ssames Définition e 

Soit f une fonction et x, un nombre réel. 

On sait que f est continue en x, si f est définie en x, et lim fix) = fix). 
| XX 


Définition 


Soit K un intervalle de R. ù f 5e 
On dit qu'une fonction f est continue sur K si elle est continue en tout élément de K. 


Exemples 


+ Toute fonction monôme est continue sur R. 

e Les fonctions x> sinx et x> cosx sont continues sur R. 
e La fonction x> |x| est continue sur R. 

e La fonction x {x est continue sur {0 ; + of, 

e La fonction partie entière.n'est pas continue sur R. 


Remarques 


+ Lorsqu'une fonction est continue sur un intervalle K, sa courbe représentative sur cet intervalle se trace 
d'un trait continu. e 


° Lorsqu’ une fonction est continue en tout élément d un ensemble E, on dit qu'elle est continue sur E. 
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Propriétés 
Les propriétés suivantes se déduisent des propriétés de la coutinuité en x, et de la défiuition de la conti- 
nuité sur un intervalle. 


Soit fet g deux fonctions coutinues sur un intervalle K. 
* Les fouctions f+ g, fg, kf (k E€ R) et |f| sont continues sur K. 


. Si g ne s'annule pas sur K, alors Let T sont continues sur K. 


« Si f est positive sur K, alors Ta est continue sur K. 


Exemples 


+ Toute fonction polyuôme est continue sur &. 
e Tonte fonctiou rationnelle est continue sur son ensemble de définition. 


e La fonction tangente est continue sur tout intervalle de la forme ta + kr; Ct (k+ 1)nl (k E€ Z). 
B 2 2 


Propriété 2 
Soit K et K' deux iutervalles de R. 


Soit fune fonction continue sur K, telle que AK) C K' et g une fonction coutinue sur K’. 
La fonction gof est contiuue sur K. 


Démonstration 
Soit x, uu élément de K. On a: lim f(x) = f(x). 
AN — Xo 
g est continue en fx,); donc: lim g{y) = gf{x,)l. 
y > fx) 
On en déduit que : lim gof(x) = gof(x,). 
E=} Xo 
La fonction gof, continue en tont élément x, de K, est continne sur K. 


Exemple 


2 — 
Démontrer que la fonction x tan(* - 4 est continue sur R. 
x’ + 
2 _ 
La fonction f: xr + = l- 
-r À 


est continue snr R et ona: AR) C ]-1; 1l. 


La fonction g: y'> tany est contiuue sur |- 5 : FA] etona:}l-1; TET- = y EN 


2 — 
Done, la fonction gof:xr tan(* a 2 est continue sur R. 
x 


Remarque 


Plus généralement, la composée de deux fonctions continucs sur leur ensemble de définition est conti- 
nue sur son ensemble de définition. 


e La courbe ci-contre est la représentation graphique de 
la fonction sinus. 


Déterminer graphignement les images par la fonction 
sinus des intervalles suivants : 


riol; Erin: HEH; o; G ++: St 
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e Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x? — 2. 
- Étudier la continuité de f sur R. 
- Justifier que f est minorée par — 2 sur R. 
- Démontrer que tout élément y, de l'intervalle [- 2 ; + =| a au moins un antécédent x, par f. 
- En déduire l'image de R par f. 


Nous admettons la propriété suivante. 


Si f est une fonction continne sur un intervalle K, alors AK) est un intervalle. 


Remarques 

å 
e Si f est une fonction constante, alors f (K) est réduit à un singleton. 
e Si f n'est pas continue sur K, f (K) peut ne pas être un intervalle. 


Par exemple l'image de R par la fonction partie entière est Z. 


Si fest continue sur K, les intervalles K et f(K) ne sont pas nécessairement de même nature (tous ouverts, 
tous semi-ouverts ou tous fermés). 
Par exemple, l'image de l'intervalle ]- 1 ; 1 [ par la fonction x x est l'intervalle [0 ; 1[. 


Toutefois, pour les intervalles fermés, nous admettons la propriété suivante. 


Soit f une fonction définie sur un intervalle fermé [a ; bl. 
Si f est continue sur [a ; b], alors f([a ; b]) est un intervalle fermé [m : MI. 


Remarques 


eOna: VxEla;b], m<f(x)<M. NE, eN TER, / 
Donc, f est bornée sur [a ; b}. / | 

e m et M ont un antécédent dans {a ; b] parf. a / 
On dit que f atteint ses bornes. 

° Les valeurs de m et de M ne sont pas forcément celles de 
f(a) et de f(b) ; m et M sont respectivement le minimum et le 
maximum de f sur fa ; b]. 


t 
' 
t 
! 


\ 


cree S 


Théorème des valeurs intermédiaires et conséquences 

Nous ne savons pas toujours déterminer les solutions exactes d'une équation dans R. 

Ainsi en est-il des équations: x+cost=0 et 2 +x+1=0. 

Le théorème suivant permet dans certains cas de démontrer l'existence de solution(s) d'une équation. - 


Theoreme 


Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. - 
Tout nombre réel compris entre f (a) et f(b) a au moins un antécédent par f compris entre a et b. 


Démonstration A Leo meet, 


On sait qne f(la ; b]) est un intervalle K'. 

Soit y, un nombre réel compris entre f(a) ‘etf(b). 
Ona: fla EK et f(b) EEK ; donc: y € Ke. 
Or: K'=f{la;bl) ; donc : y, € fla ; b]). CCS 


On en déduit que y, a au moins un antécédent compris 
entre a et b. 
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Remarque 


Si f n'est pas continue sur [a ; b], un nombre réel compris entre f (a) et f(b} peut ne pas avoir d'antécé- 
dent par f dans l'intervalle [a ; b]. 

Ainsi, E désignant la fonction partie entière, on a : E(2) < 2,5 < E(3) ; cependant 2,5 n'a pas d'antécé- 
dent par E. 


On déduit de ce théorème la propriété suivante. 


Propriétés] 
Soit f une fonction continue sur un intervalle K. 


S'il existe deux éléments a et b (a < b) de K, tels que fa) et f(b) sont de signes contraires, 
alors l'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle [a ; b]. 


Exemple 
Démontrer que l'équation cos n =x admet au moins une solution dans l'intervalle [0 ; 1]. 
Soit la fonction f:x > cos 5 — x . Cette fonction est continue sur l'intervalle [0 ; 1]. 


On a : f(0) = 1 et f(1) = — 1 ; donc : f(0).f{1) < 0. 
On en déduit que l'équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle [0 ; 1]. 


Soit f une fonction continue sur un intervalle K. 
Si f ne s'annule pas sur K, alors f garde un signe constant sur K. 


Cette propriété est la contraposée de la propriété 1. 


___3.3, Fonction continue et monotone 


Dans ce paragraphe, le repère (O, I, J) est orthonormé. 


zmas Bijection réciproque d'une fonction continue et monotone 
TT 
2 


- * « + L TH 
La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [— T à 
T 


7 | par cette fonction est l'intervalle [- 1 ; 1]. 


L'image de |- 5 


Soit l’application f: [- 5 - u — [-1;1] 
x sinx 
e Démontrer que f est une bijection ; 
on désigne par f sa bijection réciproqne. 
« Démontrer que f-! est strictement croissante sur |- 1 ; 11. 
(On pourra faire un raisonnement par l'absurde.) 
On désigne par (6) et (6) les courbes représentatives respec- 
tives des fonctions f et ST. 
On sait que (€;) et (€) sont symétriques par rapport à la droite (A) d’équation y = x. 
La courbe (6,) se trace d'un trait continn : il en est de même de la courbe (€+). 
Ceci nous condnit à conjecturer que la fonction f-1 est continue sur l'intervalle [- 1 ; 1]. 


Plus généralement, nous admettons la propriété suivante. 


Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K. 
+ f réalise une bijection de K vers f (K). 

e La bijection réciproque, notée f”, est continue sur l'intervalle AK). 

e f est strictement monotone et a le même sens de variation que f. 
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mawese Image d'un intervalle par une fonction continue et monotone 


Lorsqu'une fonction f est continue et strictement monotone sur K, f(K) est un intervalle de même natu- 
re que K et ses bornes sont les limites de f aux bornes de K. 


Le tableau ci-dessous précise f(K) suivant la nature de K et le sens de variation de f. 


f strictement croissante f strictement décroissante 


[Aa ; f)] [Fb) : fla] 
[o:i A] Jim, to) : a) | 


Jin ft lim, fto| fim, f : lim fo] 


(a) :lim, ft] po ffia) 


+ o 


| 


«sam Fonction racine n-ième 
Soit n un entier naturel non nul et f, la fonction de R+ vers R+ définie par : f (x) = x”. 
La fonction f est continue et strictement croissante sur R+. 


Ona: f(0)=0 et lim f (x) = + œ. 
x + co 
Donc, f, est une bijection de R+ vers R+ ; elle admet une bijection réciproque de R+ vers R+. 
Définition 
Soit n un entier naturel non nul. 


La fonction racine n-ième est fa bijection réciproque de la fonction: R+ > R+ 
x x" 


y 


+ L'image de tout nombre réel positif x par la fonction racine n-ième 
1 
est notée nl x ou r”. 
xe R+ y € R+ 
s Ona: YxER, (fx) == x. 
e La fonction x> nf est continue et strictement croissante sur R+. 


e Pour tout entier naturel non nul n, on désigne respectivement par 


(6) et (€,) les courbes représentatives des fonctions : 
E 


R+ — R+ et R+ — R+_ 


ARE à xx 
Les courbes (€,) et (@,) sont symétriques par rapport à la droite (A) 
d’équation y = x. n O | 


sessm Puissance d'exposant rationnel 
Soit p E Z*, qg E N*, ke Z*et xE Ri. 


Ona: =P et [xe] = 6x yor = [iya = = [aF = yF. 


kq : 
Donc : (x ka) P — (a) 
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Ce calcul suggère la définition suivante. 
Définition 
Soit p E Z*, q E N* et x E R*. | 
È £: 3 
On appelle x à la puissance z le nombre réel, noté x3, défini par : xi = (a). | 


* P sh 
e L'égalité ci-dessus peut s'écrire : x4=#x?. 


e Soitr et r’ deux nombres retonnels non nuls et x un élément de R+ ‘ona: ax =r". 


Il existe en effet des nombres p. p^, q (p E€ Z*, p’ E Z*, q E N*) tels que: r= + et r’ =i 
M y a p P | | 
Ona: (xx = (%7 (xw F = (: x (s x?) = (E 4 (dx 9) = XPxP 


= 4 — aP 
(x7 )a = (tx +] = (: £ 9) ES PHP’ = xPP 
On en déduit que : (ex } = (99 ; donc: wx = xt, 


e Ou étend de même aux pnissances d'exposants rationnels toutes les propriétés de calculs établies pour 
les puissances d'exposants entiers. 


3.4. Travaux dirigés 


amas Résolution approchée d'une équation à 2 
Un peintre place deux échelles [AB] et [CD], de longueurs res- 4 E:. 


s 21e 


pectives 2 m et 3 m, entre les murs d'un couloir, comme indiqué D d 
sur la figure ci-contre. Sachant qu'elles se croisent à une hauteur — E 
de 1 m, on se propose de calculer la largenr x du couloir. 4 


s i LÉ 4 
1°) a) Démontrer que : ap EC! 


b) En déduire que x est solution de l'équation f(x) = 1, où f 
désigne la A de R+ vers R définie par : 
ft = D EE — 
J4- x2 J9- x à 
2°) a) Étudier la fonction f et en déduire que l'équation f(x} = 1 a 4 
admet une solution unique dans R+.. A 4 
b) Déterminer une valeur approchée à 107? près de cette solution. 


À H È 
Solution PH _HC PH AH PH PH AH +HC 
(m) TRS AA + IL = 
FRERES ES TAC REC "ac + ONE) AT ‘BC AC $ 
D a 
COX ePH = 1: done ! 5 + 5C =. 
b) On a : AD? = CD? — AC? et BC? = AB? — AC? ; ou en dédnit que : AD = /9— x? et BC = J4- x2. 
1 1 
Douc, x est solution de l'équation : — + = À. 
- A J4 — x? J9 — x? 
M 1 
2°) a) Soit la fonction f:xr —— ,xe k. 
, J4- x? To — x2 
+ L'ensemble de définition de fest [0 ; 2[. 
e fest dérivable sur [0 ; 2[ et sa dérivée est la fouction f’: x —> o + <e i 
_ 2: p + 
donc: Y x €E [0 ;2[, f(x) > 0. (4 x2) (9 x2) 
+ Qua:f(0 J= 5 et lim, fix) = + 0, 


f est continue et aboli croissante sur [0 ; 2[. 
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, l'équation f(x) = 1 admet une solution unique œ dans [0 ; 21. 
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b) On a : f(1) = 0,93 et f(1,5) = 1,14 ; f(1) < 1 < f(1,5), donc : a € [1 ; 1,5]. 
On obtient une valeur approchée de à avec la précision voulue en utilisant un des algorithmes suivants 


+ Méthode par balayage 

On choisit un « pas » et ou procède à un balayage systématique de l'intervalle [1 ; 1,5]. 
— Pour un pas de 0,1, on calcule f (1,1), f(1,2), . «fU. 

On obtient : f(1,2)=0,98 et f{(1,3) = 1,02 ; re: a = [1.2 ; 1,3]. 


— Pour un pas de 0,01, on calcule f(1,11), f(1,12). .... f(1.19). 
. On obtient : f(1,23) = 0,999 et f(1,24) = 1,003 ; donc : a € [1,23 ; 1,24]. 


Donc, 1,23 et 1,24 sont des valeurs approchées, respectivement par défaut et par excès, à 1072 près de œ. 


+ Méthode par dichotomie 

On a: «a € [1 ; 1,5] ; on choisit le milieu x, de cet intervalle ; 
— si f(x) > 1, alors a € [1 ; x,]; 

- si f(x) < 1, alors a € Le, ; 1,5]. 

On recommence ce calcul en choisissant le milieu x, de l'intervalle obtenu, puis le milieu x,, ... et on 


poursuit jusqu'à obtention de la précision voulue. 
0,5 


` À la n-ième étape, pour un intervalle initial d'amplitude 0,5, l'incertitude est inférieure à ni * On 
obtient une valeur approchée à 107? près de a pour n tel que : nz <10; c'est-à-dire ponr: n25. 


Ona: x, = 1,226 562 5 ; donc : x = 1,226 562 5 à 10% près. 


Pour effectuer la résolution approchée d'une équation du type fw) = k, on peut procéder de 
la façon suivante : er 


+ étudier les variations de la fonction f; 
e en déduire et jnstifier l'existence des solutions ; 
e localiser chacune de ces solntions : 


L_ 
— 


e utiliser un algorithme pour déterminer une valeur approchée de chacune des solutions : 
~ balayage d'nn intervalle contenant la solution avec un pas correspondant à la précision 
désirée ; 
— dichotomie (à chaque étape, l'amplitude de l'intervalle contenant la soute est divisé 
par 2). 


PTE) pasa P D w PA F1 EDS At 188 tzan of w if er ~“ „m> s i a A] a at cs" CA + r = sd pompes 
D LE fé ST sT 14 A nd CDR Arr EE e” ai E E n AP CRT is 2 ee ver "a ne % 2. PES ma 2 3 
Er Cr Cr "PT OL LAS +. <t + s P SR D gt Ai min LES + Pre m v 
; Š ma A E i cubes à LA 7 Æ P” a ee am CR ms p = =» “à r a + P- n a mi 
ae ET ME CRETE" PT, SO OU Sum 4 UE NS Ù HE AT TT 


3.a Déterminer e de définition des fonc- b) (E): cosr=x, K=R 
e . + CF. a P 3 à i 
tions suivantes et justifier qu'elles sont conti c) Œ):* as z-i MER K=]1:4 cf 


nues sur cet ensemble : 1 
2x +1 D 2x +1 
De Lt à Jxr Arr 3.d Dans chacun des cas suivants, déterminer le 
nombre de solutions de l'équation (E) et une 
-n f 2 Pat ` z ` = | ` 
TEPA i a i 1 ai sin Î1+ iha. valeur approchée à 107! près de chacune de ces 
XL + qez + +1 solutions à 


a)(E):x*-3x-1-=0 b) (E) : xf — 2x = 1 
3.b Déterminer fK) dans chacun des cas suivants : c) (E) : sinx = x — 1. 


a) f:x t +x-—2, K =[-2;3] 


b) fix £ = 2 K = 104 4af 3.e Dans chacun des cas suivants, démontrer que 
x la fonction fadmet une fonction réciproqne f~! 
c) f:xmx-x+2, K=R. et tracer sur le même graphique les courbes 
représentatives de fet f! : 
3.c Dans chacun des cas suivants, démontrer que a) fixe Ø, K=R 


l'équation (E} admet une solution unique dans } -~ — 
l'intervalle K : b) fix xi+x+1, K=]1;+of 


a) (E):x*-3x=1, i K=]1:2[ c) fix x- sinr, K=} 3m ; 3al. 
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7 4 ee 
r 4- = 
Pa 
, A 0.27. 3 
a g Me 
D HP 
FRS 


- > 
A" a Æ 


APPRENTISSAGE 


Le plan est muni du repère (QO.LJ). 


Calculs de limites > 


{1 Calculer les limites en + œ et en — æ des fonc- 
tions suivantes. 


x2 + 5x + 4 3x —5 
a) x = b) x= ———— 
2x? —8 xx +1 
2 
— 2x +3 |- 2x + 3| 


2 Dans chacun des cas suivants, calculer la limi- 
te de la fonction f en 0. 


a) f(x) = = 


b) f(x) = sin°x 


vx x 
c) ft) = “a PP 
y 2cos°x a D … A 
Lee MP ns 


3 Dans chacun des cas suivants, calculer la limi- 
te de la fonction f en 0. 


of = sinr + tanx. b) fi) = sinr = tanx 


c) fœ = sinx + tanx d) f(x) L sinx — tanx | 


Jx2 Jx2 
4 1. Démontrer que : r Ş 
t baa 2.2, nn, 
VxEfitel, 5 <——<1 
xix A x 


En déduire : lim et 


CAR a y 


lim —— . 
I++ {x (x +1) 


2. Démontrer que: Vx ER, |cosx + sinx | < 2. 
En déduire les limites en + œ et en — æ de la fonction : 
_„ COSY + sinx 


x? 


X 


5 Utiliser les propriétés de comparaison pour cal- 
culer les limites suivantes. 


a) lim x sinL b) lim x? cos-L 
x — 0 X x — 0 X 


g cost | 1 
c) lim ——— d) lim ———— 
x-4 +1 x+ X + SINE 
| X + Cost X + cosx 
e) lim ———- f) üm ———. 
x>+o 3 + COST r>- 3 + cosx 
2 . 1 — cosr 
6 1. Démouirer que : lim ——— = =, 
x — 0 x? 2 
2. En déduire les limites suivantes. 
3 2 
; Xx . sin “x 
a) lim ———— b) lim  ——— 
x>0 1—-cosx x-0 Ccosr-1 
2 fa 
: costr- 1 , y1 — cosr 
c) lim  —— d} lim ———. 
I—>ü x tanx x 0 sirt 
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wa AT. DO 
5 
v 
F- E 
«#4 . P 5 
eo # 
LE f Pd = 
E | O A 


Exercices 


Ea 


e 


< m . = . a zo AY AR R 3 Aia at 
EN AN" 2 t pa À - I- E oI A irar AGE All a 


7 Calculer les limites suivantes. - 


X+1 p x+2-—/3x-2 
a) lim EX Det a  — 
z—+-1 x-1 x — 2 x—2 
x2+1—1 13+x-,)5 —-x 
c) li = d} lim = z 
` x? FF [2x47 — /10—x 
,x+1—-2 , X +2 
e) lim -= f} lim b 
279 [2x6 E9-2 [x +x—2 


8 Dans chacun des cas suivants, calculer la limi- 
te de la fonction fen + ce. 


b) flo = 2x + x=1 
d) f{x) = {x 1-— /x + 1. 


a} f(x)=x+,1-x 

c} fi) = x+1-/x+ 1 
9 Dans chacun des cas suivants, calculer les 

limites de la fonction f eu + œ et en — ce. 


a) f(x) = /2x2-x+3 b) f(x) = 2x + /x2+1 


Lez + 1 — 1 
c) f =x- a d) f — 
e) f= f f —— - —— 
3x +2 |x +2 Lx +1 
1+x-1 
10 1. Démontrer que : lim fi+e-1 =, 
x — D x 2 
2. En déduire les limites suivantes. 
 d1+3x-1 tot 
a) lim —— b) lüm ——— 
x 0 x Z — 2x2 
`. J1+ sinr-1 | [cosx — 1 
c) im — c) lim 
x = 0 sin2x x 0 x 


11 Calenler les limites suivantes. 


: 1 — cos2x ; 1 — cos3x 
a) im ——— b) lim ——— 
x—0 sin?2x x 0 x? 
s cosx .  Sint — COSY 
c) lim Re d) lim ————— ., 
I — e I 
r2% sinr e z 
12 Calculer les limites suivantes. 
i 1 + sinx — costr , 1 + tanx 
a) lim ——— b} lim 
x—0 1 — sinr — costr x>% 1 -tanx 
_ 1 — sinx + cosx i cosr 
c) im —— d) lim —, 
x5 1 — sinx — costr r>% 1 — sinr 


13 Calculer les limites en + œ et en — œ des fonc- 
tious suivantes. 


a) x> Jx? - 2x +x b) x> 


c) xy |æ +1- x| 


mes 
x— jx? —-xr+1 


d} x> d2 +1-x 
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Branches infinies 


14 Étudier les branches infinies des courbes 
représentatives des fonctions suivantes. 
x + x? +1 
— — b} x 


x{x — 1} 
c) zeder- 


a) xr 


ajaa x? + sinx 


15 Étudier les branches infinies des courbes 
représentatives des fonctions suivantes. 


a) zea (Z) b] xrsz X + 1 
x — 1 
c) x /x2— 4 d} x> 2 


16 Dans chacun des cas suivants, démontrer que 
la courbe représentative (€) de la fonction f admet une 
asymptote oblique en + + et en —  ; donner une équa- 
tion de ces asymptotes et préciser leur position par rap- 
port à (6). 


a} f(x) = F8 
x? + 


x + 1 


+ JXZ — x + 1 


SPP 


4 2-1 
c) fa) = -zx — 


Jx? -x +1. 


d) f(x) = 


17 Soit a et b deux nombres réels, f la fonction 
définie par: f(x) = ax + b — {x2 + 1. 
1. Étudier la limite de f en — ce. 
(On discutera suivant les valeurs de a.) 
2. Déterminer a et b pour que la droite d'équation 
2x — y + 2 = 0 soit asymptote à la courbe représentative 
de f en — æ, 


Fonctions continues 
sur un intervalle 


3x2 + 1 — 2 
a 18 Soit la fonction f: x> FAT EE > 
1. Calcnler la limite en 1 de la fonction f. 
2. En déduire une fonction g, prolongement par conti- 


nuité de fen 1. 


3 19 Dans chacun des cas suivants démontrer que 
la fonction f est continue sur son ensemble de défini- 
tion. 


a) f:xr {1 -— x2 


sinr + 1 — 
c) fixe ——— d} f:x => jtan2x +1. 


sin?x + 1 


b) fixe ]2x-51 


20 Soit f la fonction définie sur [1 ; + «[ par : 


X f(x) = /x- 1-2. 


1. Étudier la continuité de f sur l'intervalle [1 ; + of. 

2. Justifier que : V x E [1 ; + œ[, f(x) 2 — 2. 

3. Démontrer que tout élément ß de [- 2 ; + «[ a un anté- 
cédent æ dans [1 ; + æ[ ; en déduire l'image par f de l'in- 
tervalle [1 ; + æl. 


21 Étudier la continuité sur R de la fonction 
x — Eilr] + [x — E(x)}, où E désigne la fonction partie 
d 22 Dans chacun des cas suivants, déterminer a 
por qu = fonction f soit continue sur R. 


r-x . 
fx = . Six E R* i 
g, 
T5 =a 
Z—x+1-x i 
i n = = , sir € R \ {1} 
b) x-i 
fil=a 
23 Les fonctions smvantes sont-elles prolon- 
sezbles per continuité en 0 ? 
1 sin’x 
a} fx rsin— b) g:x- . 
x 


<  Q4 Dans chacun des cas suivants, déterminer 
l'ensemble f{K). 


a) f:x— x -4r+72 K=[-2;4] 
b) fixe xx K={-1;3] 
LE + 1 Laois 
c) fix Lu K={-1;+ 
d} f:xr /2x2-1 K = [- 1:11. 


À 25 1. Démontrer que l'équation x? -6x-6-0a 


une unique solution réelle. 
2. Déterminer une valeur approchée à 10? près de cette 
solution. 


A 26 1. Démontrer que l'équation + - x? +1= 
a trois solutions réelles. 
2. Déterminer une valeur approchée à 10 2? près de cha- 
cune de ces solutions. 


X 27 Le repère (O, I, J) est orthonormé. Soit f la fonc- 
tion de [0 ; x] vers [0 ; 2] définie par : f(x) = 1 + cosx. 
1. Démontrer que f admet une fonction réciproque f! 
continue snr [0 ; 2] et préciser son sens de variation. 

2. Tracer les courbes représentatives de f et f1. 


28 1. Démontrer que la fonction f:x tanx, de 
]- ToS -> [ vers R, est une bijection. 


2. Établir le tableau de variation de la fonction f 1. 


29 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
1. Démontrer que la fonction f: x> = réalise une 


bijection de ]0 ; x[ vers nn intervalle que l’on précisera. 
2. Tracer les courbes représentatives de f et f1. 


39 Écrire sous la forme af (a E N, q € &). 
325 43/4 x 2,2 5/2 x {8 
es re g aea, 


b) 6/n 
3 28 
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d) 43 + 11 875 — 4243 
e) AN3 + #1 875 + 1243. 


34 Soit a, b, c des nombres réels strictement posi- 
tifs. Ecrire plus simplement les expressions suivantes. 
=, -* 
3 x h5 
a° x b | 
a) —— x ';asbs 


5 axil] 


APPROFONDISSEMENT 


32 Soit f une fonction telle que pour tout 
nombres réels a et b: 1f{(b) — f(a)l < Ib-al. 
Démontrer que f est continue sur R. 


33 A et B sont deux points distincts d'un cercle 
de centre O et de rayon 1. On désigne par x la mesure 
en radian de l'angle AOB. 

1. Démontrer qu'il existe une 
unique valeur œ de x pour B 
laquelle le triangle AOB et la 
portion de disque comprise 

entre larc AB et la corde [AB] 

out la même aire. 

Z. Déterminer une valeur 
approchée à 1072 près de æ. 


34 Une boîte cylindrique 
de rayon 12 cm contient de 
l'eau jusqu'à une hauteur de 5 
cm. On immerge une boule 
métallique dans ce récipient et 
on constate qne la surface de 
l'eau est tangente à la boule. 
Déterminer à 0,1 mm près le 
rayon de cette boule. . 


35 1. Étudier la fonction f: x> Ie 


3 — 2et 
tracer sa courbe représentative (6). 


2. En déduire que l'équation + +x?—2=0 admet 
une unique solution réelle. 

3. Déterminer une valeur approchée à 107° près de cette 
solntion. 


36 Soit la fonction f:x = 


1. Étudier les variations de f. 
2. Préciser le nombre de solutions des équations sni- 
vantes et déterminer une valeur approchée à 107? près 
de chacunes d'elles : 


a)ft)=11 b) fœ) c) f) 


37 (€) est un cercle de rayon 1 et Q un point de (€). 
(T) est un cercle de centre Q et de rayon r {0 <r < 2). On 
désigne par A et B les points d'intersection de-(6) et (T), 
par œ la mesure en radian de l'angle AQB et par (a) 
l'aire de la partie commune aux deux disques délimités 
par (6) et (T). 


"h o + 4 


= 0,75 = — 0,5. 


9192 Limites et continuité 


On se propose de déterminer r pour que #4(o:) soit égale 
à la moitié de rs: du disque délimité par (6). 
1. Démontrer qu 


aa) = z + acosa — sing et r= 2cos Š 


7” 
. a) Démontrer que l'équation sinr — xCUusx = I 

sas une solution unique dans l'intervalle [0 ; x] et 
déterminer une valeur approchée à 10 2 près de cette 
solution. à 

b) Démontrer que la fonction x+ cos est une hijec- 
tion de 10 : z] sur 10 ; 1] et en déduire une valeur appro- 
chée der. 


38 1. On considère l'équation 


(E) : 1x, 1— xl Ba 


y 
Démontrer que (E) admet trois solutions x}, x, et x, 
telles que : 


LL gÀ 0 <x «+ = 


3 ‘1 SE # 
x, Ti D. 
Démontrer qn'il existe un unique nombre réel 6, élé- 


<x, < 1. 


2. Pour i €E {1 ; 2 ; 3}, on pose: u,= 


ment de [0 ; x] tel que : u; = cos®;. 
3. a) Démontrer que @,, 0, et 0, sont les solntions dans 
[0 ; x] de l'équation : cos390 = a. 


b) En déduire les solntions de (E). 


2 

39 Soit la fonction f:xr A deu he 
4x — 8 

et (€) sa courbe représentative. 

1. Démontrer que (€) admet une asymptote parallèle à 

(OJ). 

2. a) Étudier le comportement de f lorsque x tend vers 

+ œ OU VETS — ©, 

b) Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que : 


VxED, fW)- 


ax? + bx io 


z í à 

En déduire que (€) est asymptote à une PA (P) 
dont on donnera une équation. 

Étudier les positions relatives de (€) et (P). 

3. a) Étudier les variations de f et dresser son tableau de 
variation. 

b) À l'aide de ce tableau, démontrer que l'équation 
f(x) = 0 admet une solution unique et déterminer une 
valeur approchée à 107 près de cette solntion. 


Æ4@ 1. Démontrer que l'équation x° -209x + 56 = 0 
admet trois solutions réelles, dont on donnera le signe. 
2. a) Démontrer que deux de ces solutions ont pour 
prodnit 1 et calculer leur somme. 

b) En déduire ces deux solutions. 
3. En procédant par dichotomie, déterminer une valeur 
approchée à 102 près de la troisième solution. 


C1 
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D rivation — 
Études de fonctions 


Introduction 


C e chapitre complète l'étu- 
de des dérivées qui a été vue 
en classe de première. 


Le calcul de la dérivée de 
fonctions composées et de la 
réciproque d'une fanction, 
l'inégalité des accroissements 
finis, les dérivées successives 
permettent la détermination 
de la tangente en un point 
d'une courbe, l'approximar- 
tion locale d'une fonction, ses 
variations sur l'ensemble de 
définition et la construction 
de sa courbe représentative, os) 
ainsi que l'analyse de cer- M 
taines propriétés. a 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à variable réelle et le plan est 
muni du repère (O, I, J). 


Dérivation - 
__1.1. Fonctions dérivées 


asauwx Dérivabilité sur un intervalle 

L'ensemble de dérivabilité d'une fonction a été défini, en classe de première, comme l'ensemble des 
nombres réels où elle est dérivable ; ceci nous a permis d'étudier la dérivabilité d'une fonction sur un 
intervalle ouvert. 


Nous allons étendre cette notion à un intervalle quelconque. 
Définition 
Une fonction f de [a ; b] vers R est dérivable sur [a ; b] si elle est dérivable sur Ja ; b{, dérivable à droi- 
te en a et à gauche en b. 


On pose: f'(a) = lim f -fa et F0) = lim 20 7/0) à 
rpa r-a x > b x-b 


On définit de façon analogue une fonction dérivable sur un intervalle semi-ouvert. 


Exemples 
e La fonction f: x> xjx est dérivable sur ]0 ; + [ et sa dérivée est la fonction f” définie par : 


f(x) = 1/x +x 1 = Sx. 


„fœ -f xix 
lim = lim —— = 0 ; donc, la fonction f est dérivable sur [0 ; + ol. 
t>0. X— -zD x0 X 
e La fonction g : x> Jx est dérivable sur ]0 ; + cf et sa dérivée est la fonction g’: x> A : 
VA n 
X 0 {x 
lim gx) — g(0) = lim — =+% ; donc, la fonction g n’est pas dérivable sur [0 ; + æf. 
x20 x- 0 x0 ZX 
Remarques 


e Sait f une fonction et (€) sa courbe représentative. 

Lorsque f est dérivable sur un intervalle K, on sait que (@) admet, en 
tout point d'abscisse x, élément de K, une tangente (ou une demi-tan- 
gente) non parallèle à (OJ). 

Réciproquement, nous admettons que si (6) admet en un point d'abs- 
cisse x, une tangente non parallèle à (OJ), alors f est dérivable en x,- 

e Lorsqu'une fonction est dérivable en tout élément d'un ensemble E, 
on dit qu'elle est dérivable sur E. 


Une fonction dérivable en un nombre réel x, est continue en x, On en déduit la propriété suivante. 


Une fonction dérivable sur un intervalle K est continue sur cet intervalle. 
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sms Dérivées usuelles 
° Dérivées des fonctions élémentaires e Dérivées et opérations sur les fonctions 


= Ensemble ; 


xXx x= 1 R ku (k E€ R) ku’ 
r» x L R* uv u'u + uv’ 
X x P 
i -— 
x> x" i | a= sin<0 1 D’ 
x> ny" ea 

(n € Z*) | R.sin>0 v v? 
x> jx x R* u u’'v- uv’ 

AAA o v y2 


ECHECS h | 
— % ŒÉ——— 
oflu 
mee ferreux [eez 


Remarques 


Les dérivées des fonctions x> x" et u” ont été établies en classe de première pour n € N* \ {1}. 
e Lorsque n = 1, la fonction x+ x a pour dérivée la fonction x> 1, c'est à dire le prolongement par 
continuité en 0 de la fonction x> 1x? 


e Lorsque n < 0, ona :-n > 0 ; donc : (ur) = (D =— (D (2 = — n(- Hju = nu u™!, 


Les formules de dérivation, pour les fonctions x> x" et u", sont ainsi étendues à n E Z*, 


1.9. Dérivée de fonctions composées 


nesses Dérivée de la composée de deux fonctions 

On a établi en classe de première la dérivée de la composée d'une fonction affine par une fonction f. 

On admet la propriété suivante qui généralise ce résultat à la composée de deux fonctions dérivables. 
Théorème 
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K et v une fonction dérivable sur un intervalle conte- 
nant u{K). La fonction vou est dérivable sur K et on a : (vou) = u’ x (vou). 


Exemple 
Soit la fonction f: x > cos 


1x 
Pia i | 1 r : 
On considère les fonctions u : x 1x ®t v:xr>cosx;ona: f= vou. 


La fonction u est dérivable sur |- œ : 1[ et u(}- co ; 11) = ]0 ; + col ; 


la fonction v est dérivable sur R qui contient [0 ; + cel. 
Donc, f est dérivable sur ]— œ ; 1[. 
On démontre de même que f est dérivable sur ]1 ; + cl. 


Ona: YxER\ {1}, f(x) = u(x) x v'u(x)] N o TEA Ee 


G z x)? sin ; LE" 
Remarque 


Soit f une fonction dont l'ensemble de définition est une réunion d'intervalles tous non réduits à un point. 
Si f est la composée de deux fonctions dérivables sur leur ensemble de définition, alors f est dérivable 
sur son ensemble de définition. : 
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sxmmum Dérivée de la réciproque d'une fonction 
Dans ce Pda “ou le repère (O, I, J) est orthonormé. ; 
Soit fune fonction dérivable, strictement monotone sur un intervalle K, telle que: Y x E K, f'(x) # 0. 


fest continue sur K ; donc, fréalise une bijection de K vers AK) et admet une bijection réciproque f de 
AK) vers K. 


On désigne par (@) et (€°) les représentations graphiques respectives de f et de f+, par (A) la droite 
d'équation : y =x. Les courbes (@) et (€) sont symétriques par rapport à (A). 


e Étudions la dérivabilité de f~? sur AK). 
Soit x, un élément de AK) et M", le point de (@’) d'abscisse x, 


Le point M,, symétrique de M', par rapport à (A), appartient à 
(€) et a pour abscisse ftx). 

On désigne par (T) la tangente (ou la demi-tangente) à (6) en Mo 
Toute symétrie orthogonale conserve le contact ; donc (€) 
admet pour tangente (ou demi-tangeute) en M', la droite (T'), 
symétrique de (T) par rapport à (A). 


De plus, (T) n'est pas parallèle à (OI) car f’ ne s'annulle pas sur 
K ; donc, {T') n'est pas parallèle à (OJ). 


On en déduit que la fonction ft est dérivable sur AK). 


e Déterminons la fonction dérivée de f”1 sur AK). 
D'après le théorème de dérivation des fonctions composées, on a : (f cé | = L | XF D 
Cr: (Fef) = Id) donc: Y x E AK), (Ref) œ) =1. 


On en déduit que : Y x € AK), (F) x) hp À EA 
| (FoF) 


Cette étude justifie la propriété suivante. 


Soit f une fonction dérivable, strictement monotone sur un intervalle K, telle que: Y xE K, f (x) #0. 


+ La fonction f réalise une bijection de K vers AK). 
1 


AT A 


. La bijection réciproque f~! est dérivable sur AK) et on a : ( 4 | = 


Remarque 


S'il existe x, élément de fK) tel que f (Fo) = 0, alors f-1 n'est pas dérivable en x, et (6’} admet au 
point d'abscisse x, une tangente (ou demi-tangente) parallèle à (OJ). 


Exemple 
Soit f la fouction de ]- 5 ; -ZI vers R, définie par : fix) = tanx. 


2 


Donc: YxE]- F ; SL f'(x) # 0 ; on en déduit que f est bijective et f est dérivable sur R. 


fest dérivable sur }- + ; Fl et f0-+ TT 51) = R ; 
de plus: Y x € 2 F? A; f'(x) = 1 + tan?x = 1 + [fx)}. 


De plus, ona: Yx ER, (F2) (x) Ms à =: a 1 


Fw pme e 


La fonction réciproque de la fonction tangente est appelée fonction arctangente et notée sur les 


calculatrices (tant) ou } 
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“esmesx Dérivées des fonctions x: x et u” (r € Q*) 
e Soit f la fonction de [0 ; + «[ ver [0 ; + | définie par: f(x) = x" (n € N*). 
f est bijective et sa bijection réciproque est la fonction f> : x> fx. 
f est dérivable sur [0 : + +[ et sa dérivée est la fonction f:r nt, 
Or, f’(0) = 0 et Y x € ]0 ; + of, f(x) +0. 
On en déduit que f” est dérivable sur ]0 ; + œf et or a : 
VxEÏl0:;:+ol, (F1) (x) = us € ab — = Lee - a. 
FX) aya 
e Soit g la fonction définie sur 10 ; + œ| par: gl) =x r 
Il existe deux nombres p et q tels qe p EZ*qE i r= E, 
E. P T 
Ona:YxEl]0; +l, x = xt = (xt =" 4 
g est la composée des fonctions u:x-xf et ecir r. 
Ces fonctions sont dérivables sur ]0 ; + œ[ ; donc g est denvable sur 10 : + =f et ona: 
VxEÏ0; +, g'{x] = u(x) x v'[u(x)| 
CURE 


LR eeN gA 


P. 
= P xq , = pal À. 


Cette étude justifie les propriétés suivantes. 


Propriétés 


Soit r un nombre rationnel non nul, u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K. 
° La fonction x x est dérivable sur ]0 ; + «[ et sa dérivée est la fonction x rxt. 
+ La fonction u” est dérivable sur K et sa dérivée est la fonction ru’urt, 


La seconde propriété se déduit de la première à l'aide du théorème de dérivation des fonctions 
composées. 


Exemples 
1 


3 1 
° La fonction x x? est dérivable sur [0 ; + + et sa dérivée est la fonction x Fa , 


2. 4 
e La fonction x x? est dérivable sur 10 ; + œl et sa dérivée est la fonction x Lx 3 
<5 | 5 
e La fonction x x ? est dérivable sur ]0 ; + œ[ et sa dérivée est la fonction x> — Lx 2 


Remarque 


La fonction x > x (r € Q*) est dérivable en 0 si et seulement si r 2 1. 


1.3. Inégalité des accroissements finis 


Si un cyclomotoriste roule à une vitesse comprise entre 30 km/h et 50 km/h, la distance qu'il parcout en 
2 heures est comprise entre 60 km et 100 km. 


Cette situation est une illustration concrète de la propriété suivante. 


Propriété 1 
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a < b). 


S'il existe deux nombres réels m et M tels qne pour! tout x élément de [a ; b], m < f’(x) <M, 
alors m{b-a)< f{(b)-fa) < Mb- a). 


Cette prapriété est appelée inégalité des accroissements finis. 
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Démonstration. 


Soit g la fonction de K vers R définie par : g{x) = Mr — fla). 

La fonction g est dérivable sur K et on a : V x E K. glr) =M — f(x) ; donc g’ est positive sur [a ; b]. 
La fonction g est croissante sur [a ; b] ; donc : gla) < gib). 

On en déduit que : Ma — f(a) < Mb — f(b) ; donc : f{b} — f{a) < M(b — a) (1). 

En considérant la fonction h de K vers R définie par hix) = mx — f(x), on démontre de façon analogue 


que : m(b — a) < f(b) — f(a) (2). 
Des inégalités (1) et (2), on déduit que : m(b — a) < f{b} — fla) < M(b — a). 


Soit f une fonction dérivable sur un intervalle K. 
S'il existe un nombre réel M tel que pour tout x élément de {a ; b], |f'(x)l <M, 
alors pour tous a et b éléments de K, on a : 1f{b)- fla) <M1b-a1. 


Cette propriété est une autre formulation de l'inégalité des accroissements finis ; elle se déduit de la pré- 
cédente en remplaçant m par - M. ; 


Exemples 

e Démontrer que : V x €E [0 ; T, x< tanx. 

Soit f la fonction de [0 ; If vers R, définie par : f(t) = tant. 

Ona: vVtelo:-Æ, f(t)=1+tant;: donc: Vtel0:T{, 1 <f“. 

Soit x un élément de [0 ; Say 

En appliquant l'inégalité des accroissements finis à f sur l'intervalle [0 ; x], J 


on obtient : 1xXIx-01< If&)-f0)l; 
c'est-à-dire : x < tanx. 


e Démontrer que: Vx ER, lsinxl < lxi. 

Soit g la fonction définie par : g{t) = sint. 

Ona: YtER, g{t)=cost; donc: YtER, Igt)! < 1. 

Soit x un nombre réel. 

En appliquant l'inégalité des accroissements finis à g sur hi a [x ; 0] ou l'intervalle [0 ; x], 
on obtient : | g(x) — g(0)1 < 1 x Ix— 01 ; 

c'est-à-dire : Isinx| < Ixl, 


1.4. Dérivées successives et applications 


o ME TER 


mnum = Dérivées successives d'une fonction 


Soit f une fonction el K un intervalle. 
» Si f est dérivable sur K, sa dérivée f” est appelée dérivée première de f ; on la note aussi f™. 
e Si f? est dérivable sur K, sa dérivée f” est appelée dérivée seconde de f; on la note aussi f 1. 


* De proche en proche, la fonction dérivée n-ième de f sur K, si elle existe, est la dérivée de la fonc- 
tion dérivée (n - 1)-ième de f sur K ; on la note fl"). | 


f™ est aussi appelée dérivée d'ordre n de la fonction f. 
On utilise également, notamment en sciences physiques, la notation de Leibnitz : 


2 n i 
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Exemples 

e Déterminer les dérivées successives de la fonction f: x —> Ja — 2r — 3x + 4. 
Ona: fx)=x-4x-3 ; f'(x)=2x-4 ; fHx]=2 ; fw =0. 
Donc, pour tout nombre entier n supérieur ou égal à 4. ona: fr} = 0. 


* Déterminer la dérivée r-ième de la fonction g:x- sinr. 
Li TI 
On a: g'(x) = cosx = sin(x + F) j 


2 
g'x) = cos(x + 5) = sin(x + 2.5) ; >. 
gx) d cos(x + 2.5) = sin(x + 3-5) 


On peut coujecturer que : Y n E N*, g™(x) = sin(x - n> Ł 
Démontrons cette égalité par récurrence. 
— L'égalité est vraie pour n = 1. 
Raala vras : ne e a -T \. 
— Supposons l'égalité vraie pour un entier naturel non nul & cestdire - gi) - sin(x < E= - 
A … dD) = Le pa +15 }- in 
on en déduit que : gl**(x) = cos(x + k-57) sin(x + {k 1 = ) = 
donc, l'égalité est vraie pour k + 1. 
Elle est donc vraie pour tout entier naturel non nul. 


omn 


zamma Position relative d'une courbe et de ses tangentes 
Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle K et x, un élément de K. 
On désigne par (€) sa courbe représentative et par (T} la tangente à (€) au point M, d'abscisse x. 
(T) a pour équation : y =f tx - x,) + (x). 
On se propose de déterminer la position relative de (€) et (T) sur l'intervalle K. 
Pour cela, on considère la fonction g:xr fx) — |/ e—a) + fx) | 
On a : gw) = 0 ; 
VxEK, gx) =/f{x) — f(x) ; donc : g'(x) = 0. 
e Si f” est strictement positive sur K, alors f” est strictement croissante sur K. 
Soit x un élément de K. 
Ona: x<x,—/f'{x) <f x); c'est-à-dire: x< xX > 9x) <0. 
De même, ona: x>x,— g'{x) > 0. 
On en déduit le tableau de variation de g sur l'intervalle K. 


Donc: Yx EK \{x,}, gix) > 0. 
- (6) est au-dessus de (T) sur l'intervalle K. 
On dit que f est convexe sur K (figure 1). 


e On démontre de même que si f” est strictement négative sur K, alors (8) est an-dessous de (T) snr K. 
On dit alors que f est concave sur K (figure 2). 


e Si f” s'annulle et change de signe en X» la droite (T) « traverse » la courbe (6) en M, 
On dit que M, est uu point d'inflexion (fignre 3). 


| Xo | | Xo | | Xo 


figure 1 figure 2 figure 3 
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Exemple A | 
Soit la fonction f:xr Z — x? + + et (€) sa courbe représentative. 
f est deux fois dérivable sur R ; 


ona:f'ixmx-2x et fix 2{x — 1). 


e f” est strictement négative sur |-  ; 1] ; 
donc, sur cet intervalle f est concave. 


e f” est strictement positive sur [1 ; + cl ; 
donc, snr cet intervalle f est convexe. 


+ f” s'annule et change de signe en 1 ; 
donc, Mi) est un point d'inflexion de (6). 


1.5. Travaux dirigés 


«sms Outils de comparaison x 
1°) Dérontrer que pour tout nombre réel positif x, on a : x- p <sSinx<x. 


2°) Démontrer que pour tous nombres réels a et b (a < b). on a : 4a°(b - a) < b* - a* < 4b*(b — uih. 
3°) Soit x un nombre réel strictement supérieur à 1. 
Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2, on a : (1 + x)" 2 1 + nx. 


Solution i 


1°) Soit les fonctions f: x> sinx -x et g: x sinx + E — x, 
e fest dérivable sur R et on a: f'(x) = cosx — 1 ; 

donc: VxE[0:;+cf, f'(x) < 0. 

La fonction f est décroissante sur [0 ; + o[ et f(0) = 

On en déduit que: Yx € [0; +1, f(x) < 0; 

c'est-à-dire : YV x E [0 ; + œf, sinr < zr. 


M 
e g est deux fois dérivable sur R et on a: g'(x) = cosx + F s 4. 


g’{x) =-sinx + x 
= — flx). 
D'après ce qui précède, Y x E [0 ; +, g”{x} 2 0. 
La fonction g’ est donc croissante sur [0 ; + œ[ et g (0) = 
La fonction g, qui a une dérivée positive sur [0 ; + |, est croissante sur cet intervalle ; de plus, g (0) = 


On en déduit que : Y x E [0 ; + cf, g{x) > 0 ; c'est-à-dire: Y x E [0 ; +, x — z < sinx. 

2°) Soit la fonction h :xr x. 

Ona: VxeëR, h(x) = 4x° ; donc, R’ est croissante sur R. 

On en déduit que : YV x E [a ; b], 4a? < h'(x) < 4b*, 

D'après l'inégalité des accroissements finis, on a:  4a°(b— a) < R(b) — h(a) < 4b?(b — a) ; 
c'est-à-dire :  4a*(b — a) < bt — a* < 4b*{(b — a). 


3°) Soit u la fonction de |- 1 ; + œ| vers R, définie par : ux) = (1 + x)”. 

On désigne par (@) la courbe représentative de u. 

u est deux fois dérivable sur R et ona: u(x) = n(1 +x); u”(x) = n(n — 1)(1 + x)™?. 
u” est positive snr |- 1 ; + «| ; donc, en tout point, (€) est au-dessus de sa tangente. 
La tangente au point d'abscisse 0 a pour équation : y = 1 + nx. 

On en déduit que: VreE}1;+c, (1+x)"21 + nx. 

Pour démontrer une inégalité, on peut utiliser l'un des procédés suivants. 

e Étudier le signe d'une fonction. 

e Appliquer l'inégalité des accroissements finis. 

ə Étudier la concavité d'une fonction. 
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\ 
- I d ETN ar aT F E a U a aa . T e 
a F xe rc l ces ESS J VOD PART RE LES ete RATE gt sr i 
la Dans chacun des cas suivants, étudier la déri- ld Déterminer la dérivée de la fonction f dans 
vabilité de la fonction f sur son ensemble de chacun des cas suivants, 
définition puis déterminer sa dérivée. 1 
p CNE Dao 2 2 
a) fx) = x 1x b) fæ) =(x-2N2-7x a) flx) EEFE b) fx) = (xt +1) 
c) fx) = /2x +5 d) fix) = (x + 1){x2 — 3r- 4 1 à 
c} x) = —— d) f(x) =J? + 1. 
-4 „x2? + 1 
lb 1. Soit fla fonction définie par : f(x) = TIT 
T > 
Préciser l'ensemble de dérivabilité de f, puis le Dsostrer en utilisant l'inégalité des accrois- 
déterminer sa fonction dérivée. sets fnis, que pour tous nombres réels a et 
2. En déduire, en utilisant la dérivée de la com- D. ce & : cosb- cosal < |b-al,. 
posée de deux fonctions, l'ensemble de dériva- 
bilité et a ai des fonctions suivantes. 1É Soët fla Hection définie par : fx) = Fi 
x-1 yx —1 Appliquer linézzli E des accroissements finis à 
a) x> b) xr — ar Sa à = 
x? +2 (x +2 lz foectoe f sur l'intervalle [10 000 ; 10 001], 
pen donner un majorant de l'erreur commise 
— — n rempi t,10 001 per 100. 
cle = 1 ds COST — 1 « piaçan per 


lg Déterminer les dérivées d'ordres 1, 2 et 3 des 


lc Soit fla fonction de [- Æ : T) vers |- 1; 1), fonctions suivantes. 


définie par : fx} = sinx: a) x— 2x — 3x +4 b) x—-x+x-3 
1. Démontrer que f admet une fonction réci- c) x - di rs = +2 
proque f, x-1 x-1 
2. Déterminer l'intervalle sur lequel ft est 
dérivable et démontrer que sa dérivée est la 1h Déterminer les dérivées successives de la fonc- 
xi 
fonction x> ——., tion:x> gtt tx +1. 
J1- x2 
3. De manière analogue, étudier la dérivabilité li Déterminer les dérivées d'ordres 1, 2 et 3 des 
de la fonction réciproque de la fonction g de fonctions snivantes. 
[0 ; x] vers [- 1 ; 1], définie par g(x) = cosx, a) x> tanx b) x> sin2x 
puis déterminer sa dérivée. c) x> sin?x d) x> cos?x. 


* 


-O études de fonctions 


Dans cette leçon, (6) désigne la courbe représentative de la fonction f. 


9.1. Fonctions polynômes, fonctions rationnelles 


accus Etude de la fonction f: x € 42 + L x2+1 
Ensemble de définition 


On a : D, = 
Dérivée et sens de variation 


fest une fonction polynôme ; donc, f est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f’ : x x* + x? — 2x. 
Or : VxreER, xX + x2— 2x = x(x- 1)(x + 2). 
Ona: f(-2)=/f"(0) = f'(1) = 
VxE]-%;-2[U]0; 1, fx) < 0 ; donc, fest décroissante sur ]- œ : — 2[ et sur ]0 ; 1! : 
VxEe 2; 0[U/]1;+c, f(x) > 0 ; donc, fest croissante sur j- 2 : O[ et sur ]1 ; + of. 
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Étude aux bornes de l'ensemble de définition 


Ona: lim f(x) = lim Xoya 
LT +a XL — t o 

. flx) y; X ges 
si 2 € Dre ni at Courbe représentative 
TL TE ne a pe re Er T ne <= = 
de direction celle de (OJ). | - | | 

. mm s 
On démontre de même que lim firl = + æ et ce 
mp 6) 

que (6) admet en — + une branche pzzholique de nu es s | i 


direction celle de (OJ). 


Tableau de variation ne ie —- 


+ 00 z ari k | 
La représentation graphique suggère et on - 


démontre que (€) admet deux points d'in- | | 
flexian. z ee : pe be. sit PRES ee 


2x2-3x+3 


x?2-2x +2 
Ensemble de définition 
Le polynôme (x°— 2x + 2) n'a pas de racine dans R ; donc, D, = R. 


ze Étude de la fonction f: x 


Dérivée et sens de variation 
fest une fonction rationnelle ; 
donc, f est dérivable sur son ensemble définition et sa dérivée est la fonction f’: x> 


Ona: f”(0) = f’(2) = 0 ; 
VxeEl]-c ;0[U 12; +cf, f(x) < 0 ; donc, fest décroissante sur ]— œ ; O[ et sur ]2 ; + oo : 
Vxe]J0;2{, Fœ) > 0 ; donc, fest croissante sur JO ; 21. 


— x(x- 2) 
(x2 — 2x + 2) 


Étude aux bornes de l'ensemble de définition 


Ona: lim f(x) = lim LE et lim f(x) = lim 2 a, 
X — —c X—-c X I> + t +o X? 


Donc, la droite (2) d'égnation y = 2 est asymptote à (€) en — œ et en + œ. 


Tableau de variation Courbe représentative 


La courbe représentative suggère que le point a() 
est un centre de symétrie de (6). 
Démontrons ce résaltat. 


Ona:VxER, f{x]=2+ —— 
(x — 1} + 1 x 
donc, une équation de (6) dans le repère (Q, OL Of) est: Y= 7. à 
Or la fonction X > À ; est impaire. Donc Q est un centre de symétrie de (6). 
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x? 


2- x-2 
Ensemble de définition 
Le polynôme (x? — x — 2) a pour racines — 1 et 2 ; donc, D, =R \ {-1;2). 


Etude de la fonction f : x 


Dérivée et sens de variation 
fest une fonction rationnelle ; xx? — 2x — 6) 
donc, f est dérivable sur son ensemble définition et sa dérivée est la fonction f: x = 7, 


(x? — 2x — 2)? 


On a : fx) =0 à x=0 ou x=1+)/7 ou x=1—-)/7. 
E C] ge n 
De plus : VxeER\{-1:2) Ge? 2x-2ÿ > 0 : l 
donc, f’(x) est du signe du polynôme (x? — 2x — 6). 
Ona: YVxE]ļ]-æ;1-/7[U]1+;7; +l, f'(x)>0; 


donc, f est croissante sur |- œ; 1-—, 7 [ et sur ]1 + Î7; + co ; 

Vxeli-)/7 ;-1[U}1;2[U]2;1+/7[, f) <0; = 

donc, f est décroissante sur chacun des intervalles ]1 — /7 ;:—-1{[,]-1:2[et]2:1+,71[ 
Étude aux bornes de l'ensemble de définition 


e On a: lim, /@=lim La + ee et lim _fx)=- 


En créer la division SEI de x? par de - x — 2), on obtient : 


3x + 2 
VxeR\(f-1:2 = bii —— 
x í h f(x) = x + Frs! 
Or : la E ue Lağ 


x>+o x? —2x-2 xr>+o X 
Donc, la droite (®,) d'équation y = x + 1 est asymptote à (€) en + ce. 
On démontre de même que (®,) est asymptote à (6) en — ææ, 


+ On a également : e 0) =—co et el = + 00 : 
donc, la droite (%,) d'équation x = 1 est asymptote à (8). 
De même : lim f(x) =-c et lim f(x) = + 0 : 

xr? 2 x > 2 
donc, la droite (®,) d'équation x = 2 est asymptote à (8). 


Tableau de variation sonrie POP 


à 8 1 om 1 e $ 


i ; 
CES TEEN COES 


20-147 


OMS Ma =s + donc : M = — 1,89. | 
| 


9 | 
20 + 14j 7 | | 
m = re ; donc :m = 6,34. E à si 


M est un maximum relatif et m est un minimum relatif de f. 


e O est un point d'inflexion de (6). jr Sur 
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2.2. Fonctions irrationnelles 
| ] 


sem Etude de la fonction f: x — — 
s bte VX2+ ] 
nsemble de définition 

Ona: Vxrxe R, x? +1 > 0 ; donc, D, = R. 
De plus, fest une fonction paire ; donc. on restreint son étude à l'intervalle [0 ; + +[, on trace la courbe 


correspondant à cet intervalle et on complète par la symétrie orthogonale d'axe (OJ). 


Dérivée et sens de variation 1 
f est la composée des fonctions x: x? +1 et xe —. 


[x 
Ces fonctions sont dérivables sur leurs ensembles de définition. o 
Donc, fest dérivable sur son ensemble de définition et sa dérivée est la fonction f’ : x - ——=——. 
| 2 3 

Ona: f{(0)=0; V(x2 +1) 

VxEÏ0; +, f(x) < 0 ; donc, fest décroissante sur ]0 ; + of. 
Étude aux bornes de [0 ; + œf 
Ona: lim  f{x)= 0; donc, la droite (OT) est asymptote à (€) en +. 

X — + 0 


Tableau de variation Courbe représentative 


RS ne: ne nl 
5 i : i 
| | 
| 


| 


srx Etude de la fonction f : x ra 1x2 - 4x - 12| 
Ensemble de définition 

Ona: YxER, | x2 — 4x — 12 | > 0 ; donc, D, = R. 

f est la composée de deux fonctions continues sur R ; donc, fest continue sur R. 
Ona: VxeER, xŽ-— 4x -12 = (x + 2)(x— 6) : donc: 


ft 2) = f(6) = 0 
fa) = + ax 12, si xE-;-—2[U ]6; + cel 
FO = + J- x + 4x +12, si xel-2:61 


Dérivée et sens de variation 
e fest dérivable sur R \ {- 2 ; 6} et on a : 


x-2 
o=} =~, si XE Jo ; — 2[ U ]6 ; + cl 
2 — 4x — 12 
—X+2 
f'@ = + Teen xE -2;6 


J- x? + 4x +12 
Ona: f{2)=0; 
VxE J-æ;-—2[U7]2;6{,, f(x) <0 ; donc, fest décroissante sur ]- æ ; — 2[ et sur Læ + GL: 
VxEeE]-2;21U1/6;+c,, f) > 0 ; donc, f est croissante sur ]- 2 ; 2[ et sur 16 ; + col, 


“One: fn ATEN oom s2 ES) LR, os) 26 
| x > —2 £t? - r22 4 i — X — 2 s x > —2 4 — X — 2 | 
A] —Jt-2 
De même, on a: lim PI BIEN à à 
À +2 X +2 
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Donc, f n'est pas dérivable en — 2 et (€) a une demi-tangente parallèle à (OJ) au point d'abscisse — 2. 
On démontre de même que f n'est pas dérivable en 6 et que (€) a une demi-tangente parallèle à (OJ) au 
point d'abscisse 6. 


Étude aux bornes de l'ensemble de définition 
. Ona: lim (x?-4r-12)=+; donc: Him fg = +. 
X — — © 


X—-—= 


4 12 
De plus : lim Ke) ii Ore F SA — L— À t= +, d ls F 
P 7 x A  x->3-c 4 x Beary A À x xL 4 ? 


x? 4x-12)-7 
lim [F0 + x] = 1m 3 & > = + 


r>—æ 4 A: £L—-—= 
yr“ — 4x — 12 — x 
{(h-2-12 +1) 


Donc, la droite (@.] d'équation y = -— _ X + + 
On démontre de même que lim fx) =+ et que la doite 4.) d'équation y= z X — Es est asymp- 
tote à (€) en + oo. POLE 


est asmo à (€) en — o. 


Tableau de variation Courbe représentative 


—2.3. Fonctions trigonométriques 


2 sin2x 


| + cosx 


msn Etude de la fonction f: x: 
Ensemble de définition 

Ona: 1+cosx=0 & x=n [2n] ; donc, D, = R \ {n + k27, k E Z}. 

De plus, f est impaire et périodique de période 2x ; donc, on restreint son étude à l'intervalle [0 ; nÍ, on 
trace la courbe correspondant à cet intervalle et on complète par la symétrie de centre O, puis par la 
translation de vecteur 2r OI. 


Dérivée et sens de variation 
f est le quotient de deux fonctions dérivables sur lenr eusemble de définition ; donc, fest dérivable sur 


et: ATT | 4(cos?x + cosx — 1) 
son ensemble de définition et sa dérivée est la fonction f :x => ————— 7 , 


1 + cosx 
Oua: Vre [0 ; xl, 1 + cosx > 0 : douc, f(x) a le même signe que (cos?x + cosx — 1). 
On pose : X = cosx ; le polynôme (X? + X — 1) a deux racines : = ST et tite ; 
1 A "E 
Ona: IS b priy et RS € [1:11 
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Soit œ l'élément de l'intervalle [0 ; z[ tel que : cosa = zigot : 
On a: fa) =0; 
YxEo0; ol, f(x) > 0 ; donc, fest croissante sur [0 ; al ; 
Vxela;nl, f(x) <0 ; donc, fest décroissante sur |o ; ni. 


Étude aux bornes de [0 ; nf 
Ona: lim sin2x=0 et lim (1+cosx)=0; 
xX * T X "T7" 
on ne peut pas trouver directement la limite en x de f(x). 
4 sinr cosx (1 — cosx 4 cosx (1 — cosx 
On remarque que : Y x E [0 ; nl, f(x) = a D = SAR (Lens), 
1 — cos’x sinx 
4 cosx (1 — cosx 
Donc : lim f(x) = lim Aer lee = — 
| X F4 T xX 2 T S1NLX 
On en déduit que la droite (%) d'équation x = 7 est asymptote à (€). 


Tableau de variation Courbe représentative 


0 Q 


so] 


f(a) 
A | 


Ona: «= 0,904 et fa) = 1,201. 


mswmm Étude de la fonction f: x x- sinx 


Ensemble de définition 
De plus: YxER, flx + 27) = f(x) + 27. 


Soit M{* \ un point du plan et M’ ie son image par la translation t de vecteur 2r(OI + Of). 
y P P 8e P 


y+27T 
Ona: M'E (6) = y+2n= f(x +27) 
e y=/f(x 
© ME (@). 


On en déduit que (€) est globalement invariante par t et on restreint l'étude de fà un intervalle d'ampli- 
tude 2x, par exemple [- x ; xl. 


On remarque également que f est impaire ; donc l'intervalle d'étude peut être réduit à [0 ; xl. 


On étudie la fonction sur l'intervalle [0 : x], on trace la courbe correspondant à cet intervalle et on com- 
plète par la symétrie de centre O, puis par la translation t. 


Dérivée et sens de variation 
fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f”:x 1- cosx. 


Ona: f{(0)=0; 
Vxre]0:x], f’{x) > 0 ; donc, f est croissante sur ]0 ; x]. 
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Tableau de variation 


eOna:VreR, x-1<f{x) <x +1: 
donc, (€) est comprise entre les droites (4) 
et (D’) d'équations respectives y=x-1 #2 
y=x +1. 

(€) est tangente à (F) aux points d'abscisses 
s +k2n (k €Z); 

(€) est tangente à (®’) aux points d'abscisses 


+ + k2r (k E Z). 


e La dérivée seconde de f est la fonction 
f” : x> sinx ; donc, les points d'abscisses 
kr (k E Z) sont des points d'inflexion de (6). 


0 MOT TE s 1r ” aT Ln pre” 
A xercices :::: OS ET PET 
A = APT asie K ` ÿ UT ASE Ar MT re 
ui” al?" æ “> À We AN ds + A nn UP ET dique pl sut E ir A 
g W AT er LE TT es PP ET E “` E “ ufr AT ES 4 Ci D PRE #7 44 
, 
’ 


2a 


Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 
a) xm (x-1}{x +1) 


b) x xt 10x +9. 


2.b 


Etudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 


x? — 12x- 4 — 2x? — 4x +5 
DR bro H 
xt- 4xr+5 (x — 1) 
2.C Étndier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 
xX + 5x — 4 — 2x? + 3x42 
a} xe ——— ben —— 
2x 2x — 1 


2.4 Soit f la fonction définie par f(x) = /4 -x et 
| (6) sa courbe représentative. 

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f 
sur son ensemble de définition. 

(€) admet-elle une tangente au point d'abscis- 
se 4 ? 

2. Étudier les variations de fet la branche infi- 
nie de (€). 

3. Tracer (6). 


2.e 


Soit f la fonction définie par 

f(x) = /x2+ 3x — 4 et (8) sa courbe représenta- 
tive. 

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f 
sur son ensemble de définition. 

(€) admet-elle des tangentes aux points d'abs- 
cisses — 4 et 1 ? 


2.f 


Courbe représentative 


a er 
. EE] 
+ 


2. Étudier les variations de f et les branches 
infinies de (€). 

3. Tracer (€) et démontrer qu'elle admet un axe 
de symétrie, dont on précisera une équation. 


Soit f la fonction définie par 
f(x) = sine - + sin3x et (€) sa courbe repré- 
sentative. 
1. justifier que l'ensemble d'étude de f peut 
être réduit à l'intervalle [0 ; xl. 
2. a) Démontrer que : 

VxeR, Flw) = 2 sinr sin2r. 
b) Dresser le tableau de variation de f sur [0 ; xl. 
3. Tracer (6) ; préciser les coordonnées de ses 
centres de symétrie et des points où la tangen- 
te est parallèle à (OÏ). 


1 + sint 


Soit f la fonction définie par f(x) = 


et (@) sa courbe représentative. 
1. Déterminer D}; justifier que l'ensemble d'étu- 
de de f peut être réduit à l'intervalle [- x ; n]. 
2. a} Démontrer que : 
/ 2 cos(x + E) — 1 
VxED,, fx) = — 
(1 — cosr}? 


b) Dresser le tableau de variation de f sur f- r ; x]. 
c} Vérifier que sur cet intervalle (€) présente 
une seule branche infinie, dont on précisera la 
nature. 

3. a) Tracer (€) ; préciser les coordonnées des 
points où la tangente est parallèle à (OI). 

b) Déterminer une équation des tangentes aux 
points d'abscisses — n et x. 
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Le plan est muni du repère (O, I, J). 


APPRENTISSAGE 


Calculs de dérivées 


1 Déterminer la dérivée des fonctions suivantes. 
a) r>- + x — à b) x- (x +1} 
c) x (5x + 2)°(3 — 4x) d) x (2-47. 


Q Déterminer la dérivée des fonctions suivantes. 


2r— 1 x + 2r +1 

a) x — bj x ——— 
TT —x+1 n Ar X — 1 
dat E dx = 
3x + 1 (3x + 1)° 


3 Dans chacun des cas suivants, étudier la déri- 
vabilité de la fonction f sur son ensemble de définition 
puis déterminer sa dérivée. 


a) f(x) = [xt 3x b) flx) = (x? ~ 1)/x + 1 
a ara ka Ms 
o) fed = JE d) fi) = E , 


& Soit f la fonction définie par : 
f(x) = sinfx + cosfx + 3sin/x cos’x. 
Démontrer que f est une fonction constante. 


5 Déterminer la dérivée des fonctions suivantes. 


a) x> cost — sinr b) xr cos(- 3x + +) 
c) x sin(x? _ À) d) x sin?(2x _ T) 


1 


e) x> sin(cosx) f) x x’cos— 


g) x= sin Jya 


1 + cosx 
sinr 


h) x> tan(tanr) 
i) x> j) x 


6 En utilisant la définition du nombre dérivé, 
calculer les limites suivantes. 


, sinx — sina L tanx — tana 
a) im ———— b) lim —— 
rou x-a x a r-a 
2 „2 x 
J COS“X — costa ) cosx + 1 
c) lim —— d) lim —— 
r>a r-āü IAR LT 
2sinx — 1 = COSŸx + 1 
e) lim f) im —— 
x + GX — TX X> X-T 


7 En utilisant la définition du nombre dérivé, cal- 
culer les limites suivantes. 
J2 — d x+1 
x-1 


Îx+1-—1 


a) lim, b) Up, 


908 Dérivation - Études de fonctions 


xercices - 


ÿ. 
fe 


“of 


LA er Pol Pal P” ` -r 
ML SA y # 
235 2% #° 5 tu” = F 
> PER So a 
“. -r$ roj F a > Ea mP à 
wi E aT Pp mia ar g Pa ad 
A nai $ r AT E ` a Q 
~ J "a a5 P at 2% 40" f 
ea v PE 5 A M 4 ME 
"$i n! b ae a at ` 
d A A- pir 
P. A - SAN s si 
j; 7 «Er r” AE de r E A us he 


` „T +r+3-3 A 3x — {x +6 
c) lim, r d) li . Es i 
xt — 3x +1 
8 Soit la fonction f: x = t (€) sa 
courbe représentative. - 
1. Déterminer une équation de la tangente à (€) au 


point d'abscisse 1. 

2. Existet-il des points de (€) où la tangente a pour 
coefficient directeur — 4 ? 

3. Existet-il des points de (€) où la tangente est paral- 
lèle à la droite d'équation 3x —2y +1=07? 


9 Dans chacun des cas suivants, étudier la déri- 
vabilité de la fonction f sur son ensemble de définition 
puis déterminer sa dérivée. 


a) fx) = (32e - x -af b) fx) - (32x2 e y 


1 ; 1 


c} fx) = d) fx) = ———— . 
(J- 2x2 + x+ +6) 


Y2x2 — x -6 


Dérivée de fonctions ` 
réciproques 


10 Soit f la fonction de [0 ; 7] vers [0 ; 1] définie 
par : f(x) = sin’x. 
1. Démontrer que f admet une fonction réciproque f "1, 
2. Déterminer l'ensemble sur lequel f~? est dérivable et 
démontrer que sa dérivée est la fonction : 


1 
2x /1-x 


P A 


11 Soitfla édite de [0 ; 
fx) = — 

1. Démontrer que f admet une fonction réciproque f 1. 
2. Déterminer l'ensemble sur lequel f~ est dérivable et 
démontrer que sa dérivée est la fonction : 


1 
x 
— 
xix? — 1 


Fl vers [1 ; + | défi- 


nie par ; 


12 Soit fla fonction de |- x ; r! vers R, définie 
par : f(x) = tan F 
1. Démontrer que f admet une fonction réciproque f~t: 


2. Démontrer que f~ est dérivable sur son ensemble de 
définition et déterminer sa dérivée. » 


Comparaison de nombres 


13 Utiliser l'inégalité des accroissements finis 
pour obtenir une majoration du nombre : {33 — 32 
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14 1. Démontrer que pout tout nombre réel a de 
l'intervalle [0 ; ah ona: a< tana < ?a. 


2. Démontrer que pour tous nombres réels a et b de l'in- 
tervalle [0 ; 5L ona: 


cosa ~ cos?b ` 


15 EAN que pour tout nombre réel x de 


l'intervalle [0 ; + E € M x iez 


/2 ` 2 


16 1. a) Étudier le sens de variation de la fonction 
re 3 — 5x. 


b} Comparer les deux uombres A et B : 

A = 3 x (0,745 356 123}° — 5 x (0,745 356 123), 

B = 3 x (0,745 356 124)? — 5 x (0,745 356 124). 
2. Utiliser un procédé analogue pour comparer les deux 
nombres C et D : 


{5 (2,098 765 432 1)? 
1 — 2,098 765 432 1 


[5 (2,098 765 432} 
1 — 2,098 765 432 


17 a et b sont deux nombres réels strictement 
positifs tels que : a + b=1. 
Quelles sont les valeurs extrêmes de a? + b? ? 


Dérivées successives 


18 Déterminer les dérivées première et seconde 
des fonctions suivantes. 
x? +1 
2x 


b) x 


e) x sin°x 


a) x> c) x e- 2x 


x 
x? — 1 
d} x cos°x f) x> tan?x 

19 Déterminer la fonction polynôme f du quatriè- 
me degré telle que : f- 1) = 1, f{- 1) = 2, FP C 1) =3, 
fA(- 1) =4 et f(H(- 1) = 5. 


26 1. Soit f la fonction définie par : f(x) = cosx. 
Démontrer par récurrence que la dérivée n-ième de f 


est la fonction f™ définie par : f™(x) = cos(x + n5). 


2. Utiliser le résultat de la question précédeute et celui 
établi à propos de la fonction sinus (cf. paragraphe 1.4. 
de ce chapitre) pour déterminer la dérivée n-ième des 
fonctions x> sinlar + b) et x coslax + b). 

3. Application 

Déterminer la dérivée n—ième de la fonction : 


x > cos2r — sin. 


2 


Etudes de fonctions 


21 Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courhes représentatives. 
2x + 1 2x — 3 
b} x  ———— 
x—1 3x? — 4x 


a) x> 


X< + 3x x -r 4+8 
c} x> d} x 

FA x -x-2 
Deta xX + 4x —3 fée 

x? 2x —3 x +1 


22 Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représeutatives. 


a) xs 2 — 3x +6 Ki ét x +x—-2 
x-2 x — 2 
3 3 
c) xs À PARTS EE 
ke +1 x +x 72 


23 Dans chacuu des cas suivants, étudier la fong- 
tion fet tracer sa courbe représentative. 


X + 3x2 + 10x +5 


a) f{x)= PET 
(On pourra écrire f(x) sous la forme 
ax + b+ — z 

x+ +1” 


où a, b, c, et d sont quatre nombres réels.) 
X + 3x2 — 4x — 20 
b) f(x) = — 
i 2(x + 3) 
{On pourra écrire f(x) sous la forme a'x? + b’ + 
où a’, b’ et c’ sont trois nombres réels.) 


c 
x+3° 


24 Soit la fonction f:xr->lx2-11+ 21xl- 3 et 
(€) sa courbe représentative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f en — 1, 0 
et 1. 
2. Étudier les variations de f et tracer (€). 


[x + xl+ 1 


25 Soit la fonction f:xr 
lxl+ 1 


courbe représentative. 

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de fen — 1 et 0. 

2. Étudier les variations de fet tracer (6). 

xX +lx-21l 
Lx + 11 


et (€) sa 


26Soit la fonction f: x => 


courbe représentative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de fen — 1 et 2. 
2. Étudier les variations de f et tracer (6). 


et (6) sa 


27 Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 
a)xex-4{x b) x>x+3+ļx-2. 

28 Soit la fonction fixr <x(6 - x) et (6) sa 
courbe représentative. 

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition ; (6) admet-elle des tangentes 

aux points d'abscisses 0 et 6 ? 

2. Étudier les variations de f et tracer (€) . 

Démontrer que cette courbe admet un axe de symétrie. 


29 Soit la fonction f: x= > 

sa courbe représentative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur sou 
ensemble de définition ; (@) admet-elle des tangentes 
aux points d'abscisses — 3 et 5 ? 

2. Étudier les variations de f et préciser l'allure de (€) 
en — æ et en + æ, 
3. Tracer (€) et démontrer qu'elle admet un axe de 
symétrie. 


D \ 3 {x + 3}(x — 5) et (8) 
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30 Soit! la née fix 
be EDrésentanit 
1. Étudier la continitité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition. En déduire que (@) admet une 
demi-tangente parallèle à (ON) au point d'abscisse 0. 
2. Étudier les variations de $ 
Démontrer que (€) admet trois asymptotes. 
3. Tracer (€). 


31 Soit la fonction fi:xr Z= ei (€) sa cour- 
be représentative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur so 
ensemble de définition. En déduire que (€) admet une 
demi-tangente parallèle à (OJ) au point d'abscisse 2. 
2. Étudier les variations de f. 
Démontrer que (6) admet deux asymptotes. 
3. Tracer (€). 


et (€) sa cour- 


32 Soit f la fonction LS mi par : 
f(x) = 2608 — FCO. 


1. Justifier que l'ensemble d'étude de f peut être réduit 
à l'intervalle [0 ; 2x]. 

2. Démontrer que : Vx ER, f'(x) = 2 sinx sin2x. 

3. Dresser le tableau de variation de f sur [0 ; 27]. 

4, Tracer la courbe représentative de f. 


33 Soit f la fonction définie par 
| sinr + Sin2xX ` n 5 
fœ) = ——— et (8) sa courbe représentative. 
1 + cosx 


1. Déterminer D, ; justifier que l'ensemble d'étude de f 

peut être réduit à l'intervalle l0; Tl. 

2. Démontrer que : V x E D,, f'(x) = a aE A 
1 + cosx 

3. Vérifier que sur [0 ; x] (€) présente une branche infi- 

nie, dont on précisera la nature. 

4. Dresser le tableau de variation de f sur [0 ; xl. 

5. Tracer (€) sur l'intervalle [~ 27 ; 27] : préciser les 

coordonnées de ses points d'inflexion. 


34 Soit f la fonction définie par 
f(x) = tan2x — 2tanx et (€) sa courbe représentative. 
1. Déterminer D, ; justifier que l'ensemble d'étude de f 
peut être réduit à l'intervalle [0 ; Dh 
2. Démontrer que : 


1 3 —t 
VxED,, f') = 2tan/x(1 + tanĉr)( an? x) 


(1 — tan?x)2 
3. Vérifier que sur [0 ; F (6) présente deux branches 


infinies, dont on précisera la nature. 
. 4. Dresser le tableau de variation de f sur [0 ; 
5. Tracer (6) sur l'intervalle [- x ; x]. 


T 
7] 


35 Soit / la fonction définie par. 


4sin?x + 3sinx ; 
fœ) = ———— et (6) sa courbe représentative. 
sinr — 1 
1. Déterminer D,. Démontrer que les droites d'équa- 


"E sont des axes de symétrie de €). 


tions x = 5 et x = 
À quel ensemble peut-on réduire l'étude de f? 
2. Démontrer que : 
cosx{(2sinx — 3)(2sinx — 1 
(sinx — 1}? 


3. Étudier les variations de f sur l'intervalle A ; Sr), 
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Démontrer que sur cet intervalle (6) présente une seule 
branche infinie, dont on précisera la nature. 
4. Tracer(€) sur l'intervalle [- 3x ; 37]. 


APPROFONDISSEMENT 


36 Soit f la fonction définie par : f(x) = = PT Pi 


C 


1. V=iSer gne f est deux fois dérivable sur l'intervalle 
y ZI pa EF 


£ kad -a 
£ 2 


T3 


2. Demoner que pour tout nombre réel x de cet inter- 


vale. oma: fx) + f(x) = 3f). 


37 Soi fla fonction définie par : 
fix) = {1 + x)?” (n E N*). 
1. Déterminer la dérivée de f. 
2. Après avoir développé f{x) par la formule du binô- 
me, donner une autre expression de cette dérivée. 
3. En déduire la valeur des sommes suivantes : 


aj À , PC = 10, + 2C, + 3C? + … + nC} ; 


b) A i FRIPP A u — CR + 3C° +... + (-1)nC". 
38 Soit f la fonction définie par : 
f(x) = x(1 + x} (n E N*\(1)). 
1. Déterminer la dérivée de f. 
2. Après avoir développé f(x) par la formule du binô- 
me, donner une autre expression de cette dérivée. 
3. En déduire que : 


a) È (P + IC = (n + 2)2™ ; 
b) a C 1}P(p +1) = 0. 
39 Soit f la fonction définie par : f(x) = 


1. Déterminer les nombres réels a et b tels net 


b 
YVE R\{- 1 : 1}, fx = + rx | . 
2. Soit n un nombre entier naturel non nul ; démontrer 
qu'il existe un polynôme P,, de degré n, tel que : 
n! P (x) 
vxER\E1;1}, M = (- D > 


— 1)" 


où f™ est la dérivée n-ième de e 


AO Formule de Leibnitz 
On considère deux fonctions f et g dérivables jusqu'à 
l'ordre n sur nn intervalle K. 
1. Déterminer (f g} et (f g)”. 
2. Démontrer que : (f 9) =f Og + 3g + 3f g” + fg®. 
3. En utilisant un raisonnement par récurrence, donner 
une expression de (f g)®. 
4. Application 
Déterminer la dérivée n-ième des fonctions suivantes. 
a} x> xcosx b) x x°cosx 


c) x (x + 3x — d) x L 


1)sinx = 


41 Soit la fonction définie par : 
fix) = Elx) + [x - E(x), 
où E désigne la fonction partie entière. 
1. Démontrer que : V x E R, fx + 1) = fe) + 1. 
Douner une interprétation graphiqne de ce résultat. 
2. Étudier f et tracer sa courbe représentative sur l'in- 
tervalle f- 3 ; 3]. 
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492 Soit a, b, c trois nombres réels et f une fonc- 

tion périodique, de ue 2, telle que : 
Vxel0:2[, f(x) =a + be? + cx° + dx. 

On désigne par (€) sa courbe représentative. 
1. Calculer f(2). Trouver, sous la forme d'une relation 
entre b, c et d, une condition nécessaire et suffisante 
pour que f soit continue sur R. 
2. Déterminer b, c et d pour qu'en plus f admette en 1 


un extremun relatif égal à — + 


3. Étudier alors la dérivabilité de f et construire (€), en 
précisant ses points d'inflexion et axes de symétrie. 


43 Soit fla fonction définie par : f(x) = x, x + 1. 
1. Étudier f et tracer sa courbe représentative. 
2. En déduire le tracé des courbes d'équations : 
y=x3+22 et y2-23- 22 = 0. 

2 1 

84 Soit la fonction f:x->x?-2r3 22. 
1. Étudier f et tracer sa courbe représentative. 
2. En déduire la courbe représentative de la fonction 
g:xm f(lxi). 


45 Soit f la fonction définie par 
f(x) = 1x2 — 6x +51 et (6) sa courbe représentative. 


1. Exprimer f(x) sans le symbole « valeur absolue », 

2. Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition ; (€) admet-elle des tangentes 
aux points d'abscisses 1 et 5 ? 

3. Étudier les variations de f. 

4. Démontrer qùe les droites d'équations y =x-— 3 et 
y=-x+3 sont asymptotes à (€). 

5. Tracer (€) et démontrer qu'elle admet un axe de 
symétrie, dont on précisera l'équation. 

6. Démontrer que, pour tout nombre réel x de l'inter- 


valle [1 ; 5], le point M( fx) est à une distance constan- 
te du point Q A 
En déduire la nature de (€) sur l'intervalle [1 ; 5]. 

6 Soit f Ia fonction de [- x 


f(x) = sinèx — /3 costr. 


; R] vers R, définie par : 


1. Étudier f et tracer sa courbe représentative. 
2. Déterminer, graphiquement et selon les valeurs du 
nombre réel m, le nombre de solutions dans l'intervalle 
[- x ; x] de l'équation : sin°x — | 3 cos'x = m. 


#7 1. Soit f la fonction de J0 : 2{ vers R définie par : 
fa) = tan( Z (x - 1). 


Étudier f et tracer sa courbe représentative (6). 
2. Justifier que f est bijective ; 
soit g sa fonction réciproque. 
Démontrer que g est dérivable sur R et que sa dérivée 
est la fonction g’: x => ————. 
> “ tx? + 1) 
3. On considère la fonction h, définie par : 
h(x) = g(x) + à, 
Étudier la dérivabilité de h sur son ensemble de défini- 


tion et déterminer sa dérivée. En déduire la formule 
explicite de h sur |- œ ; O[ et sur ]0 ; + cel. 


48 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 


1. Soit la fonction p:xr - L, = 


2/22 + 1 
a) Démontrer que pour t élément de J- $ - 

(tant) = — 4 A 

5 En déduire le signe de gfx) pour tout x élément de R. 


TL ona: 


2. Soi ha fonction f: T ar : + 1 + + Ja2 + 1 + let (6) 
sa ooume représentative. 
Enədier f : préciser la position de (€) par rapport à ses 
zrmytots, puis construire (6. 
3 Diem l'intervalle K pour lequel f réalise une 
bhactoa de R sur K Dans ce cas, soit g la fonctiof réci- 
progas ce fet [4 _] sa courbe représentative. 
x pour tout x élément de K. 

masrur (4 at donner les coordonnées des points 


tersection de 2e (€ avec (€. 


LE 


49 1. al Tracer la courbe représentative de la 
fonction x — tanr sur l'intervalle [0 ; 27]. 
b) En déduire que l'équation tanr + x = 0 admet dans 
cet intervalle deux solutions non nulles a et B. 
Déterminer une valeur approchée à 1071 près de ces 
solutions. 
2. Soit f la fonction définie per : f(x) = x sinx. 
On désigne par (€) sa courbe représentative, par (A) et 
(A') les droites d'équations y =x et y =-x. 
a) Démontrer que f est une fonction paire. 
Déterminer les abscisses des.points d'intersection de 
(€) avec (OI). 
b) Démontrer que : Yx ER, -x< f(x) sx. 
Donner une interprétation graphique de ce résultat. 
c) Déterminer les points d'intersection de (6) avec (A) 
(respectivement {å')]. 
Démontrer qu'en chacun de ces points, (A) [respective- 
ment (A')] est tangente à (6). 
d) Étudier les variations de f sur l'intervalle [0 ; 2xl. 
Tracer (€) sur l'intervalle [- 27 ; 27]. 


50 1. Soit la fonction f: xx + /lx2 -1l et (6) 
sa courbe représentative. 
a) Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition ; (&) admet-elle des tangentes 
aux points d'abscisses — 1 et 1 ? 
b} Démontrer que (6,} admet deux asymptotes, que l'on 
précisera. 
c) Étudier les variations de f et construire (6). 


2. Soit la fonction g:xr x- Jlx2 -1l et (€) sa COUT- 
be représentative. 

a) Démontrer que (6, jet (8) sont symétriques par mp 
port au point Q. 

b) Construire (6,) sur le même graphique que (€). 


51 1. Soit la fonction f: x> (Jx = 1)? et (E) sa 
courbe représentative. 
a) Étudier f et construire (€ J- 
b) Calculer fof(x). 
Que peut-on en déduire pour la restriction de f à l'in- 
tervalle [0 ; 1] et la partie correspondante de (€) PR 


2. Soit la fonction g : x> (/x + 1}? et (@,) sa courbe 
représentative. | 

Démontrer que g est la fonction réciproque de la res- 
triction de fà l'intervalle [1 ; + cel. 


-En déduire une construction de (€ y): 
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52 1. Soit la fonction fix x+)/1+x 
Étudier fet tracer sa courbe représentative. 
2. Soit les fonctions : 
| gix (x+) et hixm {x 2) 
Étudier le sens de variation de g et h sur }0 : + cf. 
3. Soit n un entier naturel non nul et P, la fonction défi- 
nie sur R par : 


P, (x) = [+ f1+x2)" + (x- +) | 


a) Démontrer qne P, est une fonction polynôme dont on 

précisera le degré. 

b) Soit la fonction p, : x x, 

Démontrer que l'on a, suivant la parité de n : 
P,=gewpof ou P,= ho of. 

c) En dédnire le sens de variation de P, 


53 Encadrement de \1+a 
1. a) Démontrer que la courbe représentative, sur l'in- 


tervalle [0 ; + æ{, de la fonction f: x TE: est au-des- 
sus de sa tangente en tout point. 
b) En déduire que : 

væaE0; + cf, > 1-a f{1). 


1+0@ 
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2. Soit la fonction g:x1/1+2x et a un nombre réel 
strictement positif. 


a) Déterminer les dérivées première et seconde de g sur 
l'intervalle [0 ; + ol, 


b} Vérifier que : 


Vxef[o;af, < gx) < <5. 


PUS 
c) En appliquant l'inégalité des PES finis à la 
fonction g sur l'intervalle [0 ; a], démontrer que : 
a 


T < TTET () 
2,1+4a 
3. Déduire des inégalités (1) et (2) que : 


A 
a & a 
y ; + eo ta altea n° 
a € 0; [L 1 7 V1+a t+ 


4. Application 

Établir les inégalités suivantes. 

. 1,0475 < ,1,1 < 1,05 

e 100.004 999 75 < 10 001 < 100,005 

è 5,098 < ,26 < 5,1. 

En déduire une valeur approchée des nombres J Ei 
,10 001 et /26, en précisant à chaque fois l'incertitude. 
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Piimitives - Fonction 
logarithme népérien 


_ Introduction 


L. mathématicien écossais John NAPIER - ou NÉPER — (1550- 
1617) inventa le mot et le concept de logarithmes en 1614 dans 
sa : Description de la stupéfiante règle des logarithmes. Son but 
était de simplifier le calcul d'un produit en le ramenant à celui 
d'une somme. 


Cette découverte allait donner 
naissance aux tables de loga- 
rithmes, à la règle à calcul et au 
pH-mètre. 

La règle à calcul, inventée en 
1620 par l'Anglais Edmund 
GUNTER, resta l'outil de calcul 
privilégié des ingénieurs et tech- 
niciens jusqu'à son abandon 
définitif au début des années 
1970 au profit des calculatrices 
électroniques de poche. 


pH METRE JLP 30 


kaS 
C 
© Jeulin. 


OR TUE sa aaa AS ARE 4 HR ER ee Pre Hs Ver 
Ne on e RL à an AU SD AT no PAL i RS 


Un pH-mètre. 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à variable réelle et le plan est 
muni du repère (O, I, J). 


Primitives d'une fonction 


ai 1.1. Définition et propriétés 
nemem Introduction 


Dans chacun des cas suivants, déterminer une fonction F dérivable sur un intervalle K que l'on précise- 
ra et dont la dérivée est la fonction f. 


fix 1 fix + fixe À 
Pa Jx 
fixe 3x? ef :xr cos x e f : x> 3x? + cos x. 


Soit f une fonction définie sur un intervalle K. 
On appelle primitive de f sur K toute fonction F de K vers R, dérivable sur K et telle que, pour tout 
élément x de K, F’(x) = fæ). 


Exemples 

e La fonction F : x> x? est une primitive sur R de la fonction f: x > 2x ; 

les fonctions x > x? + 3, x> x? — J5 et xx? +7 sont aussi des primitives de f sur R. 

e La fonction G : x > 3x + Jx est une primitive sur ]0 ; + œ[ de la fonction g : x> 3 + Rs 


2/x 


e La fonction H : x +> 1 — cos x est une primitive sur R de la fonction h : x > sin x. 


Une fonction définie sur un intervalle K admet-elle une primitive sur cet intervalle ? 
La LH suivante, que nous admettons, apporte une réponse partielle à cette qnestion. 


Si Fe est une fonction continue sur un intervalle K, alors f admet une a peimiivo sur K. 


Remarques 


e a ES à 


Soit f une fonction définie sur un intervalle K. 

e Si f n'est pas continue sur K, elle peut admettre ou ne pas admettre de primitive sur K (cf. §1.3. TD1). 
e Si f est continue sur K, elle admet une primitive sur K mais on ne sait pas toujours en donner une for- 
mule explicite. 


PESENE Enserole des primitives d'une fonction 


Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle K 
e Pour tout nombre réel c, la fonction x F(x) + c est une primitive de f sur K. 


* Toute primitive de f sur K est de la forme x > F(d) +c, où ce R. 


Démonstration 


e Soit c un nombre réel. La fonction x > F(x) + c est dérivable sur K et a la même dérivée que la fonction 
x> F(x). Donc, la fonction x F(x) + c est une primitive de f sur K. 

e Soit G une primitive de f sur K. La fonction G — F est dérivable sur K et on a : 

VreK,(G—F)(x) = G'(x) — F(x) = f(x) — f(x) = 0 ; donc, G — F est une fonction coustante sur K. 

On en déduit que G est de la forme x > F(x) +c, où ce R. 
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Exemple 


Les primitives sur R de la fonction x + 2x sont les fonctions x x? +c, où cs R 


Propriété 2 


Soit f une fonction admettant une primitive sur un intervalle K, y, un nombre réel et x un élément de K. 


Il existe une primitive de f sur K et une seule qui prend la valeur y, en xy 


Démonstration Cr) 
Soit F nne primitive de f sur K. Toute primitive G de 
f sur K est telle que : V x e K, G(x) = F(x) + c. 
Ona:Gx)=y, . S F(x) + c= y, 

= c=—F(x,) + Yy 
Donc, la fonction G ; x > F(x) - F(x,) + y, est la pri- 
mitive de f sur K qui prend la valeur y, en x,. 


Exemple | 
Déterminer la primitive F sur R de la fonction x - cos x qui prend la valeur — 1 en F 
F est de la forme x > sin x + c, où c e R. De plns, ona: FG) =-1 & 1+c=-1 S c=-2. 


Donc, la fonction F : x > sin x — 2 est la primitive cherchée. 


1.2. Calculs de primitives 


emmma Primitives de fonctions élémentaires 


La connaissance des dérivées des fonctions élémentaires permet de dresser le tableau suivant, où c 
désigne un nombre réel. f 


Fonction f Primitives de f Sur l'intervalle 


matuem | ze 


xt+1 . 
xex (ne N) x => +c R ; 

n +1 

x À (ne N\{1}) n APESE A N ]- œ ; Of ou ]O ; + œf 

x” (n — 1} x-1 ' à 
X 

r+1 [0;+ œ|, sir20 

xex" (re Q\{- 1 : ye Eté 


xt 1 + tan? x = t x> tanx +c jek- 05; ekt DZ| kez 
cos?x : | 


Exemples f 
e Les primitives sur R de la fonction x> x? sont les fonctions x —> F 


e Les primitives snr ]0 ; + [ de la fonction x> t sont les fonctions x -5 +c (ce R). 


+c (ce R). 


x 
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Primitives de la somme de deux fonctions 
Propriété 


Soit u et v deux fonctions admettant respectivement pour primitives sur un intervalle K les fonctions U et V. 
La fonction u + v admet pour primitive sur K la fonction U + V. 


En effet, U + V est dérivable sur K et on a :{U+V} =U'+V'=u+v. 


Exemples s 
e Les primitives sur R de la fonction x — x+ sinx sont les fonctions x 5 -cosx +c (ce R). 
e Les primitives sur ]0 ; + ~f de la fonction x — 2-— i sont les fonctions x> 2x- 2/x+c (ce R). 


T 
sOna:Vzxre = : uap tan2x = (1 + tan°x) — 1 ; donc. les primitives de la fonction x> tan/x sur 
H : zj sont les fonctions x> tanx-xr+c{ce RB}. 


w e 2e mue 


ess Primitives du produit d'une fonction par un nombre réel 
p pa 


Propriété 
Soit u une fonction admettant pour primitive sur un intervalle K la fonction U et k un nombre réel. 
La fonction ku admet pour primitive sur K la fonction kU. 


En effet, kU est dérivable sur K et on a : (kU = kU’ = ku. 
Exemples 


e Les primitives sur R de la fonction x> 5x? sont les fonctions x> Da +cíce R). 


e Les primitives sur R de la fonction x> 2 cos x sont les fonctions x> 2 sin x + c (c e R). 


sm Primitives de u’ x (v ou] 


Propriété 


Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K et v une fonction dérivable sur un intervalle contenant u(K). 


La fonction w x (vou) admet pour primitive sur K la fonction vou. 


En effet, vou est dérivable sur K et sa dérivée est w x (v'ou). 


On en déduit le tableau suivant. 


naa tan N) unti snr tout intervalle où u est 
n +1 dérivable 
w 1 sur tout intervalle où u est 
— 1 E OU sut # > 3 
Tia Ge NM H) (n— 1) w? dérivable et ne s’annule pas 
u’ afu sur tout intervalle où u est 
Jar su dérivable et strictement positive 
Sá sur tout intervalle où u est 
EE, dérivable et positive 
T+1 s LS š 
(strictement positive, si r < 0) 
; sa. % > sur tout intervalle où u est 
tt’ COS u sin u iu 
- dérivable 
mp sur tout intervalle où u est 
u’ sin u — COS u fs 
| dérivable 
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Exemples 
+ tentés : sin*x 
e La fonction x — cos x sin°r a pour primitives sur R les fonctions x > = +c (ce Bj. 
, X + 1 = tja . = 
e La fonction f : x => PREA a ponr primitives sur chacun des intervalles |- œ; —2[, } 2; 0 et 19 : - = 
Y +2x 
1 


les fonctions x — — +c{(ce R). 


G(x? + 2x)° 


En effet, f est de la forme a F avec u : x xê + 2x. 


e La fonction x > EF a pour primitives snr ]—1 ; 1[ les fonctions x + - J1-2x2+c (ce R). 
1 — x . 


2X 
(3x2 + 1)? 
À 


En effet, g est de la forme wu 3 avec u :x e x? +1. 


e La fonction g : x => a ponr primitives snr R les fonctions x + 3 x? + 1+c (ce R). 


+ La fonction x = sin (2x +7) a pour primitives sur R les fonctions x => -7 cos (2x +7) +c (ce R). 


….1.3. Travaux dirigés 


zemo 1. Continuité et primitives 

L'existence de primitives pour toute fonction continue sur un intervalle est un résultat simple à énoncer 
et fondamental en analyse. Admis en classe de terminale, ce résultat ne doit cependant pas occulter la 
complexité de la question des fonctions admettant des primitives. 

Nous allons donner deux exemples de fonctions non continues sur R, l’une admettant des primitives sur R, 
l'autre n'en admettant pas. 1 1 
fix) = 2x sin T — COS —, si x # 0 
f(0) = 0. 
a) Démontrer que f n'est pas continue en 0. 
b} Démontrer que la fonction F définie par 


1°) Soit f la fonction définie par : 
F{x) = x sin £ six#0 

f F(0) = 0 X est une primitive de f sur R. 
gx) = 0, six+z0 

g{0) = 1. 

a} Démontrer que g n'est pas continue en 0. 

b} On suppose que g admet une primitive G sur R. 


2°) Soit g la fonction définie par : j 


+ Démontrer que G est une fonction constante sur chacun des intervalles ]- œ% ; O[ et ]G ; + cl. 
* Justifier que G est continue sur R et en déduire que G est une fonction constante. 
e Conclure. 


Solution 
1°) a) La fonction x + cos x n'a de limite ni en + œ, ni en — ©. 


Donc, la fonction x + cos = n'a pas de limite en 0. 


De plus, lim (2x sin +) =0;en offet, |æ sin À | < | x | et lim | x | = 0. 
x 0 J X x — 0 


Or: Y x e R*, cos = = 2x sint — f(x). Donc, f n'admet pas de limite en 0 ; en effet, si f admettait nne 
limite en 0, alors la fonction x cos L en admettrait également une, ce qui est faux. 


On en déduit que f n'est pas continue en 0. 


RER: de at ta Gr coul 
b) + Lorsque x + 0, on a : F'(x) = 2xsin- + x cos P z) = xsin cos —. 
F(x) — F(0 x? sin — 
s Par ailleurs, on a : lim PAE. ia L_ = lim (x sin 2) = 0 ; donc : F'(0) = 0. 
x — 0 x—0 x — 0 X x — 0 x 


On en déduit qne F est dérivable sur R et a pour dérivée la fonction f. 
Donc, F est une primitive de f sur R. 


La fonction f n'est pas continue sur R ; elle admet cependant une primitive sur K. 
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2°) a} On a : lim g{x) = lim g{x) = 0 et g{(0) = 1 ; donc, g n'est pas continue en 0. 
"y in : 


b) + Si g admet une primitive G sur R, alors G est une fonction de dérivée nulle sur ]—  ; O[ et ]0 ; + cf, 
c'est-à-dire une fonction constante sur chacun de ces intervalles. 
G{x) = c, six <0 
G(x) =c’,six>0 
e La fonction G est dérivable sur $ donc G est continue sur R. 
G est continue en 0 ; donc. on a : GO] = HN GC) = lim G(x). On en déduit que : G(0) =c = č. 
> 


Il existe deux nombres réels c et c’ tels que : f 


Ainsi, G est une fonction constante sur R. 

+ On a démontré que & g admet une primitive sur R, alors cette primitive est une fonction constante : 
donc g serait la foncton nulle, ce qui est en contradiction avec les données. 

On en déduit que le fonction g n'admet pas de primitive sur R. 


La fonction g n'est pas continue sur R et elle n'admet pas de primitive sur R. 


2. Primitives de polynômes trigonométriques 
L'objectif de ce travail dirigé est de déterminer les primitives d'une fonction trigonométrique de la forme 
x> cos" x sir" x, n et m étant des entiers naturels non nuls. 
1°} Soit la fonction f : x > cos? x sinf x 
Après avoir linéarisé f(x), déterminer une primitive sur R de la fonction f. 


2°} Soit la fonction g : x > 2 sin?” x cos x. 
a) Démontrer que : Y x e R, g(x = 2 sin x (cos?x — 2 cosx + costy). 
b) En déduire une primitive sur R de la fonction g. 


Solution + = 
dd ex + e , ex — ex 
1°) On utilise les formules d'Euler : cos x = NN = et sin t= ———, 


Soit x un nombre réel. 


ix —it\ 4 fix -ir 2 
DnA à _ {e+e ex — e 
a fa) = (Le ) (S 
= -5 (e4 + 4e? + 6 + 4e + et) (e? — 2 + e") 


1 S CES y aa + , p 
znae A a a a ga] 


1 ptr Ẹ e- 6r eiir "Y g74ir e2ix 4 e-2it 
RSR eue 


… 4 1 1 1 
= — -yy COS 6x —-7 cos 4x + COS 2X +6 

+ : 1 Ds a À 1. = 

On en déduit que la fonctiou F :xr — 795 Sin 6x -pg siu 4x + sin 2x + X 


est une primitive sur R de f. 


2°) a} Soit x un nombre réel. 

On a : glx) = 2 sinx (sin*x cos*x) 
= 2 sinr costr (1 — cos’x)°? 
= 2 sinx costr (costr — 2 cos?x + 1) 
= 2 sinx (cosêx — 2 cosfx + cos{x). 


b) Ou en déduit que la fonction G:xr + cos°x ++ cos7x -- £ cosêr est une primitive sur R de g. 


Pour déterminer les primitives des fonctions du type x > cos” x sin” x (n E N*, m E N*), 
on peut utiliser l'un des procédés suivants. | S ene 

e Si m et n sont de même parité, linéariser cos” x- sin” x 

e Si m et n sont de parités différentes, utiliser la relation cos?r + sin2x = 1 et écrire 
cos x sin™ x sous la forme cos x P(sin x) si n est impair ou sin x P(cos x) si m est impair, P 
désignant un HELENE 
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& 
dE un or FE -+ pre ai e wo TF pE -5 - a a NES A 2 7 
XeFrcCICeS 55: 52725 CE se ff PE PR TL Ep WA DEA AR AE 
_ UR a a PO P A P ER te A ME Ml a RSR ne 


l.a Dans chacun des cas suivants, vérifier que la l.c Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
fonction F est une primitive de la fonction f primitive de la fonction f sur R. 
sur l'intervalle K. 2x — 3 
a) = 7 BA 
a) F(x) = 8x — 1222 + 6x — 7, fu 7 b703 (2x? — 6x + 11} 
x)= — 1)? x(2x? A 
a p-a ci fx) = ee A d) f {x) = 3sin(3x — 2) 
7 «x*+x2+1 


b) F(x) = - 2cos{(3x + 2), 
f(x) = 6sin(3r + 2), 


AP 


If = 2 cosr sinter /) f(x) = x cos(3x? — ET 


K=R. | g 
c) Fi) = j2x+1, 12 Das œan des cas suivants, déterminer la 
1 mire F de la fonction f sur l'intervalle K, 
f) = — , qi Tee ls conditions indiquées. 
V2X + 1 ; se 2 
1 a; fu = ——, 
K= H=; + col à nt 
, = K= }0;+ =j e&t F 2; = 
À: a AL Po 2 z = Son fre 
d) Fx) = ( r 2) One b) f(x) = 3sinr — 4cosr. 
fx) = (x x —1)2+x x) K = et MATA 
MA x e c) fjar- A, 
K=]0;+ co, * Jx 
K=]0;+œ[ et F{1) =1 
1.b Dans chacun des cas suivants, déterminer une d Fej- M odi ma 
primitive de la fonction f sur l'intervalle K. cos”x 
WE. 2 _ = me p Pe. z 
a) f(x) = 4 -5x2 — 1, K=R K=; Z| et F(0) = 1. 
b) flx) =5 +5, K=}; 0l 
dfa = x +2, K = ]0 ; + of 
2x 
d) f (x) = cosx — 2sinx, K= R. 


-0 Fonction logarithme népérien 
— 2.1. Définition et propriétés 
zomm Introduction 


On se propose de déterminer les fonctions de 10 ; + «[ vers R, dérivables sur 10 ; + œ|, qui transforment 
les produits en sommes, c'est-à-dire les fouctions f qui vérifient la propriété : 
pour tous nombres réels x et y strictement positifs, f (xy) = f (x) + fi) (1). 


Condition nécessaire 

On suppose qu'il existe uue telle fonction f. 

a) En posaut x = y = 1, démontrer que : f (1) = 0. 

b) On fixe y. Soit la fonctiou 9: x> fœy) — f(x) — f (y). 

e Justifier que 9, est dérivable sur ]0 ; + «[ et calculer sa dérivée. 

e Justifier que g, est la fonction nulle. | | 

+ En déduire que pour tout nombre réel x strictement positif, on a : yf’ (xy) = f’(x) (2). 


c) L'égalité (2) est vraie pour x = 1 et pour tout y élément de ]0 ; + œ[. On pose : k = f’(1). 


Démontrer que f est la primitive sur 10 ; + œf de la fonctiou x + k à qui s'annule eu 1. 
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Condition suffisante 
k étant un nombre réel, la fonction x AL est continue sur ]0 ; + œ[ ; elle admet donc des primitives sur 
cet intervalle. On désigne par f, celle qui s'annule en 1. 
Soit y un nombre réel strictement positif. On désigne par h, la fonction x > f xy) - f(x) — f, (y). 
e Vérifier que : h (1) = 0. 
* Justifier que h, est dérivable sur ]0 ; + æ{ et démontrer que sa dérivée est la fonction nulle. 
+ a y Pa a . - L4 
° En déduire que f, vérifie l'égalité (1). 


Les fonctions cherchées sont donc les primitives sur 10 : + œ| des fonctions x > k (k e R), 
qui s'annulent en 1. a 
De telles fonctions sont appelées fonctions logarithmes. 


Aana Ae yA 


ses Définition et propriété fondamentale 


Définition | 


La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive de la fonction x > A. sur [0 ; + œ [, qui s'annule en 1. 


e Le logarithme népérien de x est noté In x. 
*Ona:Vxe ]0; + co, (In) (9) = +. 
ú i t=, 


La touche @M® d'une calculatrice permet d'obtenir une valeur approchée du logarithme 
népérien de tout nombre réel strictement positif, 


In 3 = 1,098612 ; In/2+0,346573 : In + = — 0,287 682 : In 10“ =- 11,512 925. 


Propriété fondamentale 


Pour tous nombres réels a et b strictement positifs, on a : In (ab) = ln a + In b. : 


Cette propriété est une conséquence de l'introduction. 


ua 


BAES PP à eta? 
ERwæe% Autres propriétés | 


Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et pour tout nombre rationnel r, on a : 


H ml=-ina ; (2) m£-lba-hb : (G) bo=rma 
: a | b F 


Démonstration 


Soit a et b deux nombres réels strictement positifs. 
Tr À = In (1 = In 1 = 0: TL AN 
(1) On a : In rtma=hm(z x a) = In 1 = 0 ; donc : In = — ]n a. 


(2) On a : In + =h (ax z)=lna+mn}=ma-lnb. 


(3) + Démontrons par récurrence que: Y ne N, lna=nlna. 

— La propriété est vraie pour n = 0 ; en effet, on a : In @ =]ln1=0=0xlna. 

— Snpposons la propriété vraie pour un entier naturel k, c'est-à-dire : In a* = k ln a. 
On a : In a**t = In(a* x a) = ln a% +lna=klna+lna=(k+1)lna. 

La propriété est vraie pour k + 1. 

Donc :VreN,iIna'=nlna. 
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+ Démontrons que: V p e Z, In aP = p hna. z 

Soit p un entier relatif. 

— Si p est positif, la propriété a déjà été démontrée. 

— Si p est négatif, alors — p est positif et on a : ln a? = Ìn —, = — lna? = p lna. 
Donc : V pe Z, lna’ =p lna. i 


+ Démontrons que: Y re Q, lna"=rlna. 


Soit r un nombre rationnel. Il existe deux nombres entiers p et q (p € Z, q € N*) tels que : r= È. 
Ona:qln af =In(af)"=In æ =p ln a; donc : ln af = Lin a. 

Donc: Yre Q,Ina'=rlna. 

Remarque : 


En particulier, pour tout nombre réel a strictement positif, on a : In Ja =4 ina. 


___ 2.9. Étude de la fonction In 


ze Dérivée et conséquences 
L'ensemble de définition de la fonction In est ]0 ; + of. 
La fonction In est dérivable sur ]0 ; + [| et sa dérivée est la fonction x _— i 


Or:Vxel0; +l, 1 > 0 ; donc, la fonction In est strictement croissante sur ]0 ; + æl. 
On en déduit les propriétés suivantes. 

Propriétés 1 

Pour tous nombres réels a et b strictement positifs, on a : 

e Ina=lný si-et senlement si a=b s . Iina<lnb siet seulement si a< b., 
Remarque 


En particulier, ona: Inx=0 & x=1; 
inx<0 & DO<x<l1; 
Ihnx>0 e x>i. 


La fonction In est dérivable en 1 et son nombre dérivé est 1 ; on en déduit les propriétés suivantes. 


À + Va ‘lim MA+2 _; 
x=>1 x-1 6 x — 0 xX 


anarem Etude aux bornes de l'ensemble de définition . 


e lim Unx=+ F e lim ln x=- %. 
X — +% x — 0 
Démonstration 


e La fonction In est croissante. Si elle était majorée sur ]0 ; + +{, elle admettrait une limite finie l'en + co, 
En posant u = 2x, on obtiendrait : l = lim In u= lim In2x=lim (ln 2+Inx)=In2 +1. 
| U — +% x> + 00 X— + 
On aboutit à une contradiction, car In 2 > 0. 
On en dédnit que la fonction In est croissante et non majorée snr ]0 ; + œ| ; 


donc : lim, ln x =+ œ (cf. chapitre 9, § 1.3.). 
« En posant u = L, on obtient: lim lnx=lim ln = lim (-Inu)=-0e. 
X x = 0 u — + co LL u — +% 


La droite (OJ) est asymptote à la courbe représentative de la fonction In. 
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Démonstration 


e Soit (6) la courbe représentative de la faction In. 

La fonction ln est deux fois dérivable sur 10 ; + œf et sa dérivée seconde est la fonction x > — E 
Or:Vxe Jo +o L < 0 : ns [£ est en tout point située au-dessous de sa tangente. 
Une équation de la tangente à [$] zu point d'abscisse 1 est : y = x — 1. 

On en déduit que: Vxe]|0;+={|. lnr <r-1 <x. 


Soit x un élément de [1 ; + =f. 


PT & -: nx 2 
Ona:0<ln,x <,x. Donc: 0< > =< -L c'est-à-dire : TEP -——. 
2 x VX x lx 


y 
Or: lim Z ebie i uin PE, N 


LT +o VX I+ À 
(6) admet en + œ une branche parabolique de direction celle de (OI). 
+ En posant u =, on obtient: lim x In x = lim (- au) = 0. 
x x— 0 U — + co U 
Le nombre e 


e La fonction ln est continue et strictement croissante sur ]0 ; + æl : 


de plus : lim Inx=-etlim ln x= + œ. Donc, la fonction In est une bijection de ]0 ; + -f vers R. 
X — EET PR 


° On note e l'unique nombre réel tel que : In e = 1 ; e est appelé base du logarithme népérien. 
On a : e = 2,718 281 828 456. 


. Pour tout nombre rationnel r, on a : In e" =r ln e =r. 


Remarque 


La notation e a été donnée par EULER qui démontra que ce nombre est irrationnel. Le mathématicien 
Charles HERMITE démontra en 1873 que cette constante mathématique, presque aussi célèbre que n, est 
un nombre transcendant, c'est-à-dire qu'il ne peut être solution d'une équation polynômiale à coeffi- 
cients entiers." 


= Courbe représentative de la fonction In 


On déduit des paragraphes précédents le tableau de variation et la courbe représentative (6) de la fonc- 
tion ln, ainsi que les tangentes aux points g abscisses 1 et e. 


Tableau de variation neira PRIMES 


Remarques 

+ La tangente à (6) au point d'abscisse 1 a pour 
coefficient directeur 1. 

e La tangente à (€) au point d'abscisse e a pour 
équation : y = TX; donc, elle passe par l'origine 
du repère. 
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9,3. Travaux dirigés 


asam |. Résolutions d'équations 


Résoudre dans R les équations suivantes. 


In (2x — 3) + 2 In (x + 1) = In (6x - 3) (1) ln (x + 2) = 1 + ln (x ~- 3) (2) 
(In x)? -6 lnx+5=0 (3) (n r) +7lnx-6=0 (4). 
Solution 
Résolution de l'équation (1) Résolution de l'équation (2) 
Contraintes sur l'inconnue : Contraintes sur l'inconnue : 
2x—-3>0 x+2>0 nait 3 
(rio = xE 3; + cd. x—-3>0 5 RES 4 + EL 
6x-3>0 Soit x élément de j3 ; + of. 
Soit x élément de 3. + co]. (2 = ln (x + 2) = In fe(x — 3)] 
- 2 = x+2- e(x — 3) 
(1) &  Inf[(2x-—3)(x + 1}?] = ln (6x — 3) 3e + 2 
& (2x —3)(x +1)? = 6x — 3 US TE i 
æ  x(2x*+x-10)=0 L'ensemble des solutions de l'équation (2) est : 
& x{2x + 5x — 2) = 0. pe + 2 
L'ensemble des solutions de l'équation (1) est : {2}. e-13 
Résolution de l'équation (3) Résolution de l'équation (4) 
Contraintes sur l'inconnne : x € J0; + œl. Contraintes sur l'inconnue : x € 10 ; + ol. 
Soit x élément de ]0 ; + «[ ; posons : X = In x. Soit x élément de ]0 ; + «| ; posons : X = In x. 
(3) > X2-6X+5=0 (4) © `” X*+7X-6=0 
5 (X — 1)(X — 5) = 0 = (X +1)(X-3)(X + 2) = 
5 (n x- 1)(ln x — 5) = 0. © (In x + 1)(ln x — 3)(ln x + 2) = 
L'ensemble des solutions de l'équation (3) est : L'ensemble des solutions de l'équation (4) est : 
{e ; e}. fer? : e; e}, 


Pour résoudre une équation comportant des logarithmes, on peut utiliser le procédé suivant : 
e déterminer les contraintes sur l'inconnue ; 
e se ramener à une ou plusieurs égalités de la forme : Ìn a = In b. 


LL mé m pe ed 


rmz 2. Résolutions d'inéquations 


Résoudre dans R les inéquations suivantes. 


In (x + 2) + In (x + 4) < In (x +8) {1} In (x? — 4e?) < 1 + In (3x) (2) 
(1 — In x)(3 + In x) > 0 (3) {In x} +2Inrxr-15<0 (4). 
Solution 
Résolution de l'inéquation (1) Résolution de l'inéquation (2) 
Contraintes sur l'inconnue : Contraintes sur l'inconnne : 
x+2>0 (x + 2e)(x — 2e) > 0 = ess 
feta>o =. xe |-2;+of. 3x > 0 : i 
x+8>0 Soit x élément de ]2e ; + ol. 
Soit x élément de |- 2 ; + æl. (2) & In (x? — 4e?) < In (3ex) 
(1) = In [x + 2)(x + 4)] < In (x +8) & x? — 4e? < 3ex 
= (x + 2)(x+4)<x+8 > (x + e)(x — 4e) < 0 
5 xt + 5x <0 & -e <x<4e. 
= -5<x<0. L'ensemble des solutions de l'inéquation (2) est : 
L'ensemble des solutions de l'inéquation (1) est : ]2e ; 4el. 
}-2 : ol. 
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Résolution de l'inéquation (3) Résolution de l'inéquation (4) 
Contraintes sur l'inconnue : x € 10 ; + of. Contraintes sur l'inconnue : x e 10 ; + cl. 
Soit x élément de ]0 ; + «| ; posons : X = In x. Soit x élément de ]0 ; + =[ : posons : X = In x. 
(3) & (1-X)(X + 3)20 (4) = X2+2X-15<0 
= —3<X<1 & (X + 5)X —-3)<0 
= —3<Inx<1 — —5<X<3 
& e? <rse. = —-5<Inx<3 
L'ensemble des solutions de l'inéquation (3) est : = eS srce. 
[e3 ; el. L'ensemble des solutions de l'inéquation (4) est : 
[es ; e]. 


; V Pour résoudre une inéguation comportant des logarithmes, on peut utiliser le procédé suivant : 
= © déterminer les contraintes sur l'inconnue ; . 
° se ramener à une ou plusieurs inégalités de la forme : In a < In b. 


—— 


EEN 3. Calculs de limites 
Calculer les limites suivantes. 
à À | : a. X+i ; ; r 
a) ai (In x) - b) im, x In = > c) lim, 2 In (x ~ 1). 
Solution 


a) Soit x élément de ]0 ; + cœ[ ; on a : x(ln x}? = (,x ln x)? = (2/x In/x } = ee In/x }. 
Posons : u = {x : on a: rs x (In x)? = ah 4(/x In/x } = lim RC In u)? = 


1 In (1 2) 
b) Soit x élément de 10 ; + œl ;ona:xln = ER LE : © 


1 n x+1 ; 
Posons : v= — ; on a : lim (x In =) = lim —— = |. 
X X +0 x D20 D 


zlo (x — Al = lim [& + J-a ue S | 


c}Posons :u=x-1;ona:lim [= 


Ptit 
lnu 
Or : lim = 1; donc: lim Es: > ln (x — 1)|=2 
u—1 U—1 
Es PTS ner A APT ERA EN EP DST LÉ E RA E E E ET 
PA A E XerciIices EL TS SR SR E OR SE a 
2.a 1. Exprimer chacun des nombres suivants en 2.d Résoudre les systèmes suivants. 
fonction de In 2 : 5 JEN 2 Inx + lny = 3 F + y? = 130 
In 8 ; M ; In /2 ; In2,2 ; ne 4 Inr — 3 lny =- 7 Ine + luy = ln 63 
2. Exprimer chacun des nombres suivants en 
fonction de In 3 et In 5 : 2.e Résoudre dans R les inéquations suivantes. 
X 
m15 ; n45 ; In £È - In 755. a} 1+ lnr <0 b) pz £0 
c) (x — e) lnx- 1)>0 
| = Sn i d) In(3x + 2) < ln(x — 1) e) xln|x| <0 
+ Modes apéperain PinGr+2)> ne g9 ma? > 0. 
c) In(x? — 4r + 5) =0 d) (x? — 1)Inx = 0 es 
e}n(2x + 1) + In(3 — x) = In3 + In(1 — 3x). 2.f Calculer les limites suivantes. 
ajlim (x-Inx)  bj)lim A 
Tree I +te 
2.c Développer l'expression (x + D(2x _ 3x + 2) et c) lim Jx Wir - d) lim J 
en déduire la résolution des équations suivantes. Suis #1 1— 
a} 2 ln?(x + 1) — 3 lo?(x + 1) -3 infr +1}+2=0 : Inx — 1 NE 0 Eu z 
b) 2 Inx + In(2x — 3) = In(3x — 2). : Sr Lt Rs - g Cen 
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3 Fonctions comportant In 


_ 3.1. Fonction Inou 


az Dérivée de Inou 


Propriété 
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur wn intervalle K. 


La fonction Inou est dérivable sur K et on a : (neuf =E, 


Cette propriété découle du théorème de dérivation des foncions composées. 
La fonction Inou est également notée In u. 


Exemples 
e Soit la fonction f : x > lng — 4). 


Considérons la fonction u : x — x° — 4 ; u est dérivable et strictement positive sur } œ ; — 2{[ u ]2 ; + ol 
et a pour dérivée la fonction w : x> 2x. 


s eae 
Donc, f est dérivable sur ]— œ ; — 2[ U ]2 ; + æf et a pour dérivée la fonction f” : x => T- rh 


e La fonction x +> In (In x) est dérivable sur ]1 ; + | et a pour dérivée la fonction x 


xinx 


suc Primitives de +- 


D SE 7 


Soit u une fonction dérivable et ne s'annulant pas sur un intervalle K. 
La fonction admet pour primitive sur K la fonction Ino |u]. 


La fonction Ino |u| est également notée In| ul. 


Démonstration 


La fonction u est continue et ne s'annnle pas sur K ; elle est donc de signe constant sur K. 
e Si u est strictement positive sur K, alors la fonction lnou est dérivable sur K et a pour dérivée a 


e Si u est strictement négative sur K, alors la fonction Ino(- u) est dérivable sur K et a pour dérivée £ —. 
On en déduit que la fonction In [u| est une primitive sur K de + —, 


Exemples 

e La fonction x = a pour primitive sur }- œ ; O[ et 10: + œf la fonction x In|x|. 

e La fonction x > tari x a pour primitive sur LE, la fonction x > — In(cos x). 
2x —3 


e La fonction x a pour primitive sur [1 ; 2[ la fonction x > In(- x? + 3x — 2). 


x? —-3x +2 


Dans ce paragraphe, (€) désigne la courbe représentative de la fonction f. 


sua Étude de la fonction f : x > - 1 + (in x}? 


Ensemble de définition 
On a : D, = 10 ; + of. 
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Dérivée et sens de variation 
La fonction f est dérivable sur j0 ; + ef et sa dérivée est la fonction f’ : x > 
Ona: f'(1]=0; 

Vxe ]0;1{, f'(x) < 0 ; donc, f est décroissante sur ]0 ; 1[ ; 

Vxre ]1;+ 0, f(x) > 0 ; donc. f est croissante sur ]1 ; + vof. 


Étude aux bornes de l’ensemble de définition 
e On a: lim f(x) = + œ ; donc. la droite (O7} est asvmptote à (€). 
> 


2 inx 


. Ona: lim f(x)=+; Courbe représentative 
r+ i 
f | — 7 
lim fu) = lim [-++ Meaka y] =0. | | 
roto À X +5 X x El i 


Donc, (€) admet en + œ une branche parabolique 
de direction celle de (OI). 


Tableau de variation 


aere Etude de la fonction f : x In m ; | 
Ensemble de définition | 
Ona:D,=R\(-1;01. 


Dérivée et sens de variation 


La fonction f est dérivable sur }-  : — 1f U }- 1 ; O[ U J0 ; + œf et sa dérivée est la fonction f’ : x PE | 
| xfx + 


Ona:Vxre ]-c ;—1[ 0 10 ; + cf, f’(x) > 0 ; donc, f est croissante sur ]- œ ; — 1{ et sur ]0 ; + oo! ; 
Vxe |-1;0{, f(x) < 0 ; donc, f est décroissante sur |- 1 ; Of. 


- Étude aux bornes de à de yn 
x x 


e On a : lim In EE =0 et lim In E = 0. 


Donc, la droite (OI) est asymptote à (6). Courbe représentative 


= — œ ; donc la droite (OJ) 


. M X 
° On a: lim, In Sr 
est asymptote à (€). 


e. Ona: lim in = + © ; donc, la droite (A) 


x 
x ——-1 x+1 
d’équation x = — 1 est asymptote à (6). 


Tableau de variation 


La courbe suggère et on démontre que o(-7: 0) est un centre de symétrie et un point d'inflexion de (6). 
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LA F xercices AE 
3.a Dans chacun des cas suivants, préciser l'en- 3.d Soit la fonction fix <= Ea 
semble de dérivabilité de la fonction f, puis ne xl + 1) 
déterminer sa dérivée. 1. Déterminer deux nombres réels a et b tels 
ja 
a) f{x) = x? — 3 + ln{- 2x — 1) que: Vre R\1{-1;0},/f{x) a DS TT 
b) f{x) = In(x° — 7x +6) 2. En déduire les primitives de f sur |- 1 ; Of. 
c} f(x) = Infx — 1} + In(r - 6) ú 
d) flx) = Inf{x — 1){x — 6)]. 3.e Le repère (O, I, J) est orthonormé. Déduire de la 


courbe représentative de In celles des, fonc- 


b j ý tions suivantes. 
3. Dans chacun des cas suivants, déterminer la 


dérivée de la fonction f sur l'intervalle K. 

a) flx) = Ir(sin x) et K=10:7xl 

b) flx) = In(sin x°) et K= ]0; nl af 
c) f(x) = tan(Inx) et K=}t:ef 

d) fix) =n; -3x et K=},3;0l. 


b) x> ln(- x) 
d} x> 1 + lnr. 


a} x> -— lnr 
c) x> 2 -— Inr 


Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs 
courbes représentatives. 


a} x 1> x -— lnx b) x > 2E 


c}xe x lnr d) x> 2 In(x + 1) - lnx. 


3.c Dans chacun des cas suivants, déterminer jes 
primitives de la fonction f sur l'intervalle K. 


a) fix} st gt En al 3.g Soit la fonction f définie par : 
x-2 ME , 
= flx) = pz six #0 
DU = a K=J pee. 
c) fix) = 2x —1 -4 et K = ]0 : + cf ns Ja continuité et la dérivabilité de f 
d) fix) = _ æti et K=R. 2. Étudier la fonction f et tracer sa courbe 
3x? + 3x +1 représentative. 


-Æ Logarithme décimal - RER 


_ 4,1. Définition et propriétés 


Les fonctions logarithmes sont les primitives sur ]0 ; + œ[ des fonctions x + k (ke R), qui s'annulent 
en 1 (cf. § 2.1.). Ces fonctions sont de la forme : x k lnx. 


Celle qui prend la valeur 1 en 10 est appelé fonction logarithme décimal. Elle est utilisée daus de nom- 
breux domaines des sciences expérimentales. 


f ad à lez. à 
On a : kin 10 = 1 ; donc : k = 7g 


Définition 


La fonction logarithme décimal, notée log, est la fonction : x pu ; 


e L'ensemble de définition de la fonction log est ]0 ; + «1 ; le logarithme décimal de x est noté log x. 


# + G op 3 Sne: eS 
Ona:Vxe ]0; +œl[, (log} (x) Fiai 
e log 1 = 0 et log 10 = 1. 


La touche er d'une calculatrice permet d'obtenir une valeur approchée du logarithme 
décimal de tout nombre réel strictement positif. 


log 3 = 0,477 121 ; ln /2=0,150514 ; In Ÿ=-—0,124 938 ; In 0,003 =— 2,522 878. 
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Propriétés 


Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et pour tout nombre rationnel r, on a : 


(1) log (ab) = log a + log b ; (2) log À = — log a ; 
(3) log = log a - log b j (4) log e" =r log a. 
oe POETO 
IREMAarque 


En particulier, on a : cs 
e pour tout nombre réel a strictement positif, log, a 
e pour tout nombre rationnel r, log10" =r. 


A à 
= loga; 


4,9, Utilisations du logarithme décimal 


apesan En arithmétiq ue 


1°) Démontrer que pour tout entier naturel p s'écrivant avec n chiffres, on a : 
n = 1 + Ellog p). où E désigne la fonction partie entière. 


2°) Le plus grand nombre entier premier connu en 1998 était : p = 2°°21 377 - 1, 
Avec combien de chiffres s'écrit ce nombre ? 


Solution 


1°) Soit p un entier naturel. 

p s'écrit avec n chiffres signifie que : 10? < p < 10". 

La fonction log est strictement croissante, donc : n — 1 < log p <n. 
On en déduit que : n — 1 = E(log p), c'est-à-dire : n = 1 + E(log p). 


2°) Tout d'abord, on pent vérifier qu'une calculatrice scientifique, même performante, ne permet pas de 
conclure. Utilisons la fonction log. 

On a: log (p + 1) = 3 021 377 log2 et log 2 = 0,301 029 995. 

Donc : log (p + 1) = 909 525,105 2. 

On en déduit que p + 1 s'écrit avec 909 526 chiffres. 

Or, p + 1 n'est pas de la forme10”, sinon on aurait p = 10"-1etp serait multiple de 9. 

Donc, p + 1 et p s'écrivent avec le même nomhre de chiffres, c'est-à-dire avec 909 526 chiffres. 


aenscs En chimie 
On évalue l'acidité ou la basicité d'une solution aqueuse en calculant son pH (potentiel hydrogène) 
après avoir déterminé sa concentration en ions H,0* {en moles par litre). 


Toute solution aqueuse contient des ions H.0* et des ions OH... On désigne respectivement par [H,0*] 
et [OH] le nombre de moles par litre de H,0* et de OH-. On vérifie expérimentalement qu'à 25°C le pro- 
duit [H,0*] x [OH] est constant et égal à 107". De plus, on ne considère que des solutions acides ou 
basiques, de concentration maximale égale à 1 mole par litre. 

Le pH d'une solution est définie par : pH = — log [H,0*]. 


1°) a) Sachant que dans l'eau pure on a [H,0*] = [OH], calculer le pH de l'eau pure à 25°C. 

b) Une solution est dite acide si elle contient plus de moles d'ions H,0* que de moles d'ions OH, 
basique dans le cas contraire. Déterminer les inégalités vérifiant le pH d'une solution acide et le pH 
d'une solution basique. 


2°) Le pH d'une solution d'acide fort est 2. 

a) Quelle est sa concentration en ions H,0* ? 

b) Que devient cette concentration si le pH, après dilution, augmente de 1 ? 

c) Quel volume d'eau pure faut-il ajouter à 10 cm? d'une solution acide pour que son pH passe de 3 à 5 ? 


3°) Quel volume d'eau pure faut-il ajouter à 10 cm d'une solution de base forte pour que son pH passe 
de 12 à 9 ? 
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Solution 


La courbe ci-contre représente les variations de [OH] en 
fonction de [H.,0*]. 


1°) a} On a : [H,0*] x [OH] = 107 et [{H,0*] = [OH] ; 
donc : (H,0*] = 107. 
On en déduit que : pH = - log [H,O7] = 7. 


b) + On suppose que la solution est acide. 
On a : [H,0*] > [OH] ; 

donc : ([H,0*]} > [H,0°] x [OH ; 
c'est-à-dire : ([H,0°]} > 107% ; 

d'où : [H,0*] > 107. 

De plus, [H,0*] < 1 ; d'où : 107” < [H,O"] < 1. 

On en déduit que : — 7 < log{|H,0*]) <0 ; donc:0<pH<7. 10714 107  Solutionacide 1 
Le pH d'une solution acide est tel que : 0 < pH < 7. 


+ En supposant la solution basique, on démontre de manière analogue que : 1077 < [OH] < 1 ; 
donc : 107 < [H,0*] < 107 et 7 < pH < 14. 


Le pH d'une solution basique est tel que : 7 < pH< 14. 
Une solution dont le pH est égal à 7 est appelée solution neutre. 


2°) a)Ona:pH=2 & log [H,0*] =- 2 ; donc : [H,0*] = 10"? moles/litre. 

b) Si le pH augmente de 1, on a : pH = 3 ; donc : [H,0*] = 10% moles/litre. 

La concentration est donc divisée par 10. 

c) Les concentrations respectives en ions H,0* de la solution initiale, de l'eau ajoutée et de la solution 

finale sont 10°, 1077 et 10%. 

Désignons par v le volume initial et par x le volume d'eau ajouté (exprimés dans la même unité). 

On obtient : 0.10% + x.107 = (v + x) 10% & v.104 + x = (v + x).102. 

104 — 10° 
10? — 1 

Si v = 10, alors x = 1 000. Il faut donc rajouter 1 000 cm”, c'est-à-dire 1 litre d'eau pure. 


On en déduit que : x = v = 102,v. 


3°) Un raisonnement analogue, avec les mêmes notations, nous permet d'écrire : 
v.10 2+x107 = (v + x). 10°  : v + x.10° = (v + x).10°. 

v _ +. 50-4 999 
On en déduit que : X = 105 10 D = "ag 
Si v = 10, alors x = 0,1. Il faut donc rajouter 0,1 cm”, c'est-à-dire 0,1 millilitre d'eau pure. 


10%, ; donc : x = 10 2.0. 


nn E LP a + a f Pf |” a EE, F7 m = = ET y . LEP S F — z =» a n m 
xercices ARE A ME Rs =. CE F” E r AP a RS $ Poar IHF "g ETAS i n 
Pa M WE ss D" Lpis 2 Lis Ed CPE r o A TT An a un W ns EL de 5e or 


4.a Résoudre dans R les équations suivantes. A.C On donne : log 3,51 = 0,545 31. 
a) log(3x? — 4x + 1)=1 1. Calculer les logarithmes de chacun des 
i i nombres suivants : L > 
b) 6 — 5log*x = 13 log x 351 ; 35100 ; 0,0351 ; (35,1) ; 0,351. 
(x — 1)(log x + 1) 2. Déterminer les nombres qui ont pour loga- 
EE PE rithmes décimaux respectifs : 
log x p - 


1,545 31 ; 0,45469 ; 3,545 31 ; 0,06059. 


Ab Résoudre les systèmes suivants. : | | nn «à 
log(xy) = A.d Déterminer un entier naturel n tel que 2" s'écrive 
a} j Pin y = 29 avec le même nombre de chiffres que 1999®°. 
b) | 2logr — 3 logy = 9 | 
FT = 6logx + 5logy = — 19 
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Le-plan est muni du repère (O, I, J. 


APPRENTISSAGE 


Ərimitives 


Í Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur un intervalle K que l'on 


précisera. 

a) fx) = 3x7 - x +7 b) fx) = 5x — 2 + 5 

c) f(x) = x + EM d) fix) = cosx — 5 sinx 

e) fx) = = P fx) = sin $ —5 cosax. 


2 Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur un intervalle K que l'on 
ArmA 


a) x) = (2x? + 1} b) fx) = (x + 1)/(x — 1) 
c) fx) dt d) fx) = CT 
i Jx 


3 Dans chacun des caş suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur R. 


a} fix) = 3(2 — 3x)’ b) fx) = (x? + x + 1)(2x + 1) 
c} fix) = x(t — 5) d) fx) = 4x(x° — 1}. 


& Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur l’intervalle K 


VS = GR aea et K=]-+;1l 

b) fx) = uy et  K=]-1;+œl 
1 

o) E —— à t Boa 0 ; + 

c) fx) = Rd. e JO ; + oo[ 

DA = - ES E -eiL 


5 Dans chacun des cas snivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur un intervalle K que l'on 
précisera. 


2x Bað 
} fœ) = —— b) fx) = —— = 
Rd 777 Na =- — 
c) fx) = x V1 - x d) fx) = PES 


v(x? + 3x +1)’ 


6 Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
primitive F de la fonction f sur l'intervalle K, qui véri- 
fie la condition indiquée. 


a) fix) = sinx cosx, K=R et F(5) = 
b) f(x) = cosx sin°x, = _K=R et F(0}= 3 
c) fx) = 2x sinx, K=R et F(0)=2 

41 _ COS T) 
d) fx) = FSE, K=lJo;nl et F(5)=3. 
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7 Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur l'intervalle K. 


a) fix) = sinx cosx(cos2x + 1)* et K=R: 
b) fx) = K + tanĉx) tan°x et Ke. H F , s 
1 
c) fx) = sine et K = ]0 : + oo! 
A _ Sint IT 
d) fix) = == et K=}-5:2 


COsx 


& Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur R. 


a) fix) = costx b) f{x) = sinfx 
c} fx) = sinx d) fx) = cos?x sin?x 
e) fix} = cos?x sin?r f) fx) = cos?x — sin?x. 


x° — x? — Bx +8 
Ce 

1. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que : 

VxeR\ (24, flx) = ax + b+ 

2. En déduire les primitives de f snr ]2 ; + cl. 


LA 


9 Soit la fonction fixer 


49 Soit la fonction fixe nn cs, 
- 1 — sinx 
En remargnant que Y x e€ |- + žo 


n 1 + sinr 
1— sinkt (1—sinx)(1 + sinx) 
déterminer les primitives de f sur J 5 ; 5l. 


Fonction logarithme népérien 


{1 Soit n un entier naturel strictement supérieur 
à 1 et k le nombre de ses diviseurs premiers. 
Démontrer que : ln n > k In2. 


12 Simplifier les sommes suivantes. 
a) ln (/3 +1) + In (/3 1) 
b) ln (2+/3)+1n (2-3) 


(ST + (S 


dj In2 + In(2 + /2) + In(2 + Ÿ2 + /2) + In(2 — y2 + T2). 


{3 1. Calculer : nt; ln le: nee ;ln dE, 


2. Simplifier : In e? — ln e2: 5 nt +4 In eje. 


14 Démontrer que pour tont x élément de 
10 ; + «e[, on a : In(1 + x) = Ine + Inf1 +2). 


15 Dans chacun des cas suivants, comparer les 
nombres réels x et y, sans utiliser de calcnlatrice. 


a£t=ins et y=in2+In3 
b})x=31n2 et y = 2 In 3 
c} x = 4 In 3 et y=4n2+In5 


d} x = In Je et y=} 
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16 Déterminer et construire les ensembles (E.), 
(E,), (E.), (E,) des points du plan dont les coordonnées 
(x ; y) vérifient respectivement : 


(E,) In(xy) = Inx + lny 

" (E,) ln(x + y) = lnv + Ing 
(E) In EE -1 (Inx + Iny) 
(E,) In | x | +Inlyl = Ô. 


17 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Utiliser la courbe représentative de la fonction loga- 
rithme népérien pour représenter graphiquement cha- 
cune des fonctions suivantes. 
b) x => [inx | 
d) x > In(x — 1) + 2. 


a) x => Inż 
e} x> ln(x + 2) 


18 Dans chacun des cas suivants, déterminer 
l'ensemble de définition de la fonction f 


a) x) = lnx? b) fix) = In x + ln(x +1) 
c) fx) = mfx(x + 1)] d} fx) = In 5 = s 


19 Dans chacun des cas suivants, calculer les 
limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de 
définition. 


a) fx) = In(x + 1) 
c) fx) = In(x? — x — 2) 


b) fx) = In(2 — x) 
d) fx) = Inž +. 


2—x 


26 Dans chacun des cas suivants, calculer la limite 
de la fonction fen + ce. 


a) fu) = -2 


DA = aines T 


c) fx) = (x) -ln(x +1) d) f) = BESES i 


= mx à - ma +x) 
ie x Afa) 1+x 
g) fx) = as "I h} x) = x In(1 +2). 


21 Dans chacun des cas suivants, calculer la limite 


de la fonction f en 0O (éventuellement à gauche et à 


droite). 

a} fx) = ee : b) fx) = Inx + In2x 
c) fx) bOs x) d) fx) = In(1 + x?) 
e) fix) = SEEN 1) 1 x) = x In( 1 ++) 
g) fix) = pre h) flx) = x In°x. 


Z2 Résoudre dans R les équations suivantes. 
a) (x — 2) Inx- 2) = 0 
b)In{x?-x-1)=0 
c) In(x + 3) + In(x + 5) = In15 
d) ln(x + 2) + In(x — 2) = In45 
e) ln(x + 4) + ln(x — 2) = In(5r — 4) 
f) In(2x + 8) — In(3x + 2) = ln(x +1) 
g) ln |x + 1| +Inlx+5|=1n15 
h)inl2x-5| _]nl3x+2|-=inlr+1l. 


23 Résoudre dans R les équations suivantes. 
a) ln(x + 3) + In(x + 2) = ln(x + 11) 


b} In{x* + 5x + 6) = ln(x + 11) 
Li —xX — 11 
c) ln{— x- 2) = ln EFFY g 
d} Infx + 2) = in(— x — 11) — In(x + 3). ; 


2% Résoudre dans R les équations suivantes. 
3lm-x — 5lnr + 2 = 0 


b) lx = (1 — 2ln2) lnx — 2ln2 = 0 
c'21m + 1) — 9ln?(x + 1)—-2In(x+1)+9-0 
di lyr 2 2h7r + lnr +2=0. 
25 Résoudre dans R les inéquations suivantes. 
al in{?2r - e) >1 
bj) I2 —- 3r >00 é 


ci lel? — x = finir = 4) > In(3x +2) 
d) imr <2 

Er + 1) <br +3) 

mär + 21 < rt — 4) 


il> mr 
X 


= m 


PLT) 


26 Résoudre dans R les inéquations suivantes. 


al{1-fnr}f{2-+-nrj>0 lzr-2Inr-32>0 
lnr- 2 1 + lnr 1-Inx 

o rsi S aE n TETA TA 
27 Résoudre les svstèmes suivants. 

| aat b PASAO 
Inx + lny = 2in12 In(x + y} = 1 
x? — y? = 700 Inx + 3lny = 1 

of 4 d) | 20 
lnr — lny = 2n = 3lnx — 2lny = CE 


Fonctions comportant In 


28 Dans chacnn des cas suivants, préciser l'en- 
semble de dérivabilité de la fonction f, puis déterminer 
sa dérivée. 


a) fx) = xn lx | b) fx) = In2x 

c) fx) = j Inx d) fix) = Jx Inx 
d= PIN = > 

g) fu) = h) fx) = LE. 


2% Dans chacun des cas suivants, préciser l'en- 
semble de dérivabilité de la fonction f, pnis déterminer 
sa dérivée. 


a) fx) = In(- x) b) fix) = In{2x + 1) 


c) fx) = In/x d) fx) = In(2x° — 3x + 4) 
e) fx) = n Pa = nH 
g) fx) = ME z 2| h) fix) = cos{lux). 


36 Soit fla fonction définie par : 
fix) = (x-1), six <1 
loue - six>1 
a) Démontrer que f est continne sur R. 
b) Étudier la dérivabilité de fen 1. 
Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 


31 Soit g la fonction définie par : 
glx) = 3x? + 2x + 1, six <0 
À de 4 4à Inte  1) six>0 
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a) Démontrer que g est continue sur R. 
b) Étudier la dérivabilité de g en 0. 
Interpréter graphiquement le résultat obtenu 


32 Dans chacun des cas suivants. déterminer les 
primitives de la fonction f sur l'intervalle K. 


RE : Š 
MORE TT et K=R 
b) fx) = —=— et K=]-2;+2] 
X<— 4 
c) fx) =2 + —— + 3 e K=} œ;-—2[ 


x+2 (x+2F 
e K=}-00 :— 11. 


Ds 1 LL y = 
) fx) x +1 r +i 


33 Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
primitives de la fonction f sur l'intervalle K. 


n A et K=]}]0; +f 
bf , et K=]0; + 
c) fx) = = et K=|0 ; 3 


A Sint + COST <=]5: H 
1 +tan°x "ais 
e) fx) = ane et K =]o ; -E 


34 Dans chacun des cas suivants, déterminer 
deux nombres réels a et b tels que : 


v xe RN\ {2}, fx) = 


— 2) 
En déduire une primitive de f sur ]2 ; + cel. 
ee _1-2x 
a) fx) = b) fx) = — 
c) fax) = 1 d) fa) = =. 
2x? -x-2 


35 Soit la fonction f : x =———— |, 
2x? + 3x +1 
1. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que : 
-dy fx) = a + 2 4 © 
VrxeR\{-1; zbi) = a + TA Ed 
2. En déduire les primitives de f sur H4 , + e|, 


x? — 4x +2 
(x - 3} 
1. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que : 


ui gen ao Es 
VreR\1{3}, Âx)= a+ MS Te 


2. En déduire la primitive F de f sur ]- œ ; 3[, telle que : 
F(2) = 


36 Soit la fonction f: x > 


37 Soit la fonction f: x => == a 


1. Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que : 
bx + c 
-1 x +x+1 
2. En déduire la primitive F de f sur ]- œ ; 1[, telle que : 
F(- 1) = — ln2. 


38 ns fet g les fouctious définies par : 


osx sinx 
fx) = ————=— et gx) = ——. 
COSX + sinr cosx + sinr 
Déterminer successivement les primitives sur [o 


de chacune des fonctions f+ g, f- g, fetg. 


2% Vérifier que la fonction x > xlnx est dérivable 
sur ]0 ; + œ[, puis déterminer sa dérivée. 
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5]. 


+ 


En déduire une primitive de la fonction logarithme 
népérien sur ]0 ; + cl. 


ZÜ Dans chacun des cas suivants, étudier la fonc- 
tion fet Nage sa courbe représentative. 


Eu … 3 - 3-inx 
a} fx) = 1 + 2inx b) Rx) Da 
g) fx) = = d) fx) = Ine?. 
441 Soit f la fonction définie par : 
fx) = xln |x „air A0 
fo = c 


1. Justifier que f est continue en 0. 
2. Démontrer que fest impaire. 
3. Étudier fet tracer sa courbe représentative. 


4% Soit f la fonction définie par : 
fix) = In(x + 1) — In(3 — x). 
1. Étudier fet tracer sa courbe représentative (€). 
2. a} Démontrer que (€) coupe l'axe (OI) en nn seul 
point Q dont on déterminera les coordonnées. 
b) Démontrer que Q est un centre de symétrie de (6). 
c) Donner une équation de la tangente (T) à (€) en Q. 
3. Démontrer que l'équation f(x) = 1 admet une solution 
unique dont on précisera un encadrement à 107! près. 
4. Résoudre graphiquement l'inéquation : x — 1 < flx). 


43 Soit f la fonction définie par : fx) = x + Jai +1. 
1. a) Déterminer l'ensemble de définition D de F et 
démontrer que : Y x e D, fx) >x + xl. 
b) En déduire le signe de fx) sur D. 
2. Étudier fet tracer sa courbe représentative. 
3. Soit g la fonction définie par : 


gix) = ln(x + Jx? + 1 ). 


a) Résoudre l'équation : glx) = — In(3 — 2) 2 ). 

b) Démontrer que g est une fonction impaire. 

c) Étudier g et tracer sa courbe représentative. 

d) Démontrer qne g est une bijection de R vers R et que : 


vnez, g&n. S 


APPROFONDISSEMENT 


ZŠ On se propose de démontrer que la fonction In 
n'est pas la restriction à 10 ; + œf d'une fonction ration- 
nelle. 

1. Démontrer qu'il n'existe pas de fonction rationnelle f 
telle que : r t; (x) = —- et lim Rej (x) = 
F 


Pix} 


{On pourra écrire f{x) sous la forme où Pet Q sont 


deux fonctions polynômes et supposer que P(0} + 0 et 
Q(0) = 0.) 

2. En déduire que la fonction In n'est pas la restriction 
à ]0 ; + œ| d'nue fouction rationnelle. 


#5 Soit a et b deux nombres réels {0 < a < b) et la 
In(ax + 1) 

lu(bx +1) ` 

1. Sur quelle partie de R f est-elle défiuie ? dérivahle ? 
Détermiuer sa dérivée f”. 

2. Soit g la fonction définie par : 

g{x) = a(bx + 1) In(bx + 1) — b(ax + 1) Mm{ax + 1). 


fonction f: x > 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Déterminer g’. En déduire que fest strictement croissante 
sur chacun des intervalles F : o| et JO ; + œ|. 


3. Démontrer que : In (+ 1) In(? + 1) < (In2}2 


Ő Fonction logarithme de base a. 
Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
a est un nombre réel strictement positif et différent de 1. 
Soit f, À ATOS de 10 ; + œ| vers R définie par 
fat) = = et (€) sa courbe représentative. 
1. a) Calculer f (1), f (a), f(a") où n est un entier rel= 
tif. 
b) Démontrer que pour tous nombres réels strictement 
positifs x, y et tout entier relatif n. on a : 


° fay) = 1,0) + ZW) “fi =i n — ÍD 


° fa) = nf x) DAC [j= T >f a) 
c) Démontrer que pour tous nombres réels strictement 
positifs a, D et x, on a : 


SD) = a = LEE. 


fa est appelée fonction logarithme de base a. 


2. a) Étudier la fonction f, et dresser son tableau de 
variation pour 0 <a<1 et a>1. 


b) Démontrer que f, est une bijection. ` 


c) Démontrer que f1 =— f, et en déduire la position rela- 
tive de (€,) et (@1). 


3. Tracer les courbes (@,) et 61). 


27 Pour tout entier relatif k, on définit la fonction 


ER . [ (0) = 0 
fy de {0 ; + œl vers R par : i TA EET A 
On désigne par (@,) la courbe représentative de f,. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f, en 0. 
2. Ponr tout nombre réel a strictement positif, on 
désigne par À, le point de (€,) d'abscisse a et par (T,) 
la tangente à (€,) en A,- 
a) Déterminer une équation de (T,). 
b) Déterminer le point d'intersection de (T,) et (OJ). 
c) En déduire qne, lorsque k varie dans Z, les tangentes 
(T,) sont concourantes en un point de l'axe (OJ). 
3. a} Pour k fixé, étudier les variations de f. 
b) En déduire les tableaux de variation de fọ f, et fo 
4. Construire sur le même graphique (€,), (€) et (€). 
Faire apparaître snr le graphique : 
e les tangentes à (€,), (€) et (&,) aux points d'abscisse 
1 et leur point d'intersection. 
e les tangentes à (@.) et (@,) aux points d'abscisse e et 
lenr point d'intersection. 
+ la tangente à (€,) au point d'abscisse e° et son point 
d’intersection avec (0J). 


A8 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Soit f la fonction définie par : 
fa) = 7 (x+1+ ain [2 +1 + )- 
On aise par (€) la courbe représentative de f: 
1. Étudier les variations de la fonction f. 
2. a} Démontrer que (€) admet un point d'inflexion Q et 
que Q est un centre de symétrie de (€). 
b} Déterminer l'asymptote oblique (D) de (€) et vérifier 
que Q appartient à (D). 
c) Tracer (€). 


49 Soit la fonction fixe In | lnr | $ 
1. Étudier f et tracer sa courbe représentative (6). 
2. a) Démontrer que, pour tout nombre réel m, l'équa- 
tion ln | lnx |= m admet deux solutions x, et x. 
b} Calculer le produit x, x. 


50 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Soit f la fonction définie par : 
1 
fm) =x-1+ a six<1 
fut = 1 — Qnr}, si x > 1 


1. a Démontrer que fest continue et dérivable en 1. 


5 Calculer les limites de faux bornes de son ensemble 
de ceSmiton et préciser les branches innies de la 
conre représ niative (€) de f. 

rt Emis Les 4 ariations de f. 


kai 


Dinmont que le point d'abscisse e est un point d'in- 


d) Tracer (4 
2. Soit À la restriction de f à l'intervaile {1 ; + æf. 

a) Démontrer que h réalise une bijection de [1 ; + cl 
vers un intervalle que l'on précisera 

b) En déduire que h admet une fonction réciproque h7! 
dont on précisera le sens de variation. 

Tracer la conrbe représentative de h”1. 


51 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Pour tout nombre réel m, on définit la fonction f, par : 


mx +1| 
fmk) = Mn X+M 


On désigne par (6,,) la courbe représentative de fyr 
1. Étudier fa et tracer (€ „) dans les cas suivants : 
m=0,m=-1etm= 1. 

Dans FA suite, on suppose que :meR\f-1;0;1]. 


2. a) Déterminer les ensembles de définition, de conti- 
auité et de dérivabilité de f 


On désigne par D,, l'ensemble de définition de a 

b} Démontrer que les courbes (6) passent par deux 

points fixes. 

3. a) Démontrer que D, = D1 et que pour tout élément 
m 

x de D,,ona : fa (x) = —f, (x). 

En déduire la position relative de (€) et (61 1 ). 

b) Démontrer que : 

°(reD_,) S (-xeD,); 

°Vre D_.,,f m) = fan). 

En déduire la position relative de (€ „) et (€_ m- 

c) Déduire des questions précédentes qu'il suffit d'étn- 

dier f „ et de tracer (@) ponr m > 1 pour obtenir toutes 

les courbes (@, ). 

4. On suppose dans cette question que :m > 1. 

a) Étudier f et dresser san tableau de variation. 

b) En déduire le tracé de (€.).,(€ 1 ) et (6). 

Soit Q le point d'intersection de (6,) et de son asymp- 


tote parallèle à (OI). 
Démontrer que Q est un centre de symétrie de (6,). 


c) Soit g la restriction de f, à H 2;— 5. 


Démontrer que g réalise une bijection de j 2;— y vèrs 
R et construire sur un autre graphique les courbes 
représentatives de g et de g. 


52 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
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1. Soit f la fonction définie par : 
fx =-= +nlx-1|. 


a) Étudier f et dresser son tableau de variation. 

b} Calculer f{0) ; en déduire le signe de f. 

2. Soit g la fonction définie par : gix} = xln | x - 1 |. 

a) Étudier g et tracer sa courbe représentative (€). 

b) Soit A le point d'intersection de 1€) et (OI), d'abscis- 
se non nulle. 

Démontrer que A est un point d'inflexion de (€) et écri- 
re une équation de la tangente (T) à (€) en A. 

3. On désigne par h la restriction de g à l'intervalle 
]1 ; + cf, Démontrer qne h est une bijection de ]1 ; + «| 
sur R et construire sur un autre graphique les courbes 
représentatives de h et de R>. 


53 Soit à un élément de |- 5 - 5| et f„ la fonc- 
tion définie par : f (x) =In(4x? — 4x sing + 1). 


On désigne par (6) la courbe représentative de f, 

1. a) Déterminer, suivant les valeurs de æ, l'ensemble de 
définition de f, 

b) Démontrer que la droite d'équation x = + sing est un 
axe de symétrie de (€). 

c} Démontrer que (€) et (&_,) sont symétriques par 
rapport à (OJ). 

2. a} Étudier f, pour & =5 et tracer sur le même gra- 
phique les courbes (€ z) et (€_ z). 


b) Démontrer que pour & = — Sa l'équation f(x) = 
admet une solntion unique dans l'intervalle ]0 ; + o[ et 
donner une valeur approchée à 107° près de cette solution. 


54 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Soit m un nombre réel strictement positif et f- la fonc- 
tion définie par : f(x) = In(mx) + = 
On désigne par (€ „) la courbe représentative de f, 
1. a) Déterminer l'ensemhle de définition de f,, et étu- 
dier les branches infinies de (€). 
b) Déterminer la dérivée de f,, et démontrer qne l'en- 
semble des extremums de (€), lorsque m décrit ]0 ; + |, 
est la courbe (T) d'équation : y = 2In(x | Inx |). 
c) Étudier la fonction x + 2in(x | inr |) et tracer (T). 
Dans la suite du problème, on suppose que : m= 1. 
2. a) Étudier la fonction f, et tracer la courbe (6). 
b) On désigne par g la restriction de f, à l'intervalle ie; + sol, 
Démontrer que g admet une fonction réciproqgne g”! 
dont on précisera l'ensemble de définition. 
Tracer la courbe représentative de g”! 
3. a} Démontrer que (6,) admet un point d'inflexion 
dont l'abscisse à est solution de l'équation : 
(Inx)? — Inx — 2 = D. 
b) Détermiuer une valeur approchée de & à 107? près. 


55 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Soit m un nombre réel non nul et f la fonction définie 
par : f(x) = mx + 1 + In(mx). 
On désigne par (6 „) la courbe représentative de fy 
1. a) Déterminer, suivant les valeurs de m, l'ensemble 
de définition de f- 
b) Démontrer que pour tout nombre réel m, les courbes 
(En) et (@_,,) sont symétriqnes par rapport à (OJ). 
c) Étudier les branches infinies de (6) pour m > 0. 
2. a) Étudier la fonction À, puis tracer les courbes (6,)et (@ .). 
b} Démontrer que l'équation f,(x) = 0 admet une unique 
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solution dont on déterminera une valeur approchée à 
107? près. 

c} Démontrer que f, et f , réalisent des bijections de 
leurs ensembles de définition vers R et préciser la posi- 
tion relative des courbes représentatives de leurs fonc- 
tions réciproques. 


56 1. Soit la fonction g : x > x -x + 1 — 2 lnr. 
Étudier les variations de g et en déduire le signe de g(x). 


2. Soit la fonction f : x x + 1 + x + lux et (€) sa courbe 
représentative. x 

Démontrer qne la droite (A) d'équation y = x + 1 est 
asymptote à (6). 


Étudier la fonction fet tracer (€). 

3. Démontrer que l'équation fx) = 0 admet une solution 
unique dont on déterminera nne valeur approchée à 
10" * près. 

4, Soit la fonction h : x > x + lnx. 

Étudier la fonction h et en déduire gne (A) coupe (€) en 
un point unique dont on déterminera l'abscisse & à 10? 


près. 


57 L'impression sonore est proportionnelle au 
logarithme de l'intensité sonore. On définit le niveau 


sonore par N = 10 log L, où I est l'intensité sonore et I, 


une intensité sonore de référence. 
1. Sachant que l'intensité sonore est proportionnelle au 
carré de la valeur efficace de la pression acoustique P, 


démontrer que N = 20 log 2 P, étant la pression acous- 
tique correspondant à Ip © 


2. Lorque P est exprimée en pascals (Pa), N est exprimé 
en décibels (dB). 

Sachant que P, = 20 x 10% Pa (son à 1 000 Hz), calcu- 
ler les niveaux sonores respectifs correspondant aux 
pressions acoustiques P, = 12 x 10 * Pa (niveau moyen 
de la voix) et P, = 30 x 102 Pa (bruit insupportable). 

3. Quelle est la : pression acoustique correspondant à un 
niveau sonore de 80 dB ? de 70 dB ? 


58 Sismologie. 
Pour évaluer la puissance d'un séisme, on a défini une 
quantité, appelée magnitude, liée à l'énergie dévelop- 
pée au foyer du séisme. L'échelle de magnitude, ou 
échelle de RICHTER, permet de comparer les énergies 
développées par différents séismes : 
eun séisme de magnitude 3 correspond ù une secous- 
se ressentie sur une surface peu étendue ; 
+ un séisme de magnitude 4,5 peut causer des dégâts 
légers et de magnitude 6 des dégâts importants ; 
+ les plus grands séismes enregistrés ont une magnitu- 
de comprise entre 7 et 8,5 ; 
e on estime que le séisme de plus forte magnitude, voi- 
sine de 9, a été celui de Lisbonne, en 1755. 


L'énergie libérée au foyer d'un séisme étant notée E, la 
magnitude correspondante M est donnée par la formu- 
le : log E = 11,4 + 1,5 M. 

1. Comparer les puissances de denx séismes de magni- 
tudes respectives 3 et 7. 

2. Calculer la magnitude du séisme de Skopje, en 1963, 
sachant que l'énergie libérée a été 1 000 fois supérieure 
à celle libérée par un séisme de magnitude 4. 

3. Comparer les puissances des séismes de Skopje 
(M = 6) et de Los Angelès (M = 7,5}, en 1971, à celui de 
Lisbonne (M = 9) en 1755. 
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Fonctions 
exponentielles — 
Fonctions puissances 


Introduction 


LS ponts de liane font partie du paysage africain. La courbe 

dessinée par ces ouvrages, de même que celle engendrée par le 

cable téléphonique suspendu entre deux poteaux, est appelée 

« chaînette » : c'est la courbe suivant laquelle se tend un fil homa- 
gène pesant, flexible et inextensible, suspendu par ses extrémités 
à deux points fixes. 


GALILÉE s'intéressa à cette caurbe, qu'il pensait être une para- 
bole. Ce n'est qu'en 1691 que BERNOUILL, HUYGHENS et 
LEIBNITZ en déterminèrent une équation. 


, 
.', 
` 

p- 
A- 


y. 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à variable réelle et le plan est 
muni du repère (O, I, J). 


_ Fonction exponentielle 


1.1. Définition et propriétés 


“mms Définition 
La ation een ue népérien est une bijection de ]0 ; + «[ vers R. Elle admet donc une fonction réci- 
proque, bijection de R vers 10 ; + =l. 


Définition 
La fonction exponentielle, notée exp, est la bijection réciproque de la fonction logarithme népérien. 


e L'exponentielle d'un nombre réel x est notée exp x; ona: VxER,expx> 0. 


° On a: VxeR, In(exp x) = x: 
V xE Ï0; +, exp(ln x) = 
Ona: He se — 
= 
y = EXP X x = În y. 


s exp 0=1 ; exp1=e ; exp (- 1) = + 


En appuyant successivement sur les touches € d'une calculatrice, on obtient une 


Se] valeur approchée de l'exponentielle d'un nombre réel. 
, €Xp 1 = 2,718 28 ; exp (1) = 0,367 87 ; exp {3 = 5,652 23 ; exp 200 = 7,225 97 x 1066. 


=z Notation e* 


Site run ppuan yen rationnel. On a : ln(exp r) =r = ln e. 
On en déduit que: Vr EQ, expr =e. 
On convient d'étendre cette écriture à tout nombre réel x ; on a alors: V x € R, In(exp x) =x 


On en déduit que : 


eVxER, e>0. e VxeER, ne =x; 
Vxeld:+e[,enr- x, 
Ter aen ° BA 5 ee 3 état, 
E — e 
y=e x= }n y. 
pres hi sise 


ondomentale 


Pour tons nombres réels a et b, on a : ef +? = ele, 


Démonstration 
Soit a et b deux nombres réels. , 
Ona: lnet =a +b=In ef + ln e = In(e“eb), 
On en déduit qne : et +? = etep, 
Propriétés 
Pour tous nombres réels a et b et pour tout nombre rationnel r, on a : 


(W essi à; O etg ; (6) eee, 
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Démonstration p“ 
Soit a et b deux nombres réels, r un nombre rationnel, 
(1) Ona: efe- = ge1-4 = e= 1 ; donc rets à. 
- a 
(2) Ona: gn-b — efg’ = e% LS a À 
e eb 
(3) Ona: In e = ra =r ln ef = ln(e" ; donc : et =(e”)'. 


1.2. Étude de la fonction exponentielle 


Sens de variation 
La fonction exp varie dans le même sens que sa fonction réci- 
proque, la fonction In ; elle est donc strictement croissante de R 
vers l0 ; + œl. 


On en déduit le tablean de variation ci-contre. 


Propriétés 


Pour tous nombres réels a et b, ona: 
+ et =e si et seulement si a=b; 
e et <e si et senlement si a < b. 


e VEPRA irh 

ENS 

En particulier, ona: e=1 & x=0; | à 
s ci © gwg; 


Fyri ©., g0: 


apes Courbe représentative 
Le repère (O, I, J} est orthonormé. 


On désigne respectivement par (€) et (€) les courbes He 
représentatives des fonctions exponentielle et logarithme 
népérien, par (A) la droite d'équation : y = x. 


j 
used 


° (@) se déduit de (€) par la symétrie orthogonale d'axe ::: : rang HE raid 
(A). Li. LE LE Ts Are A A 5 H EF 
e La tangente à (€@’) en I a pour coefficient directeur 1 ; i 
donc, la tangente à (€) en J a pour coefficient directeur 1. 


Nr 1 FT ET MP Ale AT si 2 
coefficient directeur — et passe par O ; donc, la tangente = = pma ARR ; = 
à (€) an point de coordonnées (1 ; e) a pour coefficient == Le | z 


directeur e et passe par O. Hiiren an 


e (€) est en tout point située au-dessous de sa tangente ; |. 


donc, (6) est en tout point située au-dessus de sa tangente. Z= ANA i 3 
En particnlier, (6) est au-dessus de sa tangente en J ; A: | 


donc: YxrER, e >X + i 


gssmset Dérivée et conséquences s 
La fonction ln est dérivable sur ]0 ; + œ[ et pour tout élément x de cet intervalle, on a: (ln) (x) = = 


Or: YxrEl0; +| Z # 0 ; donc, la fonction exp est dérivable sur R. 
1 1 


Ona:YxER, (exp) (x) = (In) (exp x) = = + - = EXP x. | 
exp x 
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On en déduit la propriété suivante. 


Propriété 1 


La fonction exponentielle est dérivable sur R et pour tout nombre réel x, on a : (exp}’(x}) = exp x. 


La fonction exponentielle a la particularité d'ētre égale à sa dérivée. 


La fonction x + e* est dérivable en 0 et son nombre dérivé est 1. 
On en dédnit la propriété suivante. 
Propriété 2 
ee — 1 


lim == = 1. 
x 0 X 


esmes Limites aux bornes de l'ensemble de définition 


(1) lim e-=+> ; (2) lim e=0 ; 
XI +c X — —0c 

(3) lim Lorie = (4) lim xe=0. 
XI—+ T X>- 

Démonstration 


* 


La fonction exponentielle est une bijection strictement croissante de R vers ]0 ; + œf : on en déduit les 
propriétés (1) et (2). | 
La droite (OI) est asymptote à (€) en -œ . 


a bi a ' 5 m. 1 A mn i il = lave] 
(3) Posons : X = e° ; on a: lim -= lim Gx 7 lim Ex ahii 
X 


(4) Posons :X=-x;ona: lim xe*-= lim (-ž)- lim meS = j, 
FE X — — 0 X — + 00 e* X —} + ce ež - 


gi 1 aaka Tr ava ux diri gés 


“mme 1. Résolutions d'équations et d ‘inéquations 
Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes. 
er 3e -e" +3=0 (1) Jean + e°*1 = el+in2 (2) 

à et + 1 
3e - 7e * + 20<0 (3) SE A 2 2 (4). 
Solution 
Résolution de l'équation (1) Résolution de l'équation (2) 
Posons : X = ex, Posons : X = œ. 
(1) — X1—-3X7- X+3=0 (2)  e(3X?+X-2)=0 

= (X-1]{X+1]X-3)=0 & (X +1)(3X-2)=0 

& {et — 1)(e + 1)(e* — 3) = 0. © (e* + 1)(3e* — 2) = 0. 
L'équation e* + 1 = 0 n'a pas de solution. L'égnation e* + 1 = 0 n'a pas de solution. 
L'ensemble des solutions de l'équation (1) est : L'ensemble des solutions de l'équation (2) est : 
{0 ; In 3}. {In 2 — In 3}. 
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Résolution de l'équation (3) 
Posons : X = œ. 


(3) & 3X- -z +20<0 
(3X — 1)(X + 7) 
D — <S 
X 
(3e° — 1)(e° + 7) 
EE — < 
ge 
& e< _ 
& x<— in 3. 


L'ensemble des solutions de l'inéquation (3) est : 


In 3]. 


Fes; 


a ği tmi NE AR 
4# dd d 


a 2. Calculs de limites 


Calculer ià limites suivantes. 


Résolution de l'équation (4) 
Contrainte sur l'inconnue : x # 0. 


(4) 


— 


1<er<3 

0 < 2x < In 3 

O<x<in [3 : 

L'ensemble des solutions de l'inéquation (4] est : 


J0:In/3]. 


| 
> 
> 


i 3e* -2 | In(1 + e5 ! sin2r 
aj lim sb} lim ———— : c) lim (x-e) : d) lim 
r=>+  Eet +3 X — - 0 x x—0 1—- 
Solution 
| 3e — 2 3X — 2 3 
a) Posons : X = e*. Ona: lim = lim — = 5. 
} ZX +0 5e +3 X>+% 5X +3 D 
In(1 + e" ; In(1 + X 
b) Posons : X =e*. Ona: lim l ) = lim BUSH, 1. 
X — —- 0 e~ X— 0 X 
c)Ona: x-e = {1 -©). Or : lim +00 : donc : Tim (x ~-e") = — 
x- +o À X— +o 
sin2x sin 2x 1 
d) On a - = (- 2) x ——— 
— € 2x e — 1 
x 
| . Sin2x - sin2x 
Or: lim =1 et lim =1;donc: lim =— 
x — 0 x z- X x-01-e 
E XEFrCICES FETE V A E E 
l.a Écrire plus simplement les expressions sui- l.c Résoudre les inéquations suivantes. 
' vantes. a 2e” + 1 en 
grema b } eln(x+1) x e-ln(x-2} et —3 
e2Hn3 b) e2%+1) + 3ert2 < 4e? 
2—4 x 2 -x\ 2 
o) © d) EE (=). c) 2e*1- 3e™*! < 2e 
er+2 2 


1.b Résoudre les équations suivantes. 
| a) e +e-2=0 

b) ext + 3e™*! = 4e 

c) e = je 


d) 4e™ = e. 


d) 2e1*%+ — 13et* #1 + 22e > 0. 


l.d 


Calculer les limites en + + et — œ des fonctions 
suivantes. 


a) x> (x—4)e" 
b) x (x? + 1e” —- 


8e +1 


Q PP 
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| 


E Fonctions comportant exp. 


… 2,1. Dérivée et conséquence 


DR APS SIRET RONDES MNT ER + $ m + 
=xemmx Dérivée de expcu 
Le théorème de dérivation des fonctions composées permet d'énoncer la propriété suivante. 


Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K. 
La fonction expou est dérivable sur K et on a : (expou) = w x (expou). 


La fonction expou est également notés e" ; sa dérivée est alors u’e*. 

Exemples 

e La fonction x e 7 est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x> (- 2x + 1)e + 
e La fonction x ex est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x cosx e, 


1 
— 1 — 
ef 


1 
L] EJ r . — FA LL Pa >. x 
e La fonction x xe* est dérivable sur B* et sa dérivée est la fonction x> 


Pad 


casses Primitives de u'e" 


Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K. 
La fonction we” admet pour primitive sur K la fonction e”. 


Exemples 


e Une primitive sur R de la fonction x= xe * est la fonction xr — 4 gar 


etanr j 
— est la fonction x ef. 
OS°x 


e Une primitive sur }- 5 ; Sl de la fonction x> 


9,9, Exemples d'études de fonctions 


Dans ce paragraphe, (€) désigne la courbe représentative de la fonction f. 


zesg Étude de la fonction f: x e” 
Ensemble de définition 
Ona:D,=R. 


f est une fonction paire ; donc, on restreint son étude à l'intervalle [0 ; + œf, on trace la courbe corres- 
pondant à cet intervalle et on complète par la symétrie orthogonale d'axe (0J). 


Dérivée et sens de variation 
La fonction f est la composée des fonctions x->—-x? et x> e", dérivables sur R. 
Donc, fest dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x > — 2xe*, 
Ona: f{0)=0; 
VxeEÏl0:;+c{, f(x) < 0 ; donc, fest strictement décroissante sur [0 ; + of. 


Étude aux bornes de [O : + œf 


Posons :X=-x2:ona:lim e~ =lim e*=0. 


Donc, la droite (OI) est asymptote à (6). 
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Tableau de variation Courbe représentative 


= mm ce Ce me te nn ee ne ne ne me 


f est dérivable sur R et on a : | | D: 

VxER, fœ) = 2227-1). — |1 a 
N . L L 2 

f” s'annulle et change de signe en — et - — ; = z 

(@) admet donc deux points d'inflexion d'abscisses — et - — . 


Remarque 
xX 


De la courbe précédente, on déduit celle de la fonction x> zE g3 
27 
% es 
La courbe représentative de cette fonction, très souvent utilisée en statistiques et en probabilités, est 
appelée courbe « en cloche » ou courbe de Gauss. 


fx) = 7 xe* ,Sixz0 


KO) = 


aus Etude de la fonction f définie par : 
Ensemble de définition 
On a: D,= = KR. 
La nd fest continue sur R*. Étudions la continuité de fen 0. 
Ona: lim /(x) = 0 = f(0). 
x ? 0 
1 e 


: ide S mT FA à a 
o o diaa i = lim gy = ; 


Donc, f n'est pas continue en 0. 


Dérivée et sens de variation 
e La fonction f + dérivahle sur ]—  ; O[ U ]0 ; + co et sa dérivée est la fonction f’:xr 7x 
Ona: f(1)= 
Vre Er ‚OLU J1 ; +f, fœ) > 0 ; donc, fest croissante sur ]- œ ; O[ et sur |1 ; + œl ; 
Vxe]0;1{, f(x) < 0; donc, fest décroissante sur ]0 ; 1[. 


1 
X-1 — 
ef 


e La fonction g n'est pas continue en 0 ; donc, elle n'est pas dérivable en 0. 


_ f(0 | N 
Cependant, on a : lim fk) -70 = lim JG) = Jim Lex =0. 
x 0 x x20 xX x20 2 


Donc, f admet 0 pour nombre dérivé à gauche en 0 et (€) admet en O une demi-tangente de support (OI). 
Étude aux bornes de l'ensemble d'étude 
1 
. Ona: lim e*=1;donc:lim f(x) = +0. 
p X — + œ X— + œ 
Etudions la branche infinie de (6) en + 0. 


; i fæ) 1 
Ona: lim E à | 
ve = _ ON se 1 GT 1 e-1 1 
Posons : X=L.Ona:lim, (/x-%)=1im + EA =lim > r “75 
x 


Donc, la droite (A) d'équation y = x + 1) est asymptote à (6) en + co. 


On démontre de même que lim f(x) =-— + et que la droite (A) est asymptote à (€) en — œ. 
r-o 
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* On a vu que: lim f(x)=0 et lim f(x) = +, 
x20 z0 


Donc, la droite (OJ) est asymptote à (€). | 
Courbe représentative 


Dre 4080 000 rore omes eamm- mm Mhnnssesemnsseeme ju eee emm 


Tableau de variation 


à 4 amS.sn84 00. chantée centeemmmmmemnie euemmenc sp anaga 209700100000 EuÉs ends 
J 


(m 
| i 


(A) 


—2.3. Fonctions exponentielles de base a (a > 0) 


zaz" Définition et propriétés 

Soit a un nombre réel strictement positif. 

Ona: Vre Q,a'= ere, 

On convient d'étendre cette écriture à tout nombre réel x; ona: Yx ER, a= el 


Ceci nous conduit à la définition suivante. 


Soit a un nombre réel strictement positif. 
e Pour tout nombre réel x, on a : a = eïlna, 
+ On appelle fonction exponentielle de base a, la fonction : x a", 


Remarques 


e La fonction exponentielle de base e est la fonction réciproque de la fonction logarithme népérien. 
e La fonction exponentielle de base 10 est la fonction réciproque de la fonction logarithme décimal. 
e La fonction exponentielle de base 1 est la fonction constante x> 1. 


Pour tout nombre réel a strictement positif et pour tout nombre réel x, on a : In a* = xin a. 
Cette propriété est une conséquence immédiate de la définition précédente. 
On en déduit les propriétés suivantes. 


Pour tous nombres réels a et b strictement positifs et pour tous nombres réels x et y, on a : 


(1) a = aa 5 O ars ; (3) aĝ ; 
(2) ab} = ap OR : © esa. 
Remarque prs 


Pour tout nombre réel a strictement positif, on a également : a? = 1 eta! =a. 
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“ame Etude de la fonction f, : x a* 

Dans cette étude, (€) désigne la courbe représentative de la fonction f et a est différent de 1. 
Ensemble de définition 

On a : D, = R. 


Dérivée et sens de variation 
Ona:YxER, a*= et‘; donc, la fonction f, est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction f telle 
que : f/(x) = (Ina)e*lra = a 


f, est du signe de lna ; on distingue deux cas : 0<a<1 € a>1. 


1% cas :0<a<1 2° cas :a>l a 
Ona:YxER, f/{x) <0; Ona:VreR, f) >0;, 
donc, f, est décroissante sur R. donc. f, est croissante sur R. 


Étude aux bornes de l’ensemble de définition 


1 cas :0<a<1 7 ces :a > 1 
. Ona: lim a=0. . Qna: lim a=0. 
X — + I=- 
La droite (OI) est asymptote à (€) en + =. La droite (OI) est asymptote à (€ ] en — =. 
e Ona: lim @ =+; . Ona: lim a=+: 
a e*ina TODT y prina 
lim = = lim (ina | = — o, lim — = lim (ina ) = + 00, 
X — — 00 À X — — © xlna I> +- X— + xlna 
(&,) admet en — œ une branche parabolique de (6,) admet en + œ une branche parabolique de 
direction celle de (OJ). direction celle de (Of). 
Tableau de variation 


1% cas:0Ọ0<a<i1 2° cas :a>l 


Courbe représentative 


1% cas: 0 <a< 1 2€ cas :a>l 


$ 
Es 
y | 
giua 
à 
il 
AA‘ 
į 


£. 
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… 9.4. Travaux dirigés 


gzœmux 1, La chaînette 
Le repère (O, I, J) est orthonormé. 


1°) Tracer sur un même graphique les courbes représentatives (6, et (&,) des fonctions fixe et 
g:re 6”, 


2°) À tout nombre réel x, on associe les points M et M' appartenant respectivement aux courbes (6, et 
(€,) et ayant la même abscisse x. Soit P le milieu de [MM]. 

a) Démontrer que, lorsque x décrit R, le lieu géométrique de P est la courbe représentative (T) de la fonc- 
tion @: x ere, 

b) Étudier les variations de ọ et tracer (T) sur le même graphique que (€) et (€,) . 


La courbe obtenue est la « chaînette » citée en introduction de ce chapitre. 7 
1°) La fonction f a été étudiée au paragraphe 1.2. | 


Ona: YxER, g(x)=ft-x) ; donc (6) se déduit \ e E 
de (63 par la symétrie orthogonale d'axe (OJ). | Ma | (T) 


2°) a) Soit x un nombre réel. | | 

ARDS par Yu dr et Yp les ordonnées respec- \ | 

tives des points M, Met P. usines cn le nn O El 
P | Yu * Ym | | 


On a : P milieu de [MMIS y,- ET | 
| 
x -r (| | 
> y= + atas | 
& PE). ~ | 
| 


Done, lorsque x décrit R, ‘le lieu géométrique de P >; | Not 
est la courbe (T). | | | | | | 
b)». Ona: D, = KR. MESAN EE. EES E. 
ọọ est une fonction paire ; donc, on restreint son | 
étude à l'intervalle [0 ; + cf, 
LE _ 

e La fonction est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction @':xr s 
Ona: œo{(0)=0; 

VxE]0;+œ[, ox) > 0 ; donc, ọ est croissante sur ]0 ; + |. 


eOna: lim PE = + 0 ; 
X — + 
© 1 
li olx) _}; zE -4)- CO, 
La D lim 2% ze) = * 


Donc, (T) admet en + œ une branche parabolique de direction celle de (0J). 


+ On déduit de l'étude précédente le tablean de variation de ọ et la cour- 
be (T). 


La fonction v est appelée fonction « cosinus hyperbolique » et notée ch. 


susm 2. Résolution d'équation 


Résoudre dans R l'équation (E) : 22*** - 3 x 2**1 41 = 0. 


Solution guidée 


e Poser X = 2* et démontrer que (E) & 8X° — 6X + 1 = O. 
e Conclure. 
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Le 
F or 
LR Exercices ir PP D 
2.0 Déterminer la dérivée de chacune des fonc- aj prp = + el A 
} b} x à 
tions suivantes. 2 e +e * 
a) x> (2x — 3je b) x (x + 1je t% 
P a 1 -4 2.e Soit fìa fonction définie par : 
c) x elole + 1) d) x> —=e F. + i 
x VAR, T 1 
Ë - SE (0) = 1. 
3 e er UD ve de une des fonc- Ji : À A 
2 b Dét PTE Fou primitive de chac TEE 1. Étudier la continuité et la démvabilite de fen 0. 
tions suivantes. z h WA > 
e- x+1 2. Etndier les variations de la fonction f et tra- 
a} x= {2x -— 3)e"- b) x> +2 cer sa courbe représentative. - 
2 1 
c) x — —— d} x 1er, 
et +2 z 2.f  Résondre dans R les équations snivantes. 
2.C Étudier les fonctions suivantes et tracer leurs a) 4x1 5 x 4lw 4 16-0 
courbes représentatives. b) 62* + 5 x 614/x = 63 = 0, 
a) x re b) x xe 
7 d e“ E a , a a 
c} x= (—-1)e }] x> T 2.g Etudier les fonctions snivantes et tracer leurs 


courbes représentatives. 


2.d Étudier les fonctions suivantes et tracer lenrs a) x= n” + —-2 b) x In(2* - 1). 


courbes représentatives. 


3 Fonctions puissances ` 
_ 3.1. Études des fonctions puissances 
mem" [Introduction 


On a étudié les fonctions x + x” pour n € Z. 
L'ensemble de définition de ces fonctions est R si n 2 0 et R* sin <0. 


On a également étudié les fonctions x > x pour r € Q (cf. chapitre 11). 
L'ensemble de définition de ces fonctions est cette fois [0 ; + œf sir 20 et ]0 ; + œf si r <0, 


Soit œ un nombre réel. 

On appelle fonction puissance d'exposant à la fonction x => xf. 

Pour tout nombre réel x strictement positif, on a : e2lnx = x*, 

L'objectif de ce paragraphe est d'étudier les fonctions g, de JO ; + œ[ vers R définies par : g (x) = x. 


g, est la restriction à ]0 ; + œ[ de la fonction constante x + 1. Dans la suite de cette étude, on suppose 
que & est non nul. 


summe Etude de la fonction g, : x x” 
(T) désigne la courbe représentative de la fonction g . 


Ensemble de définition 
On a:D, = 10 ; + œl. 


Dérivée et sens de variation 


Ona: VxER, X = e%% ; donc, la fonction g est dérivable sur son ensemble de définition et sa 
dérivée est la fonction g, définie par : g'{x) = =Z eñinx — = x“ = ox% 1, 


g, est du signe de à ; on distingue deux cas : œ < 0 et & > 0. 


iF cas:q<0 2° cas: Q> 0 
Ona:VxrEÏ0; +l, g(x) <0; 


donc, g, est décroissante sur ]0 ; + of. 


QOna:VxeE]0; +l, gx) > 0 ; 
donc, g, est croissante sur ]0 ; + |. 
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Étude aux bornes de l'ensemble de définition 


IF casia <0 | 2° cas: > 0 
e Ona: lim glnr=+æ.: e Ona: lim alne = -— æ: 
ka ru Q * z 0 
donc: lim el = + æ, donc: lim ex = Ọ. 
tæ x 0 
La droite (OJ) est asymptote à T`. e Ona: lim galnt=+æ: 
= X — +o 
e Ona: lim alnr=-=: donc: lim e%™ = + æ, 
X — + co XL — +æ m 
donc: lim e%™ =Q. De plus : lim *% slim ebin, 
X+ X—+e À X — + 
La droite (OI) est asymptote à (T_, 20 +=. Donc, (T) admet en + œ une branche parabolique : 


- de direction celle de (OI), si0<aæ<1: 
- de direction celle de (0J), si œ > 1. 


Tableau de variation 


IT cas: <i 2 cas: æ> 0 


Courbe représentative 


1% cas :œ< 0 2° Cas °& > 0 


HSUDSNESEINDESAFESÉNRONEN: és 


Remarque 


Lorsque à > 0, on peut prolonger la fonction g, par continuité en 0 ; la courbe représentative de cette nou- 
velle fonction admet en O une derni-tangente, de support (OÙ) si œ > 1 et de support {OJ) si 0 < à < 1. 


mass Fonction v” (œ~ € R) 

Soit & un nombre réel et u une fonction strictement positive sur un intervalle K. 

La fonctiou x> [u(x)[ est la composée des fonctions x + ule) et x> x 

De plus, ona: [u(x)]® = etloul), 

La fonctiou x = x® est dérivable sur 10 ; + æf et sa dérivée est la fonction x + ox, 
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On en déduit les propriétés suivantes, 


Propriété 1 | 


Soit œ un nombre réel et u nne fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K. 
La fonction u“ est dérivable sur K et on a: (u°) = au’u°”1, 


Exemple 
La fonction x> (sinr)? est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction x + ncosx (six). 


Soit œ un nombre réel différent de -1, u une fonction dérivable et strictement positive sur un inter- 
+1 > 


valle K. La fonction wu” admet pour primitive sur K la fonction = 


EL” 
Exemple 
P ign xj 2+ 
La fonction x> 2x{(1-x°)? admet pour primitive sur ]— 1 : 1[ la fonction x> Ein. 
à +1 


……3.2. Croissance comparée de Inx, e*, xt 


naze Limites de référence 


Propriétés à 


Soit & un nombre réel strictement positif. On a : 


(1) lim lnx = ; (2) lim xInr=0 ; (3) lim LES +œ  ; (4) lim xex=0. 
t> +o X x 0 X — +o” eaS don 
Démonstration 
FU. . Ii à, a Im = 1 BX 
(1) Posons :X =% : ona: lim =lim É a eE z x = 


H = = a: ] = li IL — |; 1 = 
(2) Posons : X= x i ġiti peie S Fos 5 [eln (x®)] ET à (XInX) = 0. 


à | 
e* 1 uT 1 eže 
3) Posons : X = * ;: ona: lim =-= lim = = lim (TS) = + 00, 
(3) z œ CD+ox rot] ZX Xo & | X 
Q 

(4)Ona: lim axte*=lim -= lim Æ à œuf, 

X — + L+e © x+ e% 

x 


Remarque 


Lorsqu'on ne peut conclure directement, on peut conjecturer la limite d'une fonction comportant des 
fonctions logarithme, puissance ou exponentielle en remarquant que : 

- la fonction exponentielle « l'emporte » sur la fonction puissance ; 

- la fonction puissance « l'emporte » sur la fonction logarithme. 


ame Exemples de calculs de limites 


1. Déterminer la limite en + + de la fonction x —> nr p 
ln(x + 1) 
et ex x° x? +1 
Mai VER, 5 = TE. 
In(x? + 1) xX  x?+1 ln(x? +1) 
2 
Or : lim LEE 1 lim = at im TE a 
e ai r+ x41 r> +» ln(x? + 1) 
3 e7 
Donc: im  —— = + 
x—+c ln(x? +1) 


Fonctions exponentielles — Fonctions puissances 267 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


2, Déterminer la limite en — + de la fonction x > j1-x e. 


—— 1 
Posons : X=-x.Ona:1-xe = 1 +XeX-=Xretx |% Pl.: 


1 — 
Or:lim Xze*=0 et lim J$ +1-1; donc :lim ÿ1—-xe = 0. 
X Xb+ YA 


— + T—- 


3. Déterminer la limite en 0 de la fonction x —> dx Infsinr). 


. x ES AE 
Ona:Vre lo ; zj, dx In(sinx) = TEP x (sinx)}2 in(sinr). 


Or : Him - = 1; 
x > 0 Y sinx 


S . M. 1 E 
de plus, en posant X = sin x, on a : i | (sinx)? In(sinx) | = lim ( zlnX) = 0, 


X — CG 
> 


Donc : lim x In{sinx) = 0. 
x g 


æ a g + = etl get 
4. Déterminer la limite en + + de la fonction x = =. 
xZ-x+1 
2x+1 _ +1 _ 
(ma: Yre ne ee en, St 
Lx + 1 w 14-12, 1 
3 
X x 
+1 _ , Iri _ 
Or:lim =+ et lim E I t; donc: lim LTE go, 
Tto I X — +0 1-21, L Tnt pt +1 
E x? 


8.3. Travaux dirigés 


1. Étude d’une fonction du type u® (a € R} 


fa) = (— je, six # 0 
(0) = 0 

1°) a) Déterminer l'ensemble de définition de f: 

b} Démontrer que f est continue sur cet ensemble. 

c) Étudier la dérivabilité de f en 0. 


2°) Étudier f et tracer (€). 


Soit f la fonction définie par j et (6) sa courbe représentative. 


Solution 
X 


x— 1 


> 0 


1°) &) Ona: © KE æ; OUI ; + ef; done : D; =} ce ; O] U 1 ; + of. 
x—-1#0 + 

On peut écrire : Y xe J} œ; 0[ LU] ;+cl , f(x] =e;2 mA. 

b) + Posons : K = |- 0 : O[ o |1 : + œl. | 

A et fixo x, 


La restriction de fà K est la composée des fonctions f : x => 2 

x = 

A est continue et strictement positive sur K ; f; est continue sur fiK). Donc, f est continue sur K. 
1 


}2 = 0 = f(0) ; donc fest continue en 0. 


° da N = 


On en déduit que f est continue sur son ensemble de définition. 


; 1 e S ; al 
c} On a : lim, PRES = lim 1-2) = lim, | (- x)? x (1 — x) 2 | 


x 0 X \Tx— X 2 
1 _3 = — 
« Or: lim |- (- x}? |=-= et lim (1-—x]? =1 ; donc lim JJO 
x > 0 x 0 x 0 X 


On en déduit que f n'est pas dérivable en 0. Cependant, (€) admet en O une demi-tangente de support (0J). 
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2°) Sens de variation de f 
D'après le théorème de dérivation des fonctions composées, f est dérivable sur K et on a : 


=. è . $ een 1 x +-1 
Vrebeiu;+el fe S P 


Donc : V x e ]—- œ; O[ u ]1 ; + œ|, f(x) <0 ; fest décroissante sur ]— + ; O[ et sur ]1 ; + ol. 


Étude aux bornes de l'ensemble de définition 


1 IL 
ie Al 


. Ona: lim ( 

X — —-c S. — 
La droite (A,) d'équation y = 1 est asymptote à (€) en courbe représentative 
— œ et + vo, 


g (A) | à 
°. Ona: lim ( }2 = + 00, | 
X ə 1 > = \ = = 
La droite (A,) d'équation x = 1 est asymptote à (€. \ 


Tableau de variation 


gas===x 2. Étude d’une fonction du type u” 

Soit la fonction f: x | 2 | |z et (€) sa courbe représentative. 
1°) Étudier la dérivabilité de f en 1. 

2°) Étudier f et tracer (6). 


Solution 
1°) + On remarque que : f(1) = 0! = 0. 
Lorsque |x| +1, on peut écrire : f(x) = ednlx-1|, 
On en déduit que : D; = R \ {1}. a 
Fko -fQ) _ ere 
eOna:VrxceR\{f-1:1}, = = 
[x-1] enlx-1 


Or: lim (xln |x + 1|) = ln 2 et, en posant X =|x-1|,lim |x-1ļlalx-1]l= lim XlnXx=0; 
x — 1 x 1 À = 0 


fx) — f(1) 


— anlel- mlx-1| — in |x+1 | + (x-1) In | x-1 | 
= et = € è 


donc : lim “2. 
ET a 
On en déduit que : lim Jw -ya a et lim fœ- __, 
x 1 x — 1 x 21 x—1 


Donc, f admet en 1 pour nombre dérivé à gauche — 2 et pour nombre dérivé à droite 2. 
fn'est pas dérivable en 1. Cependant, (€) admet en I deux demi-tangentes de coefficients directeurs res- 
pectifs — 2 et 2. 


2°) Dérivée et sens de variatian 
Soit la fonction u : x > xln |x? - 1|. 
La fonction fest dérivable sur R \ {- 1 ; 1} et on a : f(x) = wwe. 


Or : w(x) = n|- 1ļ+ = i et el > 0 ; donc, f'(x) est du signe de u’(x). 


Étudions les variations de la fonction w sur R \ {—1 ; 1). 
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2x Ax  _ 2x(x?—3) 

x2=1 (2-1) (w-1} | 
On obtient ci-contre le tableau de variation de la 
fonction w. 
On en déduit le sens de variation de la fonction f. 
On a : f”(0) = 

Vxe ]-c;—1[ oJ ; + cf, f(x) > 0 ; donc, fest croissante sur J- œ ; — 1[ et sur ]1 ; + cel ; 

Vzxe ]}-1;1[, f'(x) <0 ; done, fest décroissante sur J- 1 ; 11. 


Étude aux bornes de l'ensemble de définition 
+ On a : lim xin|x2-1| = —  ; donc : lim enj] = 0, 
Aa tiei x> 


— DO 


La droite (OI) est asymptote à (6) en — œ. 
° On a : lim _xhnlx - 1 | = +  : donc : lim enlai] = + o, 


X — +% 
21 | Ir} 
De plus : lim fa) lim enlai- jim le 
X + X > + as I+ 


islim (In |2- 1|- mx) - +œ ; donc : lim fu) _ , 
X + 


re L 


(€) admet en + œ nne branche paraboliqne de direction celle de (OJ). 
. Ona: lim _xhn|x — 1| =+; donc: lim emx-1l = + o, 


x—~-ł 


La droite (A) M équation x = — 1 est asymptote à (€). Courbe représentative 


° On a : lim xin la? -1l = — o ; 
x — 1 
donc : lim ell = o 
x — 1 


Tableau de variation 


p” ge bria mE a a Am, Tr yta ae _Z yat ans aa ramy 
i r i S : T e F r Pi Fe F LS -2 Tpi er 2 TES APS CORRE cr A w F a ERR ry 
s q a -1 . RS eur d OR 7 =: ss 
DE Et a e T P A E EE A A A E S E A 


3.a Déterminer l'ensemble de définition de chacune 3.b Étudier les variations de la fonction 
des fonctions suivantes et calculer ses limites 
aux bornes de cet ensemble. 


PPE E = b) srate Vlr 


2 P 
x> (x? — x + 1) et tracer sa courbe représen- 
tative. 


c) x> (x + d) x> (1 + lny)e™. 3.c Étudier les variations de la fonction 
i , xx et tracer sa courbe représentative. 
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dei "sm 
mn $ # 
a LE < 
ET E A 
ee, AEA, 
I Are ul, 
EP IL En 
DRE ON ag 
I A ET aai x 
PT OT at 
A alae aia on 
PTE +R gd 
Es AT eff 
5" ae s 
W E AE à 
Dr 7 ah 6 


Le plan est muni du repère (O, I, J). 


APPRENTISSAGE 


Fonction exponentielle 


1 Simplifier l'écriture des nombres réels suivants 


1 as 
-In6 : 
d = et-hn2 m=e7 " p=lme. 
2 Résoudre dans dans £A les équations suivantes. 
a}e*=-1 b} e°"° = 3 
c) e 2+3 = 1 d) e” = er”?, 


3 Résoudre dans R les équations suivantes. 
a) e*{e?* — 4)= 0 b](e*—2)(e* +1)=0 
cezx-2æ 3-0 d) 2 — 2e™ — 3 = 0. 


& Démontrer que le produit des solutions de 
l'équation xl°& = 10 est égal à 1. 


5 Résoudre les systèmes suivants. 


) 4e — 3e = 9” b) 5e — ef = 19 
2e* + ef = 7 erty = 30 
et — 7eÿ*l = ~10 e* et = 10 
c) Die. 2 
X—-y=1 e* y = A F 
& Résoudre dans R les inéqnations suivantes. 
a)je*22 b) et < 1 


c) e73 < ex d) 2e% — 5e* +2 >0. 


7 Dans chacun des cas snivants, déterminer l'en- 
semble de définition de la fonction f. 


a) f(x) = 5xe* b) f(x) = xe 
o) f) = À d) f(x) = In(1 — e”) 
e) f(x) = In(e* — x) f) f(x) = xe, 


i 
x 


Š Dans chacun des cas suivants, calculer les 
limites de la fonction f anx bornes de son ensemble de 
définition. 


a) f(x) = e°- ex + 4 b) f(x) =— L, 
c) f(x) = In(1 + ex) d} f(x) = k 
e) fix) = x77 f) f) = ext, 


9 Calculer les limites suivantes. 


a) lim 7 + x b) lim, > Te 
c) lim E d) lim xe* 
X —+ %0 e* : . >+ 
: "3 , sint 
e) lim e* sinr f) lim e 


- + < < x PF. 
‘ P SET i MAP ENT HR M À K 
Eai E De ae p aN aa" 
+4, ” E 5 AE a id 
e M A E a nl A A 487 09 


10 Calculer les limites suivantes. 


b Sas eL 2x = Vus 
al Em = € b) lim e” 
zx —®8 X x —0 x 
= L L 
e ze’ — 1) d) lim e* lnr. 
x-k x 0 


Fonctions comportant exp 


11 Dis chacun des cas suivants, préciser l’en- 
sem Ge dimai de la fonction f, puis déterminer 


-æ 


a) fn =e b) flx) = e° 
c) fir) = eter d) fix) = (1 -rje 
e) ft = — A fl) = rer. 


12 Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
primitive de la fonction f sur R. 
a) f(x) = e# b) f{x) = xe” 
c] f(x) =e" + 3e* — 1 d) f(x) = sinx et 


e) f) =x-5 +30 f) fa) E 


13 Déterminer deux nombres réels a et b tels que 
la fonction x + (ax+ bje* soit une primitive sur R de la 
fonction x + (4x — 5}e*, 


1% Déterminer deux nombres réels a et b tels que 
la fonction x > (a cosx + b sinx)e* soit une primitive 
sur R de la fonction x + (3 cosx + sinxJe*. 


-e741 
2e +1 
1. Déterminer deux nombres réels a et b tels qne : 


A be 
VxeER, fa =a+r 
2. En déduire les primitives de f snr R. 


15 Soit la fonction fixer 


16 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Utiliser la courbe représentative de la fonction expo- 
nentielle pour représenter graphiquement chacune des 
fonctions snivantes. 
a) xmex 
c) x er! 


b) x e +1 
d) x ekl, 


{7 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Soit f la fonction définie par : f(x) = 4x? e — 1, 
1. Étudier f et tracer sa courbe représentative. 
2. Déterminer le nombre de solutions de l'éqnation : 
4x? = ex, 


` 
4 


18 Soit f la fonction définie par : 
re = exp{ s 5) six E R\t-1:1) 


x? — 
fC 1) = f(1) = 0. 
On désigne par (6) la conrbe représentative de f. 
1. Démontrer qne f est dérivable à droite en — 1 et à 
gauche en 1. 
2. Étudier f et tracer (6). 
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19 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Soit f la fonction définie par : f(x) = (1 —x}{1 + e”). 
On désigne par (€) la courbe représentative de f. 
1. Calculer les limites de faux bornes de son ensemble 
de définition. 
2. Démontrer que la droite (A) d'équation y 
asymptote à (@) en — ææ, 
Préciser la position relative de (€) et (A) 
3. Étudier les variations de la fonction éécimée À et en 
déduire les variations de f. 
4. Tracer (6). 


=-r-+-1es 


20 Le repère (O, I, J) est otonom 
Soit la fonction f: x + lnie" — 1 et [41 sa courbe repré- 
sentative. 


1. a) Déterminer l'ensemble de 52:00 D de f. 
b) Démontrer qu'il existe une fonction ẹ¢ telle que : 
VxE D, fx)=x+olx) et lim œ@r)}=0 


c) Compléter l'étude de f et tracer (€). 

2. Soit y la restriction de fà l'intervalle JO ; +f. 

a) Démontrer que g réalise une bijection de JO ; + «| 
vers R. 

b) Tracer, sur le même graphique que (€), la courbe 
représentative (€'} de la réciproque de g. 


21 Soit f la fonction définie par : f{x) = = = 


On désigne par (€) la courbe représentative de f. 

1. Déterminer l'ensemble de définition de f et calculer 
les limites de f aux bornes de cet ensemble. 

2. Démontrer que la courbe (T) d'équation y = 1 + e" est 
asymptote à (€) en + ce. j 
Préciser la position relative de (6) et (T). 

3. Étudier les variations de fet tracer (1) et (€). 


22 Résoudre dans R les équations suivantes. 


a) 5* = b) (0,1}° = 10 
c) 321 = 27 d) 3x = 27 
e} F-11225 f] 2 = 167. 


23 Résoudre dans R les équations suivantes. 
a)7*-5x7*+6=0 b) 5=™ + 5*-2=0 
c) 221 4 23% 105 = 0 d) 9° — 3**1 _ 10 = 0. 


24 Résoudre dans R les inéquations suivantes. 


a) 47 <—1 b) 10 < 100 
c) (0,5) >8 d)7=1>1 
e) 2< 2x Panra. 


25 Calculer les limites suivantes. 


a) lim n* b}lim 10- 
X —+ œ X —+ 
1 
c) lim ge d) lim 3x 


26 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
Étudier les variations de la fonction f et tracer sa cour- 
be représentative dans chacun des cas suivants. 


a) fla) = > b) flx) = (0,5} 
c) f) = d) f) =F. 


zgi 


Fonctions puissances 


27 Déterminer une valeur approcbée de cbacun 
des nombres suivants, avec la précision indiquée. 


4 
aj3 à 10° près b) (1,01 à 10 près 


Li _2 
cj23 à 10* près d) (1,2) 3 à 10° près. 
23 Soit a un nombre réel strictement positif. 
Écrire les nombres suivants sous la forme a?, où b est un 


nombre réel. 


4 B- 
a) a? xa? bja 3 x a c) a1®7 x a-1:03 
+ 
2 - 
d) (ar12395 e)2 « f) a x Ja. 
p=- 


29 Dans chacun des cas suivants, calculer les 
limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de 
définition. x 


= 
a) ft) = YE b) feo = 2. 
x“ 
30 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 


Dans chacun des cas suivants, étudier les variations de 
la fonction f et tracer sa courbe représentative. 


a) f(x) = b) f(x) = x". 


31 Soit / la fonction définie par : 


fœ) D 
f f{1) = 
On pro par (€) la courbe représentative de f 


1. Étudier la continuité et la dérivabilité de fen 1. 
2. Étudier fet tracer (@). 


1 
[idee 


32 Dans chacun des cas suivants, calculer les 
limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de 
définition. 


a) f(x) = x 5° b) f{x) =° (lnr)? 
- e2x 
c) fix) = x? — lnr d) fi) =- 


APPROFONDISSEMENT 


33 Soit f la fonction définie par : 

f(x) = 1- In(x? +1}, six <0 
Ar pRof 7o8s six>0 ` 
On désigne par (6) sa courbe représentative. 
1. Étudier la dérivabilité de f en 0. 
2. Étudier les brauches infinies de (€) ; démoutrer que la 
parabole (T) d'équation y =—x° est asymptote à (€) en + ce. 
3. Compléter l'étude de f et construire (T) et (6). - 
4. a) Déduire de cette étude que (€) coupe (OI) en deux 
points dont l'un a une abscisse négative que l'on-calcnlera. 


b) Déterminer une valeur approchée à 10 1 près de 
l'abscisse du deuxième point d'intersection. 
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34 :. Démontrer que pour tous nombres réels a 


<% D- 
et b, on a : ab Eb, 


2. a} En déduire que pour tous nombres réels u et v 


strictement positifs, on a : Re < m), 


b) Démontrer que pour tous nombres réels u etv, on a: 
utü E 


u p 
eZ < ecte 
+. 
3. Généralisation 


Soit p et q deux nombres réels strictement supérieurs à 1, 


et tels que : t+ t= 1. 


a) Démontrer qne pour tous nombres réels a et b positifs, 


on a : abs +2 


(On pourra étudier les variations de la “ions f de 
[0 ; + æf vers R définie par : f(x) = ax -= E.) 
Dans qnel cas a-t-on l'égalité ? 


b) En déduire que : 

+ pour tous nombres réels u et v strictement positifs, on a : 
lou , lnv 
Fa q < ng LÉ 2); 

* pour tous nombres réels u et v, on a : 

ge u 0 

Pg < € LS 
e SF +3 
c) Soit (T) la courbe représentative de la fonction loga- 
rithme népérien, A et B les points de (T) d'abscisses res- 
pectives u et v. 
Interpréter graphiquement la première inégalité du 3.b), 
en considérant le-barycentre K des points pondérés 
(a+) et (8.2). et le point D de (T) de même abscisse 
que K. 
De même, interpréter graphiquement la deuxième 
inégalité dn 3.b}. 


35 1. Démontrer que : 


rs iaa 1 x +1 Le 
Y x € 0 : + cl, — <h(eit)<t. 


En déduire que : 
VxeE J0 ; + ol, 


CORDES 
X 


2. Démontrer que : 


VneEeN* fe +1} 


(n & 1)7#1 
n! 


<Er ai 
36 Le repère (O, I, }) est orthonormé. 

Soit f la fonction définie par f(x) =| sinx | cose, 

1. Quel est l'ensemble de définition de f? 

Jnstifier que l'étude de f peut se réduire à 10 ; xl. 

2. a) Définir le prolongement par continuité g, de fen 0. 

b) Étudier la dérivabilité de g en 0. 

3. Étudier g et tracer sa courbe représentative (T). 


37 Le repère (O, I, J) est orthogonal. L'unité gra- 
phique est égale à 2 cm sur (OI) et à 15 cm sur (0J). 
Soit fp la famille de fonctions définies par : 


Le = e*, où m est un nombre entier naturel non 


nul. On désigne par (6,,) la courbe représentative de Fa 
1. a) Démontrer par récurrence sur m que : 


Yme N*, (v xe [0 ; + æf, et > xn) 


En déduire que les parties d'abscisses positives des 
courbes (€,,) sont comprises entre les droites d'équa- 
tions y = 0 et y = 1. 

b) Calculer alors la limite de f(x) quand x tend vers + v, 


2. a) Étudier les variations de f, suivant les valeurs de m. 
(On distinguera les cas m = Imo ir et m impair). 

b) Dresser les tableaux de varztions correspondant à 
chaque cas. 


3. On désigne par A „ le point de { €.) dont l'abscisse 
définit le maximum relatif de f 


a) Vérifier que : Y m e N*, f ir = = fer 


Étudier la position relative des courbes [€ _] et | 5 1) et 
démontrer qne ces courbes se coupent er 0 at K 


b) Étudier la position relative des courbes (Æ,, dr 
et démontrer que ces courbes se conpent en O a en un 
point dont l'abscisse appartient à [m + 1 ; m + 21. 


4. Utiliser les résultats précédents ponr tracer les courbes 
(€,), (€,) et (€,). On précisera les points d'intersection 
des courbes que la question précédente permet de 
connaître, ainsi que les tangentes en O à ces différentes 
courbes, 


38 Soit a un nombre réel strictement positif. 
On se propose de résoudre dans ]0 ; + «| l'équation 
(EJ rar =x, 
Pour cela, on considère la fonction f, telle que pour tout 
x élément de ]0 ; + ol, f(x) = a xs, 


1. On suppose que :a=e 
a) Étndier les variations de la fonction F, 
b) Résoudre alors l'équation (E,). 


c} Démontrer que : Y xe ]1 ; + of, =? e. 


2. On suppose que :0<a<1 
a) Dresser le tableau de variation de la fonction FA 
b) Résondre alors l'équation (E,,). 


3. On suppose que :a > 1 et axe 

a} Dresser le tableau de variation de la fonction Ex 

b) Déduire des questions 1.c) et 3.a) que la fonction A 
admet nn minimum absolu strictement inférieur à 1. 

c) En déduire que l'équation (E,) admet exactement deux 


solutions situées de part et d'autre du nombre -&. 


Ina 


39 Temps d'effet d'un médicament 

On injecte toutes les 8 heures dans le sang d'un malade 

nne quantité q, de sérum, exprimée en cm*. 

Après élimination naturelle, la quantité restante de ce 

sérum au bont d'nn temps t, exprimé en heure, est donnée 
-t 

par la fonction t => qe”. 

1. Calculer, en fonction de q, la quantité restante de 

sérum dans le sang après 8 heures, 16 heures, 24 

heures. 


2. Soit q la fonction qui à t associe la quantité totale de 
sérum contenue dans le sang au bont de ce temps t. 

a} Exprimer g(t) en fonction de q, et t pour t e [0 ; 48]. 
Dans la suite, on suppose que : q} = 1 cm’. 

b} Représenter graphiquement la fonction g daris l'in- 
tervalle [0 ; 48]. 


3. Le sérum n'est efficace que si le sang en contient en 
permanence une quantité au moins égale à 2 cm, 
Déterminer graphiquement, puis calculer l'instant à 
partir duquel le sérum sera efficace. 
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4. a) Déterminer, en fonction de n, la quantité de sérum 
contenue dans le sang immédiatement après la n-ième 
injection. 

b) La quantité de sérum contenue dans le sang ne doit 
pas dépasser 3,6 cm*. : 

Démontrer que malgré cette restriction. on peut conti- 
nuer indéfiniment les injections. 


AO Bobines de Helmholtz 
Le champ magnétique créé par une bobine plate de 
centre @ et de rayon R, en un point M de l'axe de cette 
bobine est donné par la formule : 


4 
B = B R?(R? + œM?) ?, où B, désigne le champ magné- 
tique créé en W. 


Pour réaliser un champ magnétique quasi-uniforme, on 
utilise deux bobines plates circulaires identiques, de 


centres respectifs ©, et œ, de mème axe (A) et parcou- 
rues, dans le même sens. par un courant d'intensité I. 


Dans les questions 1. 2 et 3. on suppose que : 
R= 1, 00, = 1 et B} = 1. 


1. Démontrer que le champ magnétique en un point M 
situé entre œ et œ, est donné par la fonction 


. E ej? 3 Ji 
o:x[1+(x+1) +[1+(x- 1) 
où x désigne l'abscisse de M sur la droite (A) munie 
d'un repère d'origine O, milieu de [o.,o,]. 
2. Fonctions composantes 
Soit les fonctions : 


fixe [1 $ (x +4}f> ot 


fzx [a +(e- TE 


a) Étudier f, et tracer sa courbe représentative (6.). 

b) En déduire la courbe représentative (6,) de fy 

c} Démontrer que (€,) et (6,) sont symétriques par rap- 
port à (OJ) et ont un point commun sur cette droite. 


3. Fonction champ magnétique 

a) Démontrer que @ est une fonction paire et qu'elle 
admet en 0 une dérivée nulle. 

b} Déduire de la question 2. une représentation graphique 
(T), point par point, de la fonction . 


La courbe (T) présente au voisinage du point d'abscisse 
0 un « quasi-palier », correspondant à un champ magné- 
tique quasi-uniforme. 

4. Famille de courbes 

Ona:R=1etB,=1. 

Construire de manière analogue les courbes (T) corres- 
pondant à 00, = 2 ; @,@, = 1,4 ; %0, = 0,6. 

On vérifie ainsi graphiquement que le champ magné- 
tique quasi-uniforme est obtenu lorsque œ,0, = R. 


€) 
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3 Suites numeriques 


introduchon 


E, classe de première, nous avons abordé les notions de base 
concernant les suites numériques et étudié plus particulièrement les 
suites arifhmétiques et géométriques. Nous avons également étu- 
dié, dans certains cas simples, le comportement à l'infini d'une 
suite numérique. 


L'objectif de ce chapitre est 
de mettre en place des outils 
permettant une étude systé- 
matique du comportement 
global d'une suite numé- 
rique (monotonie, majora- 
tion, minoration, périadi- 
cité...}, ainsi que de son 
comportement à l'infini. On 
étudiera les suites définies 
par une formule de récurren- 
ce et leurs applications, 
notamment la recherche du 
point fixe d'une fonction et la 
méthode de NEWTON per- 
mettant la détermination 
d’une valeur approchée des 
solutians d'une équation. 


© JeanFronçoirs Colonne / CNRS, 


1. Étude globale d'une suite numérique ......... sunatintée 276 
2. Limite d'une suite numérique ......i 280 
P 3. Compléments sur les suites .........sonesenrreersarererrrren 286 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à variable réelle et le plan est 
muni du repère (O, I, J}. 


Étude globale d’une suite numérique 


On appelle suite numérique toute fonction de N vers R. 
En général, une suite numérique (u,) est déterminée par l’un des procédés suivants : 


e une formule explicite permettant de calculer u, en fonction de n ; 

c'est le cas des suites de terme général n + (— 1}° ou (n + 1)e™” , comme des suites du type u, = f(n), 
où f est une fonction numérique à variable réelle ; 

+ le premier terme et une formule de récurrence ; 

c’est le cas de la suite définie par: u,.=1et Y n EN, u, = 1 + už. 

Lorsque E désigne l’ensemble de définition d'une suite (u,), on peut la noter (u,), = p 


_1.1. Suites bornées 


On a vu en classe de première les définitions suivantes. 


Définitions 


Soit (u,), = p une suite numérique. 

* (u,) est minorée s’il existe un nombre réel m tel que, pour tout n élément de E, on a : u, 2 m. 
° (u,) est majorée s’il existe un nombre réel M tel que, pour tout n élément de E,ona:u,<M. 
e (u,) est bornée si elle est à la fois minorée et majorée. 


On dit que m est un minorant de {u} et M un majorant de (u). 
Une suite est positive (respectivement négative) si tous ses termes sont positifs (respectivement négatifs). 


Exemples 
sinn 
n*o 
Ona: Yn E N*, lu! ER ; donc : Y n E N*, lu l <1. 
n? l 


On en déduit que la suite (u,.) est bornée, 


* Soit (u,), iai la suite de terme général : u, = 


+ Soit (v,), e y la suite de terme général : v, = In(2n + 1) — In(n + 1). 
La fonction f:x > In(2x + 1) — In(x + 1) est dérivable sur [0 ; + [ et a pour dérivée la tation 


E à > 1 
PAR Ni 


La fonction f est donc croissante sur [0 ; + [ : de plus, on a : f(0)=0et lim: Fi (x) = In2. 
Donc : V n E N, 0 < v, < ln2 ; on en dédnit que la suite (v,) est bornée. 


e Soit (w,) la suite définie par : w=- 1 et Y n EN, w, = Lu, + 3. 

La courbe (€) ci-dessous est la papageniatiin graphique de la fonction g : x> /2x + 3 et (A) est la droi- 
te d'équation y = x. 

On en déduit une construction sur (ON) des premiers > 

termes de la suite (w,), ce qui permet de conjecturer que : 
VnEN,-1<w,< 3. 

Démontrons ce résultat par récurrence. , © 
—-Ona:w,=-1;donc:-1<w,s<s3, 

— Soit k un entier naturel. 

La fonction g :x > {2x + 3 est croissante sur [— 1 ; 3] ; 


donc:-1<w,<3 = g(-1)<g{w,)< g(3) 
> ISW 
> -1<w,,<3. 
Donc: VrEN,-1<w <3; 
on en déduit que la suite (w,) est bornée. 


276 Suites numériques 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Remar rque ` 


Certaines suites ne sont pas bornées ; c'est le cas de la suite de terne général u, = n° — 1, qui est ı mina- 
rée par — 1, mais n'est pas majorée. 


Pour démontrer qu’une suite (u,) est bornée. om peut utiliser l’un des procédés suivants. 
e Encadrer le termé général de la suite par deux sombres réels. 

e Étudier la fonction f, lorsque la suite est du type : u, = f(n). 

e Faire un raisonnement par récurrence. 


1.2. Suites monotones 


On a vu en classe de première, les propriétés suivantes 


Soit (u,), c p une suite numérique. 

e Si pour tout n élément de E u, <u alors la suite (u,) est croissante. 

+ Si pour tout n élément de E u,>u,,., alors la suite (u ) est décroissante. 
* Si pour tout n élément de E u,=u,,,, alors la suite (u,) est constante. 


n+1t 


Remarques 


ə Si pour tout n élément de Eu, < u„,, (respectivement u, > u 
sante (respectivement strictement décroissante). 

e Une suite est monotone lorsqu'elle est soit croissante, soit décroissante. 

+ Une suite (u, } est croissante (respectivement décroissante) à partir d’un certain rang s’il existe un entier 
naturel n, tel que, pour tout n supérieur ou égal à ny on a:u, <u,,, (respectivement u 2 u 
e Une suite est stationnaire si elle est constante à partir d’un certains rang. 


.), alors la suite (u) est strictement crois- 


n+1). 


Exemples 
+ Soit (u), - A+ la suite de terme général : u, = È k i 


1 
Ona: V nE NŅN*, RES TT 


1 
t x 


On en déduit que la suite (u,) est strictement croissante. 


> 0 ; donc : V n E N*, upy > Up 


f i iiaa A 3 2n — 1 
+ Soit (v,), e y» la suite de terme général : v, = SAT EX 
D 
La suite (v,) est strictement positive et on a : Y n E€ N*, si a Ent 5 ; 
9n +1 O, en + 


Or : Y n E N*, za g3 < 13 donc: Y n ENS, Daa < D, 


On en déduit que la suite (v,) est strictement décroissante. 


la suite de terme général : w,, = Inn + LA 


Jn 
; Da RE - | x —2 
La fonction f: x" lnx + = est dérivable sur 10 ; + œf et a pour dérivée la fonction f’:xr x m 
yx xx 
La fonctiou f est douc croissante sur l'intervalle [4 ; + ol. | 
On en déduit que la suite (w,) est croissante à partir du rang 4. 


+ Soit (a,), c yN” 


e Soit (t) la suite définie par : to =0etVneN,t,,,=efÎ. 

Démoutrons par récurrence que cette suite est strictement croissante. 

—Ona:t,=1;donc:t,>t,. 

— Soit k in entier AADAL 

La fonction g : x> e est strictement croissante sur R ; donc : bkrr >te > glt,,,) > glt, 
=> Lo > 


k+1° 
Donc : V n EN, ta > t,;on en déduit que la suite (£,) est strictement croissante, 


, n+1 ” 
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Pour démontrer qu’une suite (u) est monotone, on peut utiliser l’un des procédés suivants. 
e Étudier le signe deu... — u,- | nine 
u” lorsque la suite (u,) est strictement positive. 


e Étudier le sens de variation de la fonction f, lorsque la suite est du type : u, = f(n). 
+ Faire un raisonnement par récurrence. ci 


e Comparer à 1 le quotient: 


„1.3. Suites arithmétiques, suites géométriques 


ssemms Tableau récapitulatif 
On rappelle dans le tablean ci-dessous les principaux résultats, établis en classe de première, concernant 
les snites arithmétiques et les suites géométriques. 


Suite arithmétique Suite géométrique 
._ Raïsou r(rER) q lq E R) 


Formule de récurrence Uag 7 Uur +T ' Un = qu, 
Formule explicite 


Somme des n premiers termes n 1 — 
o (un + u, X d (q1) 
(tg + U +o + Uaa - 2 0 m E E. 
On a en particulier : E 
°1+2+3+.+n- EEN . °1+a+a+..+atl= © (a #1) 


sms Exemples d'utilisation 


1. Calculer les sommes : s, = 2 et s, = È k3 (n € ŅN*). 


k=1 


ns: $] = 
Posons : s= È, 7 


eOna:VkEN,(k+1) = k + 3k? +3k+1. 


t 


Donc: È (k +1} = È k +3È k +3Èk+n (1) | 
(1) -S È k’ =È k? +3s,+3s,+n © È k? + (n + 1) = 1° + k? + 3S, + 35s, +n. 
On en déduit que : 36, = (n+ 1} -(n+1)- 2 = ASE 
n{n + 1}{(2n + 1) | 


Donc : À k? = 
k = 1 6 


eOna:VkEN,(k + 1)*= kt + 4k? + 6k2 + 4k + 1. 

Une méthode analogue à celle utilisée pour le calcul de s, permet d’écrire : 

Èk’ + (n+1}#= 1445 kê + 4s, + 65, +4s, +n. | 

On en dédnit que : 4s, = (n + 1)*—(n + 1) — nn + 1)(2n + 1) — 2n(n + 1) = n’(n + 1}. 
" nè(n +1) 

Douc : Z k? = — — 
k=1 4 
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2 Calculer la somme : S, = + 224 +. + ne 1 
Sa 1 3 5 èn — 3 An — 1 
On a : D =pitastoaite.t a A 
9 1 27 2 2% 2-A á) 
Donc : Sag =D tatost -+ 5i ni = 7+( 
1 \n-1 
ch i L 1.1 1 _1 1-(5) CR, 
i zeg Toni 2 * 7 = ani? 
le À 
2 
dark Sr M Me, Lt TI _ 3 3ə+žn 
i 2 "4 on-1 2n+1 2 on+1 
Ou en déduit que : S, =3 E Lar 
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(n € N*) 


3. Calculer la somme : S (x) = 1 + 2x + 3x2 +... + (n +1)" (n EN, x €R). 


+ Six = 1, Ou a : 


(n+ 1){(n + 2) 


S,(1)=È k= A 


e Si x # 1, considérons la fonction f:x > x + x? +x +4... 


+a, 
fest dérivable sur R et sa dérivée est la fouction f” telle que : f'(x) = 


S, (x). 


Or, /{x) est la somme des n + 1 premiers termes de la suite géométrique de premier terme x et de 


raison x ; donc : f{x) = 


On en déduit que : 


1.a 


1.b 


l.c 


1.d 


x(1 — amer 
1-x 


S, = f'a) = -o 


== og à e d A Cf Ea Sc chart éhéu et = = MT AE ss = g” > gere <= = an porn pt 
xel C I Ces- pis es E TT + FE E eme EET A EE ET ON R Er m8 ‘2 
Ex F A A Re Pey sf 2 tr ge he aire Er on à = 4 B- ai rp or wrn 
T7 AE Pr CS he St ES" #, V4 AE ME nÉE PPS Re MES MS AS 7, 


Soit (u,) la suite définie par : le 
3 | 1 
n NE ! et VneEN, Unwala 


n 
Calculer les 5 premiers termes de cette suite et 
en déduire son ensemble de définition. 


Dans chacun des cas suivants, étudier si la 
suite (uw), =n est majorée, minorée. 


2n+1 
SA OT TT b) u, =n( 3+0") T 
`_ 2 +sinn a {NN 
de D TT d) u, = ncos(%) 


1. Soit la suite (u,) définie par : 

au, 
A7 14 u 
a) Conjecturer, à Paide d’une représentation 
graphique, si la suite (u,) est majorée, minorée. 
b) Démontrer cette conjecture. i 
2. Mêmes questions pour la suite (v,) définie 


=1+ Ł, 
v 


n 


u=1 et VnEN, 7 


par: v =1 et VnEeN, v, 


1.h 


Dans chacun des cas snivants, étudier le sens 
de variation de la suite (u, ) 


neN 
n n°? + 2 
QUE. She TT 
c) u = Er d) u, =n —Ìn{1 + n). 


1— (n + 2j + (n + 1)? 


“u a ee e 


- 
S ae E A 25 LS #7 


1. Soit la suite (u,) définie par : 

u,=3 et VnEN, t = 2u, —4. 

a) Conjecturer, à l’aide d'une représentation 
graphiqne, le sens de variation de la suite (u). 
b} Démontrer cette conjecture. 

2. Mêmes questions pour la suite (v ) définie 
2 + 30, 

par: v,=0 et Vn EN, Pn = Z Fo 
1. Démontrer que si (u,) est une suite géomé- 
trique strictement positive, alors (Inu,) est une 
suite arithmétique. 

2. Démontrer que si (u,) est une suite arithmé- 
tique, alors (e“*) est une suite géométrique. 


Soit (u,) la suite définie par : 


u,=—3 et VnEN,.u,,,=u 


n 


3 
+= 


1. Exprimer u, en fonction de n. 


` 2. Calculer Lu. 


Soil (u) la suite définie par : 


o=—3 et VnEN, u 2 u 


n+l T3 n° 
1. Exprimer u, eu fonction de n. 


2. Calculer Lu. 
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=Q Limite d'ureisuite numérique- 


__ 2,1. Notion de limite d'une suite : 


esa Limite infinie 
Soit (u,) la suite définie par : u, = 1 et V n E M, Upi F afio 


n-i 


Intéressons-nous au comportement de u, lorsque n i des 2 sh) « de plus en plus grandes ». 
e Compléter le tableau ci-dessous. 


e Démontrer que: VnEN,u, > Ti 


e Soit M un nombre réel ; déterminer un nombre réel A tel que : n 2 A > u, 2 M. 


On peut donc rendre u, « aussi grand que l’on veut » en choisissant n « suffisamment grand ». 


On dit que u, tend vers + œ lorsque n tend vers + œ et ou écrit : lim u, = +. 
n +o 


| Limite finie 
Soit (v) la suite définie par : vj = 2 et V n EN, vanu =5— = 


n 


Intéressons-nous au comportement de v, lorsque n prend des valeurs « de plus en plus grandes ». 
e Compléter le tableau ci-dessous (on donnera une valeur approchée de v, à 107 * près). 


+ Quelle conjecture ce tableau suggère-t-il ? 
+ Démontrer que: VRrEeN,u, 22; 
VnEN, lo, .—4l< J lo, —-4|. 


+ En déduire que : VneN, lo, =AL i: 


e Déterminer un nombre réel A tel que : n > A = |v, -4| < 1075. 
° Soit € un nombre réel strictement positif ; déterminer un nombre réel A tel que : n 2 À = | v, — Al <e. 


On peut douc rendre v, « aussi proche de 4 que l’on veut » en choisissant n « snffisamment grand ». 


On dit que v, tend vers 4 lorsque n teud vers + œ et on écrit : lim v,=4. 
n= +o 


ssaa Définitions 

Les définitions suivantes ont été données en classe de première. 
Définitions 
+ Une suite est convergente si elle a une limite finie. 
e Une suite est divergente si elle n’est pas convergente. 


Remarques 
+ On admet que si une suite a une limite, cette limite est unique. 


e Certaines suites n'ont pas de limite ; c’est le cas de la suite de terme général : w,, = sin (5 am), 
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Exemples 
+ La suite (u) définie paru, = 1 et VY n E N, up- =? s . (1 + u,) a pour limite + æ ; elle est divergente. 
e La suite (v,) définie par v} = 2 et VnEN,r,,=5- a a pour limite 4 ; elle est convergente. 


+ La suite (w,) de terme général w, = sin (=) n'a pas de limite ; elle est divergente. 


— 2.9. Calculs de limites 
Limite d’une suite du type vu, = fini | 


Nous admettons la propriété suivante. 
Propriété 
Soit (u) une suite définie par u, = f(n), où f est une fcmchon mumérique. 
Si f a une limite en + œ, alors (u,) a une limite et en a : hm uw =lim f(x). 
TI— +0 


E— -= = 
Exemples 
' 1 - LA 1 
e Ona: lim {x sin) = 1 ; donc. la suite (u,), = ẹy- de terme général u, = nsin- converge vers 1. 
X — + T 
1 s : L 1 a 
Ona: lim (x cos —) = + œ ; donc, la suite (tr), =,- de terme général r, = n cos— est divergente. 
T ai X n'n € = Li n 
x +1 m n° +1 . s 
. Ona: lim ln z =0; donc, la suite (w,), c p. de terme général w, = In converge vers 0. 
X— +0 x 


o à 
K emargues 
La réciproque de cette propriété est fausse. 


Ainsi, la fonction x> sin(nx} n'a pas de limite en + œ ; cependant, la suite (u,} 
u, = sin(nn), dont tous les termes sont nuls, converge vers 0. 


ne nr de terme général 


mess Limites et opérations sur les suites 


Les suites numériques sont des cas particuliers de fonctions numériques à variable réelle. 
On peut donc définir la somme, le produit ou le quotient de deux suites. 


Définitions 
Soit (u,), c g et (v,), c g deux suites. . 


° La somme de (u,) et (v,) est la suite de terme général u, + v, 


° Le produit de (u,) et (v,) est la suite de terme général ne m 


° Le quotient de (u,) et (v) est la suite de terme général Lp (si pour tout élément n de E, on a v, # 0). 
n 


Les propriétés concernant les limites de la somme, du produit ou du quotient de deux fonctions numé- 
riques à variable réelle, demeurent applicables aux limites de la somme, du produit ou du quotient de 
deux suites numériques. 


— 


Exemples 
+ j nat ai A 2n—3 
e Calculer la limite de la suite (u,), - y» de terme général : u, = e7" + RIT - 
Ona: lim e"-=0 et lim ‘2%= =3 _3: donc: lim u = 2. 
nn + n+o n+T na +o " 


e Calculer la limite de la suite (v,)„ = y+ de terme général : », = (n— 1)(1 — cos). 


Ona: lim (n-1)=+ et lim (1 — cos—) = 0 ; on ne peut donc conclure directement. 
n — + © n —} + rl 
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nm — 1] 1 n—-1 t- cos- 
è x Lin. ni EN PT JE - Ee 
On remarque que: Y n E N*, v,=— xn (1 cos) = r A El 

n 

n-1 1 — cos 1 — cosx 
Or : lim ——=1 et lim = im ——-=0;donc;ilim © =0. 
n—+te rL n — += 1 x—0 X n—+e "! 
nl 

ssw Croissances comparées des suites (a”), (n°) et (Inn) 


Les résultats concernant les limites des fonctions exponentielles, puissances et logarithme s’appliquent 
aux suites. On en déduit le tableau suivant. 


pas de limite 


Suites géométriques 


n 
(ou exponentielles) (a) ene a E R 


| Suites puissances (n°), ene QER 


Suite logarithme Cite) is 


De même, les propriétés de-croissances comparées des fonctions expouentielles, puissances et logarith- 
me s'appliquent aux suites de types (a”), (n°) et (Inn). 


Propriétés 


(1) Si &>0, alors li bar = 
>t+ton 
œ 
(2) Si a>1 et œ>0, alors lim Li = 0. 
n — + 
œŒ 
(3) Si 0O<a<1 et œa<0, alors lim 1 = + oc. 
- , n — + 
Démonstration 
Inx 


(1) Soit la fonction f: x > —. 


Inn 
me 


Ona: lim f(x) = 0 (cf. chapitre 12, § 3.2.) ; donc : lim 
` X — +oc 1  — +a 


(2) et (3) Soit la fonction g :x m : 


Ona: glx) = gmr -xlna et qlnx - xlna = ax [m_a 
Or: lim Int _ 5 + donc: lim (ux_na). 7e 
XD + X x—+æ\ TX Q œ 
e Sia>1eta>ọ, lim (alnx — xlna) =- œ ; 
XD + 


œ 
on en déduit que : lim gx) =0 et lim T =0, 
X— + n —+c ad 


°Si0<a<ieta<0, lim (œlnx-xina) =+c ; 
XX + 


on en déduit que : lim gx) =+® et lim = 
X— + nt 
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Remarque 

Ces résultats signifient que : 

» lorsque a > 1 et à > 0, la suite (a"} tend vers + œ « plus vite » que la suite (n°) ; 
+ lorsque & > 0, la suite (n°) tend vers + œ « plus vite » que la suite (lnn). 


Exemples E 
. Ona: lim lnn =0 et lim À =+, 
ft—+e N” ñ+% nn 
q= gr 
e Calculer la limite de la suite (u,), = „ de terme général : uw = PTE CI 
2 rt 
1-(5) 
Ona: VnE\, u, = > 
i (5) 
EEE EN OR a E M 
Or : lim (+) = 0 ; donc: lim u,= Le 


= 


+ Calculer la limite de la suite (v,), - A de terme général : r, = n°272 


Ona: VneEN, v, = 22 — 4). 


PAL 
ba q n? I 
Or: lim 2%=++ et lim = =0;donc: lim v,=-. 
TL —+ + 00 fn — + 2 n= + 00 


x Propriétés de comparaison 
Les propriétés de comparaison concernant les fonctions sont applicables aux suites. 


Soit (u,) une suite. 


e S’il existe une suite (v) telle que u, > v, à partir d'un certain rang et si lim U, = + o, 
A> + 


alors lim u, = +o, 
n= +æ 


+ S'il existe une suite (v„) telle que u, < v, à partir d’un certain rang et si lim t=, 
n—+o 


alors lim u, = -— o, 
TT — + 


L'expression « u, 2 v, à partir d’un certain rang » signifie qu'il existe un entier naturel n, tel que : 
VRrEN, n2n,=u,>v,. 


Exemple 
Soit (u,), e p la suite de terme général : u, = n? + sinn. 


Ona: VRrEN,u,2nf-1et lim (n?-1)=+; donc: lim u, =+, 
Rs + R — + 


Soit (u,) une suite et ! un nombre réel. 
° S'il existe deux suites (v,) et (w,) telles que v, < u, < iv, à partir d’un certain rang 


et si lim v =lim w =l, alors lim u =£, 
n=>+e © n+ ” n— +o " 


» S'il existe une suite (v) telle que |u „n~ <v, à partir d'un certain rang et si lim v, = 0, 
n= +o 


alors lim u, = À. 
m + +5 


La première propriété est souvent appelée « théorème des gendarmes ». 
Elle reste valable lorsque l’on remplace l par + ou - «æ, 


Suites numériques 283 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


Exemple 
es l e 1 
Calculer la limite de la suite (v,), - y» de terme général : c„ = E -aK 
Soit k un entier naturel tel que : 1 < k <n. 
= 
Ona:n+1<n+k<n+n; donc: —i< —— < 
nèn n- + k n‘ +1 


On en déduit que: Y n E N*, -nN Eee E à l 
k=1n- +7 tz: $ M 


c'est-à-dire : V n € N*, —— $ "AT à 

ni +n m m — 1 
Or: li E = j i. =0 ; donc: lim v, =0. 
i lim, (+1) rs lim ( rs) ° a natoa À? 


Propriété 3 
Soit (u,) et (v,) deux suites convergentes. 


Si u <v, à partir d’un certain rang. alors lim u, <lim v, 
n= n x n—+o © noto ” 


sw Image d'une suite par une fonction 
On admet la propriété suivante. 
Propriété 
Soit f une fonction, D,son ensemble de définition et (u,} une suite d'éléments de D, 


Si lim u, =a et lim, f(x) =l, alors lim f(u, = 1. 
n> + x>a n — +0 


Exemple 
ports ie ‘à v 1 \n 

Calculer la limite de la suite (v,), - A. de terme général : v, = (1 + —) 
‘ Soit n un entier naturel non nul. 
Giras ossi W, 

d ci 1 ; 
Posons : u, = nln(1 + >) et f: xme e. 
Ona: v,=/({u,); 


J 
| W145) Wir 
lim u,=lim = lim = 1; 
neto ” n= + co À. x —.0 X 
n 


Donc: lim v =e. 
n 


Remarque 
Cette propriété peut être utilisée pour démontrer qu'une fonction n'a pas de limite. 
Ainsi, la fonction f:xr cos— n’a pas de limite en 0. 
En effet, considérons les suites (a), = y» et (b,), e A+ de termes généraux : a, = -— et b, = 
Ces deux suites convergent vers 0. 

r ’ . * b + : * _ li x= , 1 
Si la fonction f admettait une limite en 0, on aurait lim d f{a,) lim f(x) lim x Jbp) 


Or: lim f(a, )=1 et lim fb, =-1 ;donc,f n'admet pas de limite en 0. 
n +o n= +o 
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2.3. Limite d’une suite monotone 


On sait qu’une fonction croissante et majorée (ou décroissante et minorée) sur [a ; + [ admet une limi- 
te finie en + æ. On a des propriétés analogues pour les suites numériques. 


* Toute suite croissante et majorée est convergente. 
+ Toute suite décroissante et minorée est convergente. 


Remarques 


e Ces propriétés restent valables lorsque la surte n'est monotone qu'à partir d’un certain rang. 
e Elles permettent de démontrer l'existence de la limite d'une suite. sans en préciser la valeur. 


Exemples 


+ Soit (u,) la suite définie par : u, =_+ tvne=ñ,u,,.=,u,+2. 


On démontre par récurrence que la suite (u) est croissante et majorée par 2. 
On en déduit que cette suite est convergente. 


n 
e Soit (v,), e p» la suite de terme général : v, = 2 D 


k n 2. 1 l ; s 
Ona: YnEN*, t „n —0,= ee G la suite (v,) est croissante. 
1 1 1 1 1 
. O , _— S aia 0 
De plus: Yk E€ N \ (0; 1}, zz ZLK . c'est-à-dire : ES per aE 
: 1 1 1 1 1 
Donc : VneNt,v,s1+(1-+)+(5-2)+.+ (+) 


On en déduit que: Vne\*, D, £2-+<2. 


La suite (v,) est croissante et majorée par 2 ; donc elle est convergente et sa limite L est telle que : l < 2. 


Leibnitz a essayé en vain de calculer la somme 1 + + 4 +... + = +.. 


Bernoulli a démontré la convergence de la suite précédente et son élève Euler a démontré qu'elle conver- 
2 
n 


ge vers p 


Remarques 


e Toute suite croissante et non majorée a pour limite + ce, 
+ Toute suite décroissante et non minorée a pour limite — œ 


pe OM ga i Wr, AOL A a a alr ’ SEE ma oa , 
xe rc Ices ES: È 7 A AA Caire er te, sur es, LAS y E ER 
4 a, aii E r ar A RE nn st ET ; PACE TE A F 2 a" F-, 


2.a Dans chacun des cas suivants, préciser la fonc- 2.C Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
tion f telle que u,= f(n), puis déterminer la limite de la suite (u,), e nr 
Aaa x r 
limite de la suite (u,), e y PEP (2) b) u, = 7(-0,75)"*1 
n7 n+ i n` (2n +1) c) u,, = 25 + (2) d) u,=25— (3) 

L In(1 +n) e) u, = ni flu = n3” 

c) u, = nle’? — 1) d} u, = A | L n Jn n i a" È 
1+,yn 


2.d Dans chacun des cas suivants, utiliser les pro- 


2b Soit (u,), < p la suite géométrique de premier priétés de comparaison pour étudier la limite 


de la suite (u _) 
terme 2 et de raison 1 n'n EN 


Étudier la convergence de la suite (u,) et de la a) u,=cosn-n b) u, =n + (- 1})"cosn 
suite (v, ) de terme général : v, = Du cju,=inn+(-1)}" . d)Ju,=(-1}- 
p= 
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Exercices TELL 
e) u, = us f u,.=1+ = 
n(1 — cosn) 


g) u= hj u, = (2Y'sinn. 


n° +1 
2€ 1. Soit (u, },-\ la suite de terme général : 
TEL 

(n + 1}? 
a) Déterminer la limite de cette suite. 
b) En déduire la limite de la suite (v,), e p de 
terme général : r, = COSU p 
2. Dans chacun des cas suivants, utiliser une 
méthode analogue pour déterminer la limite de 
la suite (r,), - définie par son terme général. 


a) En = Ta + D b} ce, =In A 
1 1 — n? 
c} "nY n- in d) e, = p (=) 


2.f 


pat p! . 
1. mg par récurrence que : 
1 
VneN*, 1s Te à 


2. Démontrer que la suite (u) est croissante et 
majorée par 3. 
3. En déduire que cette suite est convergente. 


Soit (u,) la suite définie par : 


TA 
p71 et VneN, U a+ = m+ 
1. Démontrer que :VnEN, u, n°2. 


2. En déduire la limite de la suite (u.). 


-3 Compléments sur les suites ~ : 


— 3,1, Suites définies par récurrence 


Dans ce paragraphe, on se propose d'étudier les suites (u,) définies par leur premier terme et uue rela- 


tion de récurrence du type up, 


æsssmx Introduction 


Déterminer la limite de la suite (u,) définie par :u,-=1 et Yn EN, u = 


Soit la fouction f : x x (2 ~ z), (€) sa courbe repré- 


sentative et (A) la droite d’équation y = x. 


e Construire sur (OI) les quatre premiers termes de la 
suite (4) et conjecturer la limite de cette suite. 


+ Démontrer par récurrence que (u,) est croissante et 

majorée par 4. 

En déduire que (u,) admet une limite Z telle que : L < 4. 
.1=1(2 -—E 

e Démontrer que : Î = (2 à } 

(On pourra utiliser la relation : u,,, = 


e En déduire que : { = 4 


Plus généralement, on a la propriété suivante. 


= f(u,), où f est une fonction. 


Soit (u,,) une suite dont le terme général vérifie u,,, = f{u,), où f est une fonction. 


Si (u,) converge vers [et si f est continue en {, alors f(}) = I. 
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Démonstration 
Ona: lim U, = lim Wp =. 3 
n — +o n + co 


De plus : lim Ui = lim Jun) = lim J 0. 


Or : f est continue en T donc : lim 2; (x) = f (D. 
On en déduit que : f(l) = L. 


IKeMarTques 


° Toute solution de l'équation f(x) = x est appelée « point fixe » de la fonction f. 
° L'existence d'un point fixe pour une fonction f ne prouve pas la convergence d’une suite (u n dont le 
terme général vérifie u,.., = JU (Cf. exemple 3 ci-après). 


A Exemples d'études de suites définies par récurrence 
p p 


1. Étudier la limite de la suite (u„) définie par : u,=0 et VnEN,u, = 2 u,, +2. 
. 4 
Soit la fonction f: x> 7 * +2, (%) et (À) les droites 7 5 á 


d'équations respectives y = f(x) et y = x. 4 
Ces droites se coupent au point d’abscisse 4. 

La construction sur (OI) des premiers termes de la suite 
(u a permet de conjecturer que cette suite est croissante et 
converge vers 4, 


+ L’équation f(x) = x a une solution : 4 ; donc, si la suite 
(u,.) est convergente, elle converge vers 4. 


e Démontrons que la suite (u) est convergente. 


= dm u a — ne — en on en we où ee a on X = es en 


= Nu 4e 0 ei de nn en et en en ee en en un en fn nn un 


Ona: VneN, un —4= 7 (u, maji 
A 


on en déduit que : VY n E N, u,- -4 = a (W — 4). 
Or : lim Eps 0 ; donc, la snite (u, ) converge vers 4. 
n= +o 2” n 


2. Étudier la limite de la suite (v,) définie par : v, = V2 et YnEN, Ua = 2 + —. 
e Soit la fonction g:xr 2 + L, (6,) sa courbe repré- 


sentative et (A) la droite réunies j =X. 
La construction sur (OI) des premiers termes de la suite 
(v,) permet de conjecturer que cette suite est convergente. 


+ L'équation g(x) = x a deux solutions : 1 — /2 et 1 + /2. Or, 2 
. la suite (v,) est positive ; donc, si la suite {v,) est conver- 
gente, elle converge vers 1 + y2. 


I 
i 
I 
$ 
+ 
J 
1 
1 
j 
i 
i 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
1 
1 
' 


e Démontrons que la suite (v,) est convergente. J 
— On a : > 2 
+ pu D, > V2 = v,,,2> 2. 
Donc : VnEN, v, > y2. O | Vo Vo V 
— Appliquons l'inégalité des accroissements finis à la fonction g sur l'intervalle [/2 ; + l. 
Ona: g'@) = - 5 : donc : Vxe [)2 : + ol, Igt) l < -3 
On obtient : YnEeN, |g) — g(1 + 2)| < _ [va — (1 + /2)|; 
c'est-à-dire : VneEN, [0,1 — (1 + 2) < 4 [Va — (1 + J2) |. 
On en dédnit que: Yn EN, Le, — (1 + /2)| s( pE 
c'est-à-dire : VnEN, [on (1 + /2)| < (5). 


Donc, la suite (v,) converge vers 1 + 2 
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3. Étudier la limite de la suite (w,) définie par : w =1 et Y n EN, w, =6™-1. 
e Soit la fonction h : x e” — 1, (@,) sa courbe représen- 
tative et (A) la droite d’équation y = x. | ue | 


La construction sur (OI) des premiers termes de (w,) pet- | 


n+1 


met de conjecturer que cette suite a pour limite + =. | | iá 
°Ona:h(0)=0 et Yx E R*, h(x) > x. Donc, {w} est crois- | 
sante et 0 est l’unique point fixe de h. 
On en déduit que si la suite (w,) est convergente. el 
converge vers 0. 
e Démontrons que la suite (w.) n'est pas convergente & a 
pour limite + æ. Fi 
- La suite (w,) n’est pas convergente ; en effet. si elle l'était j 
sa limite serait 0, ce qui est impossible car tous ses termes ! | 
sont supérieurs à wy. ss LE Ç 
— La suite (w,) est croissante ; donc elle n'admet pas de DRE pr 
majorant, sinon elle serait convergente. 2 4 s ; 


La suite {w,„) est croissante et non majorée ; elle a donc 
pour limite + ce, 


Pour étudier la limite d'une suite (u,) dont le terme général vérifie u„,, = f(u,), on peut utili- 
ser le procédé suivant : sa APE 


e utiliser le graphique pour conjecturer le résultat ; 
e résoudre l'équation f{x) = x ; MALE AN TE EN en 


e démontrer le résultat conjecturé. 


3.9. Travaux dirigés 


On a vu en classe de première, ainsi que dans le chapitre 9 ($ 3.4.), la détermination d’une valeur appro- 
chée des solutions d’une équation par balayage ou par dichotomie. 


Nous donnons ici deux méthodes utilisant les suites numériques pour la résolution d’un tel problème. 


sus 1. Méthode du er fixe 


) On conèldère l'équation : ln(x + 3) = 


1°) Démontrer que cette équation Dee dans R+ une solution unique œ comprise entre 1 et 2. 
2°) On désigne par f la fonction x> ln(x + 3) et par K l'intervalle [1 ; 2]. 

a) Démontrer que : f (K) C K. X 

b) Démontrer que : Y x E K, If œ) < T 

3°) Soit (u,) la suite définie par : u) = 1 et Vn EN, u, = nlu, +3). 

a) En utilisant l'inégalité des accroissements finis, démontrer par récurrence que : 


VneEN, lu, als lu-ol. 
En déduire que : im Un = 0. 


b) Déterminer une ; valeur PPT à 107 * près de ©. 


Solution 
1°) Soit la fonction h : x —> x - ln(x +3). 49 
Cette fonction est dérivable sur ]- 3 ; ++[etona: (x) = s TA 


On en déduit que la restriction de h à R+ est une bijection croissante de R+ sur [- În3 ; + es. 
Donc, l'équation x — ln(x + 3) = 0 admet une solution unique «à dans R+. 
De plus, ona: k(1) =- 0,386 et h(2) = 0,390 ; donc;1<0<2, 
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2°) Soit (€) la courbe représentative de la fonction f: 
a) f est une bijection croissante de ]- 3 : + œf sur R. 
Ona: f(1)=-— 1,38 et f(2) = 1,61 ; donc : f(K) C K. 
b) f est deux fois dérivable sur ]- 3 : + oo] : 


ona: FE = — et FR = 


Donc, f’ est décroissante sur K. 
Ona: f{1)= + et f2) — 
Donc: YxEK, +<fs +: 


on en déduit que : Y x € K, fl < +. 


3°) a}Ona:u,EK et f(K) C K ; donc si u, € K, alors u, :E K 
On en déduit par récurrence que : Y n = N, u € K. > 
En appliquant l'inégalité des accroissements finis à f sur K, on a: lu, -al < T lu, - al 


et, plus généralement, V n EN, lu -al < F lu,- al. 
On en déduit, par récurrence, que: V n EN, lu,- al < 5 lup- al. 


. 1 b 
Or: lim —-=0;donc: lim u,=0. 
n — + 4 n —> + co 


b}JOna:lu,-al<1. 
Pour que lu,- al < 10%, il suffit qne h < 10% ; c’est-à-dire : n 2 5. 
Une calculatrice donne : u. ~ 1,505. 


Remarque 
Cette méthode est utilisable lorsque l'équation peut se mettre sous la forme f(x) = x et si la solution cher- 
chée appartient à un intervalle fermé K tel que: Vx €K, lf'{x)l <k (k€ [0 : 11). 


Esem 2. Méthode de Newton 

On considère l'équation (E) : Fa -x-1=0. 

1°) Étndier la fonction f: x> Je — x — 1 et tracer sa courbe représentative (€). 

En déduire que (E) admet une unique solution, notée &, appartenant à l'intervalle [2 : 3]. 


2°) On considère la fonction g qui à tout élément x de [2 ; 3], associe l’abscisse du point d’intersection 
avec (OI) de la tangente à (€) au point d'abscisse x. 


a) Démontrer que : V x E [2 ; 3], g) = x - Fe i 
} LC 
En déduire que les équations f(x) = 0 et gx) =x sont équivalentes sur [2 ; 3]. 
b) On désigne par K l'intervalle [a ; 3]. 
Calculer g’(x) et démontrer que: Y x E K, a < gix) < x. 


3°) Soit (u,) la suite définie par : u,=3 et Yn EN, u, = glu). 
a) Démontrer que cette suite converge vers Q. 
b) Déterminer, à l’aide d’une calculatrice, une valeur approchée de u), u,, u., u,, U 


+ kd + . LU X Ug i ay 
En déduire une valeur approchée de &, en conjecturant son incertitude. 


5° 


Solution 


1°) La fonction f est défiuie et dérivable sur R et on a : f(x) = x2 — 1. N 
On obtient le tableau de variation ci-contre et la courbe (€) 
ci-dessous. 

On en déduit que l'équation (E) admet une solntion unique 
a telle que : & € ]1 ; + æf. 


De plus, on a : f2)=- + gt AS) 5. 
Donc : à € [2 ; 3]. 
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2°) a} Soit x, € [2 ; 3] ; on a : f(x.) # 0. 
Une équatiou de la tangente à (6) au point d'abscisse x, 
est: y — f) = f l — xa). 


Cette droite coupe (OI) au point d'abscisse x, — ee 
Xo 
Donc: Vxef2;3}, glx) er 1 | f 
O e à. f(x) 
n en déduit que : fx) 
Vref2:3l, g{x) = x f(x 
= f(x) =0. 
fx) x f(x) 
b}) On a : VxrxreEKk, g (x) = FO è 


de plus : f'(x) =x* -1 et f(x) = 2x. 
Donc f, f” et f” sont strictement positives sur K. 
On en déduit que g est croissante sur K. 
Ona: g{a)=a, 
YVrEK, a<x > gla) < glv); 
VxrEK, a<gx). 
De plus: Y x EK, glx) -x =- fla) : donc:Yx EK, glx)-x<0. 
On en déduit que: Yx EK, œ< ta <x. 


donc : 


3°) a) D'après ce qui précède, la suite (u,) est décroissante et minorée ; 
donc, elle est convergente. 

De plus, œ est l’unique point fixe de la fonction g. Donc, la suite converge 
vers Q. 


b} On obtient le tableau ci-contre. 

On remarque qu’à partir de u,, les termes de la suite ont leurs neuf pre- 
mières décimales identiques. 

On conjecture que u, est une valeur approchée à 107° près de a. 


Remarques 


+ La méthode de Newton est également appelée « méthode des tangentes ». 


DEAR ES 


Fa) 
Eu 
ES ; 
tE : 
Ca . 


1 
2 
3 
4 
e 2103 805408 … 


e La puissance de cette méthode vient du choix de la fonction g. En effet, cette fonction est telle que g'{a) 
= 0 ; donc, le majorant de g’ sur l'intervalle K est proche de 0 et une bonne approximation de œ est rapi- 


dement obtenue. 


| e 
wmm eF e a EIEE OEEO A E le E PE E a je w E E mr 
Ki à Xel ( Il es EE T "p 7 T AE Le ET EE GE P a ti ERE CAT Lt za moi 
EE" ef [| ET OP AT nu r E T A a AE w A SP NANE N e ET E A iE E a l i a a od 


Zue 


3.a 


3.b 


Soit a un nombre réel et (u,) la suite définie 
a — = 2 
par:u,=a et Vn EN, tp = Uun Up 


1. Conjecturer graphiquement la limite de cette 
suite, suivant les valeurs de a. 


2. On suppose que : a = =s 


a) Démontrer que la suite (u,) est décroissante 
et minorée par 0. 

b} En déduire que cette suite est convergente et 
déterminer sa limite. 


Soit a un nombre réel tel que 0 <a < 1 et (u,) 


la suite définie par: . 
1+u 
u,=a et Yn EN, tp cd 7 =, 
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1. Conjecturer graphiquement la limite de cette 
suite. 

2. On pose : u, = cosg (a € [0 ; 5). 

a) Démontrer que : V n E€ N, u, = cos( &}. 


b) En déduire la limite de la suite (u). 


Soit (u,) la suite définie par : 

u,=0 et Vn EN, u, = In(e" + 1). 

4. Conjecturer graphiquement la limite de cette 
suite. 

2. Soit (»,),, = y la suite de terme général : v,= e", 
a) Démontrer que (v,) est une suite arithmé- 
tique de raison 1. 

b) En déduire la limite de la suite (u). 
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APPRENTISSAGE 


F tude globale d’une suite 


{1 Dans chacun des cas suivants. 
suite (u,), ey- est bornée. 


CÉDICTE cer Le 


= a n 
a) u,=\n2+1-n b} u, = 
d ‘RHI 
— 1j)"n + cosn : 


Fe h + 1 e” 


2 Dans chacun des cas suivants, démontrer que la 
suite (u,), ep est bornée. 


3n + sinn nn 
a) u,= BE ai b) u, = e 
27 +1 
c} u,=In(n*+1)-2lnn d) TR 


3 Dans chacun des cas suivants, représenter gra- 
phiquement la suite (u,), conjecturer si cette suite est 
majorée, minorée, bornée et démontrer la conjecture. 


cnm pb. 
a) l > 2 
VnEN, u,,, =2u, +1 
u, =1 
b) j s 
VnEN, u,,,=-2u, +1 
Æ Soit (u,), e y la suite de terme général : 
=É 1 
n p=1 p? i 
1. Démontrer que pour tout entier naturel p snpérieur 
OKER. CTE- T pe _ 1 
ou éga na pi P 


2. Démontrer que : Y n E N*, u, <2- L. 


En déduire que la suite (u) est bornée. 


5 Soit {u „) la suite définie, pour n > 2, par : 
EL - à a L 

n 92 33 ’ n” ` 
1. Démontrer que pour tout entier naturel p supérieur 
L<1 

S >: 
2. Calculer, en fonction de n, la somme : È. TA 
En déduire que la suite (u,) est bornée. ze 


ou égal à 2, on a : 


& Dans chacun des cas suivants, déterminer le 
sens de variation de la suite (u). 


l 
a) u,="}n (nE€nN*) b) u,=— MENY 
= . 4 
c) u,=n-2" (nEN) d) RE (n EN). 
7 Soit (u„) la suite définie par : 
u,=a et VrEN, u,,,=2u,-3. 


Démoutrer par récurrence que : 

a) si a = 3, alors (u,) est constaute ; 

b) si a > 3, alors (u, i est croissante ; 
c) si a < 3, alors (u, & est Monine 


iii -F > 
PCT 

Ders Aani A 
3A egr £ ar. 
Le a alle Š 
MOTTE s Pn 3 
>] à wl e: w d 
E = 


- 
e— 
_ 


ra 
e Pts re Pat 


ê gs (u,) la suite définie par : 
0o75 et VRrEN,u,.,=u +n? 


— 4n. 
ne que (u,) est croissante à partir du rang 4. 


+1 


9 Dans chacun des cas suivants, conjecturer à 
l’aide d'une représentation graphique le sens de varia- 
tion de la suite (u). 


aJu,=2 et VnEN, u= 1+ lnu, ; 

5) u =-3 et Vn EN, u, = 0; : 
| 

cu, =3 et VrnEN, u= e 


n 
10 Soit (u,}, e pe la suite de terme général : 


u mam E a 
n n-(-1} i 
1. a} Calculer u,, u, et u.. 
b) Calculer u,» up tu 


2p+2° 
En déduire que “ snite {u „) n’est ni croissante ni 
décroissante. 
2. Démontrer que les suites (u,), e y- et (4,1), € N" 
sont décroissantes, 


11 Soit (u,), en et Wan e y les suites définies par : 


2”—4n+3 2” + 4n-—3 
n = ep — et D, = RS hi 
1. Calculer u, + v, et u, —v, en fonction de n. 
2. En déduire l'e expression de chacune des sommes 


È A et È „Vp en fonction de n. 


u 


12 Soit (u, la suite définie par : i 
U, 4 = 2U — —— 


u =2 et VnEN*, 3 
1. Déterminer le nombre réel a pour que la suite 
(vanene de terme général v, = 4, — a, soit une suite géo- 
métrique. g 
2, Exprimer v, en fonction de n et calculer È Up 


n 
3. Exprimer u, en fonction de n et calculer £ Le 
P = 


Limites de suites 


13 Dans chacun des cas suivants, déterminer la 


limite de la suite (Lars 


a) u,=ntan— B) u, = 2"sin; 


c) u,=n?(1 - cos} ) d) u, = n(1 - cos). 
18 Dans chacun des cas suivants, détermiuer la 


limite de la suite (n)a E Ne 


b) u =n- jn+1 


C} u=(1- 3) x(1- 4) x.x (1-4 } 


15 Dans chacun des cas suivauts, conjecturer à 
l'aide dun graphique, puis d’une calculatrice, l’exis- 
tence de la limite de la suite (u). 


a) VneEN, u,= nsin(nÆ) Le: 
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4 
b) u, = 2 et VneN, Ur 5 
1 
c] u,=1 et VrnenN, Uni = Un t T 
d) u, ER\I 1 VRrEN s hd 
Ug 51 st YAEN: ù= ET E 
16 Dans chacun des cas suivants. déterminer le 
limite de la suite (tp), € Ne 
a) u = 1 b) DECELAR 
n +1 , IT tlen 
c) u, = i ! d) u,=elm-r 
1 + Inn 


17 Déterminer la limite des suites (u,), c n et 
(v,), a définies par : u, = /n2+1-n et Vy = nuU, 


18 Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
limite de la suite (u,) 


ne N*° 
a) Ms et Si b) u =47- 21 
J'u=-(fj+f) dus 
A A EE e 
) u =n h) u, =E 


19 Dans chacun des cas suivants, utiliser les pro- 
priétés de comparaison pour déterminer la limite de la 
suite (u) 


n E N*° 
1 
Pp din e ncos(1 + =>) 
TT  n+cosn n? +1 
Ta 1y 
ah = in A 2 _ cosn + { 1) bon 
n n n 
n — (- 1)” 


20 Soit (u,), e p» la suite de terme général : 


u- ” n n 
n nm2+1 n? + 2 n?+n` 


2 


2 
2 n 

1. Démontrer que : Y n € N*, su, = 

n+n n° +1 


2. En déduire que la suite (u,) est couvergente et déter- 
miner sa limite. 


21 Soit (u) e ar la suite de terme général : 


1 1 1 
LU = + +... + 
Un +1 yn +2 Bn 


1. Démontrer que : Y n E N*, u, 2 = i 
2. En déduire que la snite (u,) est divergente. 


22 Dans chacun des cas snivants, étudier la limi- 
te de la suite (u) 


n E N*° 
AU 277 Pe n= jni + 1 
a} u, = a) b) u,=10 
w ki £ 
d) m= 2028 d) u,=(1+n)" 


e) u, = (1 +n?) J) u,=(1+ ia. 
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23 Soit (u,) la suite définie par : 
u=0etVneEN, Lx 


1. Représenter graphiquement cette suite et conjecturer 
2. el Calculer l'abscisse a du point d’intersection des 


me Lu ee de 
LE RQ TE | a 


1 
= ut 


équations y = x et y = + x +4. 


51 Dérer que : Vn EN, u, — a = 5% (t ~a). 


e le résultat conjecturé à la question 1. 


En déduz 
3. Utilise une méthode analogue pour déterminer la 


aju,=0 et YnEN, Up=- F u, +4. 
bju,=0 et VrEN, U = —2U, + 4. 
clu =0 et VneN, Un = 2U, +4. 


Suites monotones 


convergentes 
24 Soit (u „) la suite définie par : 
3u, + 4 
u, = 1 et VneEN, PT 42 


1. Donner une représentation graphique sur (OI) des 3 
premiers termes de la suite (u) et conjecturer la limite 
Ps cette suite. 

2. a) Démontrer que : Y n E N, O0 Su, <2. 
b) Étudier le sens de variation de la suite (u, ). 
3. En déduire que cette suite est convergente et déter- 
miner sa limite. 


25 Soit (u,) la snite définie par : 
qu, —1 
Ho u +2 ` 
1. Déterminer a pour que la suite (u,) soit constante. 
2. Démontrer que si à > 1, la suite (u„) est convergente 
et déterminer sa limite. 


u,=aet YnEN, u, 


26 Soit (,) la suite définie par : 
u, =-1et VrEN, U, = V2u, +3. 


1. Tracer la courbe représeutative de la fonction 
xt 2x + 3. En déduire uue représentation graphique 
sur (OI) des 4 premiers termes de la suite (u .) et conjec- 
turer la limite de cette suite. 

2. a} Démontrer par récurrence que : 

e VREN, -1Su $3; 

e la suite (u,) est croissante. 

b} En déduire que cette suite est convergente et déter- 
miner sa limite, 


27 Soit (u, ) la suite définie par : 
u,=4 et VnEN, t, =In(1+u). 

1. Tracer la courbe représentative de la fonction 
x> In(1 + x). En déduire une représentation graphiqne 
des 4 premiers termes de la snite (u,). 
2. Démoutrer qne la suite (u) est décroissante et minorée. 
3. En déduire que cette suite est convergente et démon- 
trer qu'elle converge vers 0. 
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APPROFONDISSEMENT | 


28 Trois frères se partagent un terrain reciangulai- 
re de 14 hectares de superficie, de la façon suivante :- 
e le 1% en prend la moitié ; 
e le 2° prend la moitié de ce qui reste ; 
e le 3° prend la moitié de ce qui reste, et le partage 
continue ainsi. 
Le terrain sera-t-il totalement partagé si on continue 
indéfiniment cette méthode ? 
Si oui, quelle sera la part de chaque frère ? 


29 Utilisation d’une suite auxiliaire 

Soit (u,) la suite définie par : 
u,=2 et VnEN,u,,,=3u,-n+n. 

1. Déterminer un polynôme du second degré P tel que 
la suite de terme général a, = P(n) vérifie la relation de 
récurrence précédente. 
2. Démontrer que la suite de terme général v,=u,—-a, 
est une suite géométrique. 
3. Exprimer v,, puis u, en fonction de n. 
4. Étudier la convergence des suites (v,) et (u). 


30 Soit (u„) la suite définie par : 
u,=1et Yn E N*\{1}, u, = Ungt dd 
i n 

1. Démontrer que la suite (u,) est croissante. 
2. On désigne par (».) la suite définie par : 

v,=1 et Yn E N*\{}, v,=0,, + — 
Démontrer que: Y n E N*\{1}, O<u,<v. 
En déduire que la suite {u,) est majorée. 
3. Démontrer que (u,) est convergente et déterminer sa 


limite. 


31 1. Démontrer que : 
2 
VrxE [:;+o|, x- Te In(1 + x) < x. 


2. En déduire la limite de la suite (u), = p» de terme 
pénéral : u, = (1 + A + j (1 + E). (1 + A5), 


32 Suites extraites et convergence 
Soit (u,) la suite définie par : 
u=1et VrEN, ta 


1. Donner une représentation graphique sur (OI) des 3 
premiers termes de la suite (u,) et conjecturer la limite 
éventuelle de cette suite. 

2. a} Démontrer que la suite (u 
majorée par 1 + y2. 

b} Démontrer que la suite (u 
minorée par 1 + y2. 

3. Démontrer que les suites (ue, ) et (uz 
gentes et ont la même limite. 

Nous admettons que cette limite commune est la limite 
de la suite {u,). 


TAS 
QE Ti 


np c y est croissante et 


Uzp+1)p en £st décroissante et 


:) sont conver- 


33 Soit (u) la suite définie par : 
u,=0 et Yn EN, U, = COSU, 

On désigne par f la fonction cosinus. 
1. a) Donner une représentation graphique des 4 pre- 
miers termes de la suite (u). 
Que peut-on conjecturer ? 
b) Démontrer que l’équation cosx = x admet une solu- 
tion unique dans l'intervalle K = [= ; 1]. 
On désigne par & cette solution. 


| 


c} Démontrer que f(K) C K et que pour tout élément x 
de K. on a : f'(x) < 0,9. 
2. al Démontrer que : 


7ang N*. WER el E T: < 0,9 | u T 


n+i 
bj En déduire que: V n E€ N*, lu, -al< = L (0,99, 
c Démontrer que la suite (u,) est note 
Damier. à l’aide d'une calculatrice, une valeur . 


zpra tée 3 10 * près de sa limite. 


2% Approximation de 2 par les suites 
A- S pP 


.g,) les suites définies par : 


Ap erama alaien a. = CUT. 
b) Conseetorer les Limites des suites (p) et (qp) : 
déduire que : lim Pa = 2. 


FH — + > On 


r g na n P, 
3. Soit (u,), = x la suite de terme général : u, = 2 


In 

a} Exprimer u, en fonction de u, et donner une défi- 
nition par récurrence de la suite (u,)). 

b) Représenter graphiquement les premiers termes de la 
suite (u,), puis démontrer que cette suite converge vers 
2. 


B - Soit (a) et (b,) les suites définies par : 


a =b,=1 
VrnEN, a = +2b 
VrneEN, b, 41 = 2Q,b, 


a 
et la suite (v,) 


de terme général : v, = —.. 


nEN 


4 n 
Donner une définition par récurrence de la suite (v, ), 


puis démontrer que cette suite converge également vers 
i2. 
y 


35 Série harmonique alternée 
Soit (u), - y la suite de terme général : 


1 L 1 = n+1 LL 
.+(-1) — 


AE pt FN à 
On se propose d'étudier la convergence de cette suite 
appelée série harmonique alternée. 

On désigne par Colo en i (w, Ja e nr les suites de 
termes généraux : v, = u, et W, = Unie 

1. Démontrer que : V p £ N*, v, <w 

2. a} Démontrer que les suites (v, jet » Li sont respecti- 
vement croissante et décroissante. 

b} En déduire que (v) et (w p) sont convergentes. 

3. a) Démontrer que la suite de terme général D, —D, 
converge vers 0. 

b) En déduire que la suite (u) a une limite dont on don- 
nera une valeur approchée à 107? près. 

On démontre que cette limite est In2. 


36 Suites de Fibonacci 
Léonard de Pise (1170 env. - 1250 env.}, plus connu 
sous le nom de Fibonacci, pose dans le Liber abaci le 
célèbre problème suivant : 
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« Combien de couples de lapins obtiendrons-nous à la 
fin d’une année si, commençant avec un couple, cha- 
cun des couples produit chaque mois un nouveau 
couple, lequel devient productif au second mais de son 
existence ? », 

1. Soit F, le nombre de couples de lapi=s zu n-ième 
mois. 

a) Compléter le tableau suivant : 


b) Exprimer Fp.» en fonction de F, et Fp- 
La suite F_ est appelée suite de Fibonacci. 
2. On désigne respectivement par a e 8 les solutions 


positive et négative de l'équation : = — x — 1 = 0. 
Soit (u,) la suite définie par : 

u =1,u. =1et Vren*, Ug- Z Upa tU 
a) Démontrer que : Y n € N*, u, = Iig- 8^). 


19 
b} En déduire la limite de la suite (a). 


37 On considère un damier de format 2 xn (n E N*), 
On désigne par d, le nombre de façons différentes dont 
on peut le recouvrir avec des dominos de format 2 x 1, 
1. Calculer d,, d.. d}. 
2. Démontrer que (d,) est une suite de Fibonacci et cal- 
culer (d.,). 

38 De combien de façons peut-on vider un ton- 
neau de 20 litres avec deux récipients de capacités res- 
pectives 1 litre et 2 litres ? 


39 Soit fune fonction continue sur Ja : b[ et telle 
que : f(la ; bI) C Ja ; bI. 
On considère une suite (u aJn e p définie par son premier 
terme et la formule de récurrence : up, = f(u). 
1. Démontrer que si fest une fonction croissante, alors 
la suite (u) est monotone et convergente. 
2. Démontrer que si f est une fonction décroissante, 
alors les suites extraites (u,,), e n et (u,,..), e n sont des 
suites monotones et convergentes. 
3. Utiliser les résultats précédents pour étudier la limi- 
te de la suite (4) dans chacun des cas suivants. 


) OetVnrenN te 
a >0etYn y U = ———— ; 
Uy n+1 u +1 
2 
b) u =3etVnEN, u, = ——— : 
to n+1 u? +1 
c) u = + etYnEN, u, = (1- u). 


40 1. Soit fune fonction continue de [0 ; 1] dans 
[0 ; 1]. 
a) Démontrer qu'il existe au moins un nombre réel a tel 
que : f(a) = a. 
b) On suppose que fest dérivable sur [0 ; 1] et qu’il exis- 
te un nombre réel k élément de [0 ; 1[ tel que : 

Vxel0;1}, Ix) £k, 
Démontrer que & est unique. 
2. Soit (u,) la suite définie par : 
ü E [0; 1] et Yn EN, tų = f(u), 

où f est une fonction vérifiant les conditions précé- 
dentes. 
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a) Démontrer que : Y n E N, lua- 2l Sklu,-al. 
b) En déduire que la suite (u,) est convergente. 
3. Application 


a 


Etudier la limite de la suite (u,) définie par : 
u =0 et VnEN,u,,, = Vu, + 1. 


41 Soit fla fonction de [0 ; + œf vers R définie par : 
fF0}=0 
fu) = Ixlnxl, si x> 0. 
1. a} Étudier fet tracer sa courbe représentative (€). 
5) Démontrer qu'il existe un nombre réel œ unique, élé- 
ment de ]1 ; el, tel que : f(a) = —. 
e 
Placer le point correspondant sur (€). 
Donner, à l’aide d’une calculatrice, une valeur appro- 
chée à 10? près de a. 
2. Soit (u,) la suite définie par : 
u E R}M1} et Yn EN, u4 = flu). 
a) Déterminer u, pour que cette suite soit constante. 
b) On choisit u, € ]0 ; LL Démontrer que : 
e VREN,0<u, < —; 
+ la suite (u,) est strictement croissante ; 
e la suite (u,) converge vers 4. 
c) Étudier la convergence de la suite (u) dans chacun 
des cas suivants : 
E #1 

tu, E] zi Ee 
eu ElJ1;al; 
°u = 0. 
d} On choisit : u, > e. Démontrer que : 
° la suite (u,) est strictement croissante ; 
e VxE Je; +, f(x) 22; 
* VnEN,u,,.,-u,22(u,- u,_) ; 
°VRrE N, Un+1 
En déduire la limite de la suite (u,). 


BAC AMÉRIQUE DU NORD 1987 


- u,>2"{u, = u). 


42 Suites adjacentes 
Soit (u,) et (v,) deux suites définies dans N par : 


0 < ug < Vo 
VrneEeN, Us = V UU, 
u +U 
= n 
YnEN, D, à 4 


1. Démontrer par récurrence que les suites (u) et (v,) 
sont strictement positives. 
2. a) Calculer v2} — u? et en déduire que : 


n 
VnEN, u,<v,. 


b) Démontrer que la suite {(u,) est croissante et que (v,) 
est décroissante. 
c) Démontrer par récurrence que : 


n 
YnEN, 0S0,- u, < (4e - u). 
En déduire que : lim u, =lim v,. 
n — + œ n> ta 


On dit que (u,} et (v,) sont des suites adjacentes. 
3. Déterminer un encadrement à 107 près de la limite 
commune des suites (u,) et (v,), lorsque u, = 1 et vw, = 7. 


Cette limite est appelée moyenne arithmético-géomé- 
trique des nombres u, et vy. 
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ntegration 


Introduction 
nr L.. mathématiciens Grecs calculaient les aires par des méthodes 
en géométriques consistant à remplacer la région considérée par un 
a carré de même aire (problème de la quadrature). 
RESTE Au XVII siècle, KÉPLER (1571-1630) obtient des formules pour 
e tap era calculer le volume de tonneaux à l'aide de décompositions de 


régions en domaines élémentaires. Enfin, LEIBNITZ (1646-1716) 

yn et NEWTON [1643-1727] construisent, de façon indépendante et 

| presque simultannée, une méthode pour la détermination des 
aires et des volumes par le « calcul intégral ». 


l’objet de ce chapitre est de définir l'intégrale d’une fonction conti- 
nue et de mettre en place des techniques permettant les calculs 
d'aires et de volumes, ainsi que des longueurs d'arcs, de moments 
d'inertie et autres applications à la Physique. 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à variable réelle. le les es mani 
du repère orthogonal (O, I, J) et l'unité d'aire est l'aire du rectangle de dimensions OI et OJ. 


A | ; 
d Intégrale d'une fonction continue 


«1.1. Notion d'intégrale 


meaw Introduction 
On considère la fonction x +de 10 ; + «[ vers R et (€) sa courbe représentative. 


Soit 4 la fonction de [1 ; + «[ vers R qui à t associe l’aire du domaine délimité par la courbe (8), l’axe 
(OI) et les droites d'équations- x = 1 et x = t. 


On a : 4(1) = 0. 


Étudions la dérivabilité de la fonction 5. 
Soit t) un élément de [1 ; + ef, 


* Justifier que : 
Vieéjitol, È (t-t) $ Alt) - sat) SE (t-t). 


+ En déduire que la fonction 4 est dérivable à droite en 


t, et que son nombre dérivé à droite est +. j 
Soit t, un élément de ]1 ; + ef. : 1, 
e Justifier que : to 


Vteliiél, 3 (to — t) < Alt) = AE) < È (tg - t). 


+ En déduire que la fonction 4 est dérivable à gauche en O 


t, et que son nombre dérivé à gauche est P 


0 
+ Démontrer que la fonction 4 est la primitive sur [1 ; + +[ de la fonction x +, qui s’annule en 1, et que : 
yte [1;+=[, s4(t) = In t. | 


nesmu Définition et conséquences 
Soit / une fonction continue sur un intervalle K, F et G deux primitives de f sur K, a et b deux éléments 
de K. On sait qu'il existe un nombre réel c tel que: Y t e K, G(t) = F(t) +c. ~ 


On a : G{b} - Gla) = F(b) + c — F(a) — c = F(b) — F(a). 
Le nombre réel F(b) — F(a) est donc indépendant de la primitive de f choisie. 


Définition 
Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. 


On appelle intégrale de a à b de f le nombre réel F(b) - F(a), où F est une primitive de f sur K. 
b 

On note : F(b) - F(a) = | f(O dt = [F(#)12. 
a 


Vocabulaire 
° [rs (t)dt se lit « somme (ou intégrale) de a à b de f(t) dt ». 
. FE se lit « F(t) pris entre a et b ». 
e a et b sont les bornes de l'intégrale fr (t)dé. 
e Dans l'écriture f Foar, on peut remplacer t par toute autre lettre (sauf a et b) et écrire f (x)dx ou 


b 
| f{s)ds ; t est appelée variable muette. 
a 
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Exemples 
1 
die TETE 4 
|: d=|5],-+: 
e Soit c un nombre réel. On a : | cdt = [c t]? = c(b- a). 


T T La 
+ [Ë cos x dx = [sin «lé = 12. 
0 


Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition. 


Propriétés 1 


Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. On a : 


. [re dé = 0 ; : [ro at=- | f dt. 


Propriété 2 


Soit f une fonction continue sur un intervalle K et a un élément de K. 


La fonction x > | flt) dt, de K vers R, est la primitive de f sur K qui s’annule en a. 
€ è 


Exemple 


x 
La fonction logarithme népérien est la fonction x Í de (x > 0). 
1 


mmer Interprétation graphique de l'intégrale 
La propriété suivante, que nou admettons, généralise le résultat établi en introduction. 


Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle K, (€) : 


sa courbe représentative, a et b deux éléments de K (a < b). 
b 


| f(t) dt est l’aire (en unités d’aire) du domaine D délimité | 
a 


par (€), (OI) et les droites d'équations x = a et x = b. 


Remarques 
e Laire de D (en unités d’aire) peut être notée s{D). 
+ Le domaine précédent est aussi l’ensemble des points M (y) 
a<x<b 
tels que : j ; 
0 < y < fx) 
e Si la fonction f est continue et négative sur [a ; b], la symétrie 
orthogonale d’axe (OI) transforme la courbe (6) en la courbe 
(€) représentative de (- f). 
Le domaine D est transformé en un domaine D’ de même aire. 


On a : A(D) = A(D') = [enw dt. 


Exemples 


e Lunité graphique est 2 cm sur chaque axe. 


Calculer laire, en cm, de l’ensemble D des points M(y) tels que : > <xs + et 0 < y < cos x. 
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La iaca comes est continue et positive sur -5:3 |. 
rE I AY 
Oma- f- cs idi = [simn i] ; = 2. 
-= E: 
Lz d'aire est égale à 4 cm? ; donc l'aire de D est égale 


o| #1 


e La courbe ci-contre est la représentation graphique de la 
fonction x + x? — 1. Calculer l’aire du domaine colorié. 


| 2 
= TER JS, 
On a : aD) = | e-o dt=|[# tieg 


On en dédnit que l’aire du domaine colorié est égale à 2 
unités d’aire. 


Un mobile se déplace sur un axe à la vitesse v(t), t étant la variable temps. 


Si l’on suppose que v est positive entre les instants t, et £,, alors la distance parcourue par le mobile entre 
É 


2 
ces deux instants est : | v(t) dt. 
ti 


Exemple 


Un corps est lâché, avec une vitesse initiale nulle à l'instant t, = 0, d'nne hauteur de 1 000 m et est sou- 
mis à l'accélération de la pesanteur g = 9,8 m.s À. 


e Quelle distance d a-t-il parconru après 5 secondes de chute ? 
On a : v(t) = g t ; donc la distance (en mètres) parcourue après 5 secondes de chute est : 


5 
e e) pue 
d = | gt dt = [+ ot jis = 129.8. 
+ À quel instant T (en secondes) touche-t-il le sol ? 


T 
On a : | gt dé = 1 000 = $ g T? = 1 000. Donc : T = 14,3. 
0 


1.2. Propriétés algébriques 


ere eo Relation de Chasles 


Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a, b et c trois éléments de K. 


Ona: [ro dt + | ro dt = [rw dt. 


Démonstration 


Soit F une primitive de f sur K. 


b c 
Ona: | f(t) dt + [rw dé = [F(b) — F{a)] + [F(c) — F(B)] = F(c) — F(a) ; 


donc : [re dé + [ro dt = [ro dt. 


Interprétation graphique 
Supposons que f soit positive sur la ; c} eta <b <c. 


Désignons par D le domaine délimité par (€), (OI) et les 
droites d'équations x = a et x = c. 


La relation de Chasles signifie que : 4(D) = 4(D,) + 4{D,). 
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Exemple 


LA 0 5 
aman -sint dé + [? EE Loi 6 "z + cos é2= 2 


memes linéarité de l'intégrale 


Les apos suivantes sont déduites des propriétés des primitives. 


f POP Re SE 


Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle K. a we nombre réel, a et b deux éléments de K. 


Ona: » L ST . 
. L (f+ gi) dt = [ro dt + f sw dt. 


Remarque 
En particulier on a : [ [-f{6)] dt = - Fr {0 dt. 
Exemple 
I I T 1 pi 
4 _ [a 1+cos2t 4, _1 |: 1 [4 4 TTA 4_Tr+2 
| cos? tat= | B — dis 2 | dé + Y; cos 2t dt = 7 [l3 + > | sin 2t |" = g 


PEN car: de comparaison 
= Signe de l'intégrale 


re | 
Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a < b). 


Si f est positive sur [a ; b], alors f fit) dt > 0. 
a 


Démonstration 


Soit F une primitive de f sur K. 
Si f est positive sur [a ; b], alors F est croissante snr [a : b] et on a : F(b) — F(a) > 0 ; 


b 
donc : Les > 0. 


Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a < b). 


Si f< g sur [a ; b], alors || fa ats f g(ċ) dt. 


Démonstration 


b 
Si f$ g sur [a ; b], alors la fonction (g — f) est positive sur [a ; b] et on a : | (g-t) dé > 0 ; 
d’où l’on déduit le résultat. j 


Exemple 
Démontrer que : V x e [1 ; + of, In x < x — 1. 
Soit x un élément de [1 ; + of. 


x T 
Ona:Vte fx}, À <1; donc: [déc f'ar. 
1 1 


On en déduit que : Y x e [1 ; + cf, In x <x—1. 
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Remarque 


Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a < b). 


b b 
On a :- |f| <f<|f| sur la ; b] ; on en déduit que : FC dt <Í IFE dt. 


samma Inégalité de la moyenne 


Propriété 1 
Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K (a < b). 
Si m et M sont deux nombres réels tels que pout tout t élément de [a ; b], m < fit) < M, 


b 
alors m(b-a} < | f(t) dt < M(b - a). 
Cette propriété est appelée inégalité de la movenne. 


Démonstration i , ' 
Ona:Yte [a;b], m<f(t) < M ; douc: | m dt < | Fw dé <f M dt. 
b a a a 


On en déduit que : m(b — a) < | f(t) dt < M(b — a). 


R emarques 


° L'inégalité de la moyenne appliquée à f sur l’intervalle fa ; b] n'est autre que l'inégalité des accroisse- 
ments finis appliquée à une primitive F de f sur le même intervalle. 
e f étant continue sur [a ; b], f est bornée sur fa ; b]. Les nombres réels m et M existent donc toujours. 


Interprétation graphique 

Lorsque m est positif, cette propriété signifie que l’aire du domaine colorié 
ci-contre est comprise entre les aires des rectangles de même base b — a et de 
hauteurs respectives m et M. 


Exemple 
À à k 1 
Démontrer que ‘a<| 2 <> 
La fonction x Re 2 ; est décroissante sur [2 ; 4] ; on a donc:Vte [2 ; 4], s < z < — 
4 
iyi EE PA ELOTE S e. P 
On en am = Nr s- ; C'est-à-dire : &<  E <Z 


Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. 
b 
fina 
a 


Cette propriété est une autre formulation de linégalité de la moyenne ; elle se déduit de la précédente 
en remplaçant m par - M. 


Si M est un nombre réel tel que pout tout t élément de K, |f(t)| < M, alors <M}b - al. 


armes Valeur moyenne d’une fonction 


Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b] (a + b). $ 
On appelle valeur moyenne de f sur [a ; b} le nombre réel n tel que : p = r | f) dé. 
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Remarque 
Soit f une fonction continue sur fa ; b] et u sa valeur moyenne sur {a ; bj, 
L'image par f de fa ; b] est un intervalle [m ; M]. 


On a :m(b-a)< | f dt < M{b - a) ; donc:m<p<M 


Le nombre u admet donc au moins un antécédent c per f sur 
fa ; b]. 
Interprétation graphique 


Lorsque f est positive, u est la hauteur du rectznss ABCT) de 
base b — a, dont l’aire est égale à celle de la sface rise 


Exemple 
Calculer la valeur movenne de la f FRE x 1-x sw l'intervalle [- 1; 1]. 
Ona:n- if (1 =t?) dt=1 Lef =$ 


Interprétation cinématique 
Si un mobile se déplace sur un axe à la vitesse v(t), sa vitesse movenne entre deux instants t, ett, est 


Un = p-f m T” , d étant la distance parcourue entre ces deux instants. 
t2 
Lorsque v est positive entre t, et t,, on a : d = [° v (t) dt ; donc : v, s, £ > | v(t) dt. 
e Li 
La vitesse moyenne est donc la valeur moyenne de la vitesse. 
=E, xercices 77:22:77 TS PPS M PRES PSN PTS 
l.a Calculer les intégrales suivantes. 1.c Calculer les intégrales suivantes. 
2 0 
a) |. 2t dt » | t? dt a) |” x — 1| dx yf |e? — 9| dx 
-4 
dx À es 
c)| = d) j3 of Icos 2x| dx d) | [sin x— cos x] dx. 
1 X Fi 0 0 
° - c t n n 
e) Sin tdt f etat 1.d Soit A = [cosx dx ot B= f sin? x dx 
0 0 


o 1. Utiliser les propriétés de linéarité de l’inté- 
} Gi . h) [ V2x +1 dx. grale pour calculer A + B et A — B. 


2 Je + 2 2. En déduire les valeurs de A et B. 
l.b L'unité graphique est égale à 2 cm sur (OI) et à 1 
cm sur (OJ). l.e 1. Démontrerque:Vxe H zl; is ia 
Dans chacun des cas suivants, représenter gra- sinx 
phiquement la fonction fsur |a ; b] puis calculer 2. En déduire que : z < k dx < ni2 | 
laire, en cm?, du domaine délimité par la courbe sin x 4 
ainsi obtenue, la droite (OÏ) et les droites d’équa- 
tions x = a et x =b, 1.f Dans chacun des cas suivants, calculer la valeur 
ajfx)=x+1, a=-1 et b=3 moyenne de la fonction f sur l'intervalle K. 
bf ==, a=1 et b=2 ne D a ue 
(x +1) E b) fx) = ——, K = [8 ; 15] 
c) fix) = ei a=1 et b=e ArT 
Eo o c) fx) = = ,K=le-2;e-2] 
d)flx)=e +1, a=-3 et b=1. a" T 


d) f(x) = cos 2x, K = [0 ; xl]. 
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Z Techniques de calcul intégra : 


Le calcul de l'intégrale d’une fonction continue fentre a et b se réduit généralement à la recherche d’une 
primitive F de f sur [a ; b] et au calcul de F(b) — F(a). Dans certains cas. ce calcul utilise des transforma- 
tions d’écritures. 


2,1. de Top de base 


ASIE ONE ES SMEA PAi anga I + 0 N 


3 Utilisation des primitives usuelles 


Le hiasi. suivant reprend quelques résultats concernant les primitives, vus dans les chapitres précé- 
dents. Dans ce tableau, u désigne une fonction dérivable sur un intervalle K. r une fonction dérivable sur 
un intervalle contenant u(K) et œ nn nombre réel différent de — 1. 


O ue | = 
Primitive ln [ul paa 
a + = 
Commentaires u +0 sur K u >0sur K 


Exemples 

° [ (t3 + 2t + 1) dt=[# rea] 29. LEE A: = | In |t? — f = In à. 
> P sin (2t + à) dé = j où (21 +2)[- L. ° [cos tent dt = [ esi» J- e — 1. 
esse Intégration par parties 


soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. 
On sait que la fonction u v est dérivable et que (uv) = uv’ + wv. Si de plus les fonctions w et v’ sont conti- 
nnes sur K, alors uv’ et wv sont continues sur K., 


b b 
On a : [ (uv? (t) dt = | (uv’)(t) dt + | (u’v)(t) dé : donc : | u(t) v(t} dt = [ute o0] -f u’{t) v(t) dé. 


On en ès la propriété suivante. 


Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K telles que les dérivées w et v’ sont continues 
sur K, a et b deux éléments de K. 


On a : [ u{t) v'(i} dt = [ut ON = | Í w(t) v(t) dt. 


Cette méthode est connue sous le nom d'intégration par parties. 


Exemples : . 
L 
e Calculer : | In t dt. e Calculer : k t cos t dt. 
1 
Posons : u(t) = ln t et y (t) = 1. Posons : u(t) = t et p’ (t) = cos t. 
On a : w(t) = à choisissons : v(t) = t. On a : w(t) = 1 ; choisissons : v(t) = sin t. 
w et v sont continues sur [1 : 2]. w et v’ sont continues sur [0 ; À]. 
2 2 2 Sma (TT T T 
Donc : | In t dt = |t In t | +] dt Donc : [Fe cos t dt = [t sinl IR ¿dt 
1 1 H 0 o Jo 
i 2 5 5 
=[éné-i] = [t sin t + cos t| 
LT 
= 2In 2-1. = 1 
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pin 
e Calculer : | sin te! dt. 
0 


— Posons : u(t) = sin t et v'{t) = ef. 
On a : u’(é) = cos t ; choisissons : r{t) = ef. ’ 
w et v’ sont continues sur ÍO: | 
n. ñ T 
On en déduit que : [si t e di = [sin t eÑ- f cos te‘ dt = | — cos t e dé. 
l 0 0 
— Posons : w(t) = — cos t e rli) = e. 
On a : w(t) = sin t ; choisissons : rft) = ef. 
w et v sont continues sur {0 : x! 
On en déduit que : [sin t e dt = L- ces t e dt = |- cos t et] - -f sin t e dt, 
- Donc : ['sin t et dt = 1 [- cos te] = aia 
0 


2 


wesss Changement de variable affine 


Soit fu une fonction continue sur un intervalle K, t — at + B une fonction affine non constante, a et b deux 
nombres réels tels que, pour tout nombre réel x LEE entre a et b, le nombre ax + P appartienne à K. 


Si F est une primitive de f sur K, la fonction x => — -7 Lp (ar + P) est une primitive de x + f (ax + B). 
On a donc : [ta + 5 dt = [$ F (at + B], =1F (ob + P) - IF (œa + B) 


ch+B  fob+p 
-F |. = DaF 


f (u) du. 

l b 
Pour calculer l'intégrale [ fiat + B) dt (a +0), on peut utiliser le procédé suivant : 
* faire le changement de variable : u = k +B; on obtient: du = Q dt ; 


e utiliser die [ flat + B) dt = LE Zf (u) du. 


Exemple 
k i 
i /2t+3 
Posons : u = 2t + 3, On a : du = 2 dt ; donc : dt = + du. 
De plus: t=-1 © =l 
t=p = u = 3, 


(A i Lu 3) 3 
qui Ta] 5 où. À fu = à 
On en déduit que : I = | Ta t3 du 2 j (/ u ) du 


-1 [2 u Ju-6 Ju] =4 - /3. 


Calculer : I = 


CET 


sers Intégration de fonctions paires, impaires, périodiques 


Propriétés 1 


Soit f une fonction continue sur un intervalle K symétrique par rapport à 0. 
Pour tout a élément de K, on a : 


° si f est paire, j: ft) dt = 2| ft) dt à * si f est impaire, | f{t) dt = 0 
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Démonstration s 
Cr 4 sh 
Soit a un élément de K. On a : [ro dt = | fie} di -[ fe) x 


; il a 
Posons : u = — £ ; on obtient : Í fit) åt = - [n- u) du = [r u) du. 
e 5i fest paire, on a: [Few du = | fiw du ; donc Í f(t) at=2 [Fo dt. 
0 -a 0 
e Si fest impaire, on a : Í fi- u) Cu =- | Fu) du ; donc | f(t) dt = 0. 
0 S -a 


Interprétation graphique 
Supposons que la fonction f scit positive sur [0 ; a] (a > 0). 


e Si f est paire, les domaines D et D’ sont symétriques par 
rapport à (OJ) et ont la même aire. 


Donc : fi fit) dt = 2 [ro dt. 


e Si fest impaire. les domaines D et D’ sont symétriques par 
rapport à O et ont la même aire. 


Donc : [ro dt = 0. 


Exemples 


e La fonction t > cos 2t est paire et continue sur R ; 


T T 1 
donc : i cos 2t dt = 2|* cos 2t dt = 2 |} sin 2t|f = 1. 
-z 


e La fonctiou t + sin 2t est impaire et continue sur R ; 


r 
donc : k: sin 2t dt = 0. 


4 


Propriété 2 
Soit f une fonction continue sur R et périodique, de période p. 
Pour tous nombres réels a et b, on a : 


4 Es fO dt = [re dt : [ro dt = [ro LE 


Démonstration 


fest continne snr R et périodique, de période p ; donc si pour tout nombre réel x on a : flx + p) = flx). 


Soit a et b deux nombres réels. 
}+ 


p b b b 
+ Posons : x = t — p ; on obtient : | fit) dt = | fæ + p) d=] f(x) ax = | f(t) dt. 
á ben a+p a a | a 
s On a: | f(t) dt = | f(t) dt. 
| (ro a [ro ae + [pro à 
= t t) at tj dé. 

+p ú a d b f 

a+p b+p 
On en déduit que : | FO dts | f{t) dt ; 


a+p P 
en particulier pour b = 0, on a : f(t) dt = | f(t) dt. 
a 0 
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Interprétation graphique 
Supposons que la fonction f soit positive sur R. 


d 
D D' 
O la b a+p b+p 
D’ est l’image de D par la translation de vecteur D et D’ sont superposables par découpages. 
pOl; done : #(D)} = (D) ; Donc : (D) = 4D’) ; P 
i b+p b a+p P 
c'est-à-dire : | , f(£) dé — | f(E) dt. c'est-à-dire : | fit) dt = | fit) dt. 
a+p a d ü 
Exemples 


La fonction t > cos 2t est continue sur R et périodique. de période x ; donc : 


-5n tn i = 
J COS zu dt = | COS 24 at = [À cos ztdt = Š: 
4 -t z 


EL Zar i 
e LÉ cos 2tat= [f cos 2t dt = | cos Ztdt = 0. 
g 


— — 


2 À 


… 9,9, Intégration de fonctions particulières 


wsi Intégration des polynômes trigonométriques 
On a vu dans le chapitre 11($ 1.3.) deux méthodes pour déterminer une primitive d’un polynôme trigo- 
nométrique. On utilise ces résultats pour calculer les intégrales suivantes. 


p 
1. Calculer : A = f (cos? £ sin t + 3 sin? t) dt. 
Ona: Y te R, cos? t sin t + 3 sinë t= sin t{cos? t + 3 sin? t) = sin f{cosÿ t — 3 cos? t + 3). 


4 LA 
Donc : A = | - SE + cos? t- 3 cos t|? =2. 
4 0 4 


T 
2, Calculer : B = | = (cos? t - 2 sint t) dt. 
6 


1 + cos zt 


Ona: Y te R, cost t= a et sini t 
yet eya 
p ( 2i ) 
1 petit + git e2it + g-2it 
78 ( 2 E 2 ) 


Donc: YteR, cos? t — 2 sint í =—Ż cos 4t +Ž cos f= +. 


T 
. PRla f_1l 3 _ 1 
On obtient : B = S ( à cos 4t + i COS Zt >) dé 


fp sin4t 3u - 4]? 
= | TE +7 sin dt al x 


3/3 
4 


ur 


æla 
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sssmms Intégration des fonctions rationnelles 


1. a) Déterminer deux nombres réels a et b tels que : 


-J a b 
Yte RM-1;2}, ———— = ——., 
eR\-1;2 t2 t+1 t2 
"A 
b) Calculer l'intégrale : a=| = dt. 
1-2 
1 a b a+b=0 
aj Ona:Y¥Y te R \1:2, ————— = — + — z 
J ' b aAa t+1 1-2 ne 
y 
=> Se 
b=—. 
3 
1 À 1 1 
b) La fonction t> ——— es continue sur [0 ; 1]. On obtient: B= | (- + —— jdé 
tt —t—2 0 3(t + 1) 3(t — 2) 
sin 21 --2 | 
z [ir t+1 k als 


2. a) Déterminer trois nombres réels a, b et c tels que : 


Poe SRE 
E(t? + 1) t ++i 
nan ? ë dt 
b} Calculer l'intégrale : B = | ———. 
h t{t? +1) 
ms. ‘À 1 t 
wOna iW te R —— sá ; donc:a=1,b=-1etc=0. 


(+1) t +1 


è 1 . L] 
b) La fonction ft st cont sur l'intégrale [1 : 2]. 
} ET est continue He intégrale [1 ; 2] 
2 F 
amin al A Mu E E aT tee 5. 
On obtient : B=| (1 ajdt = [ln é- Lin t +0] =$in2 Lin 5. 


4 


9,3. Calcul approché d'une intégrale 


sas Introduction ; 
Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b (a < b) deux éléments de K et A = | f) dé. 


a 
Lorsqu’on ne peut pas déterminer une primitive de f sur K, on calcule une valeur approchée A’ de A. 
L'erreur commise en remplaçant A par A’ est |A — A'l]. 
Il existe plusieurs méthodes permettant ď’obtenir des valeurs approchées d’une intégrale A. 
Les schémas ci-dessous illustrent trois de ces méthodes lorsque fest positive sur [a ; b]. 


Méthode des rectangles Méthode du point médian Méthode des trapèzes 


Dans chacun des cas : + on partage l'intervalle [a ; b] en intervalles de même amplitude ; 


b 
e on prend pour valeur approchée de | f(t) dt laire du domaine colorié. 
a , 
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Méthode des rectangles 


On a partage l'intervalle [a ; b] en n intervalles de même amplitude 


b — 
n 


a et d'extrémités a = Ly Lo EL — = b. 


Pour tout entier naturel i (0 < i < n —1) on prend pour valeur approchée 


de |” F (t) dt le nombre réel : b- € fix] x 


On pose : s, = b-a 2. fa) :s est une r&s approchée de A = [re dt. 
= 
Précisons r incertitude de la valeur approcis= = démontrons que la suite (s ), 4. a pour limite A. 


On suppose que la fonction fest dérivable sw La : b] et que |f] est majorée par un nombre réel M sur cet 
intervalle. 
Pour tout entier naturel i (0 <i<n—1les 3: 


Vte [x ; xp] 0 -fl sM t-r) = J$ FH) — flx)| di she xpe] ieg 


= LE Tao “id d| <M(b i (be) 


On en déduit, par sommation sur les n intervalles, que : [As ] < = (b — a}?. 
Donc: lim s,=A. 
n 


>+% 


Cette étude nous conduit à énancer la propriété suivante. 


Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a ; b], telle que | | admet un majorant M sur cet 
intervalle. ` 
Lorsque l’on partage [a ; b] en n intervalles ES même ampiu et d’extrémités a = Xy Xj Xy cvs X, = b, 


on a : Ħ la suite (s), - n» de terme Ee s, = b — 5 aS f&œ;); converge vers À = -f fdt : 
e. Vne N*, [A-s] < M (b - a}. 


Remarq ues 


° La suite (S,),. yo de terme général S, = 


S Xi + 1). 
converge également vers À. 


e Lorsque la fonction f est croissante, on obtient : 


Sn cfroass,, 


lorsque la fonction f est décroissante, on obtient : 


b 
< | ft dt < s, 


223m Exemples d'utilisation 


F T. Déterminer une valeur approchée de A= | e z dé, en partageant l'intervalle [0 ; 1] en 10 inter- 


valles de même “a ri Majorer l'erreur coniisé 


e Soit la fonction fixre 7T, 


On a : Sio = | F0) +5) +... +5 )] ; donc : À < 0,875. 


e fest dérivable sur [0 ; 1} et sa dérivée est la fonction : x> e Z, 
La fonction |f'| est majorée par 1 sur [0 : 1] : donc : |S- Al < 5 x 1072. 
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1 


©} 2. Déterminer un encadrement de B = | A , en partageant l'intervalle [0 ; 1] en 5 intervalles 
Jo 


de même amplitude. 


Soit la fonction g : x 


1+2 
g est décroissante sur l’intervalle [0 ; 1] ; donc : S. <B<Ss 


On a : s, = + [gto + 1S +a + 9()] et 5, = [00 + + +90 -+ g(1)| 
On obtient : s, = 0,83 et S, = 0,73. | 

#2 
3. Étudier la convergence de la suite (u,), e A+ de terme général : u, = — À cos LE, 
Soit la fonction h : x — cos nx. 
Partageons l'intervalle [0 ; 1] en n intervalles de même amplitude {n = N*). 


n — 1 1 

On a: u, = 1 5 h (£) ; u, est une valeur approchée, par la méthode des rectangles, de [h (t) dé 
k=0 

Or, h est dérivable sur [0 ; 1] et |h’| est majorée par x sur cet intervalle. 


1 1 
+ -1 — s d — 1 f | Ex 
Donc : lim u, = | sin nt dt = -4 [cos nt LAS 


n= + 


bou RE CT A Cr Ave prei E te ie a gA” AE fr pu" Sr RH PR EL H 
E xe rcices : LS NN. HE is O se AR a a PRE pra a LA HA A a eiae iie 


2.a Calculer les intégrales. suivantes. a) Feu (xcosx) dr=0 b) un = 0 
4 1 R É 
a) | Ce 2x? = 4x + 1) dx | 24e h, ye 
0 o1+t of A -Í x 
: 5 4 sinx -1 1 + |xl 1 ttx 
c) |“ sintcostdt d) EE dx i m 
E Š E Gin 2x = cos 2x) de = 2 |$ cos zede. 
T1 - TS 
e) | e*dx pf t e” dt i 
j 2.e Calculer les intégrales suivantes. 
f T de h) [mE de 1L in? 5x dx b) [F sint x dr 
S JL ex + 3x ne A 1 ZX | j er z 


n 
3 cost r sin? 2 be ni 
2.b À l’aide d'une intégration par parties, calculer c) [ cos"xsinxdr d) r (cost x — sin? x) dx. 


les intégrales suivantes. 


z . 2.f a) Vérifier que : Y xe R\{-1; Ti, 
2 rs f L 
a) | t sin é dt b) | x in x dx 8x + 5 _ 3 2 
_1 2 2x7+3x+1 x+1 Rat 
o| xe* dx d) | L/—-t+3 di. 2 gr+5 
2 1 . 
b} En déduire la valeur de f rS 


2.C En utilisant un changement de variable affine, 
calculer les intégrales suivantes. 


2.g a} Vérifier que :Vxre R\{0:-1}, 
af, (2t +5) dt a» | Jx + 2 dx 1 1 1 1 
ü ZAE = — — —+ L 
M 2 AS + x x x+1 
X P aee 3 
c) | Jx+1 ss a | Labs. b) En déduire la valeur de | za dr. 


2.d Sans calculer les intégrales, justifier les égalités 
suivantes, 
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à 
42 Applications'ducalcul.intégral 


3.1. Calculs d'aires et de volumes 


mme Calculs d'aires 
Soit fet g deux fonctions continues sur un intervalle K, (€, et (€,) leurs représentations graphiques res- 
pectives, a et b deux éléments de K (a < b}. 


On suppose que 0 < f< g sur Ía : b] et on se propose de calculer l'aire du domaine D délimité par (63, 
(6,) et les droites d'équations x = a et x = b. ; 


On désigne par D, (respectivement D.} le domaine délimité par (6) (respectivement (€ 9) (OI) et les 
droites d'équations x = a et x = b. 


On a : (D) = si(D.) — xD.) 
b rb 
= | g (t) dt - | Fit) dt 


b 
OROLI 


La propriété suivante, que nous admettons, généralise ce résultat. 


Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle K, (6) et (6) 
leurs représentations graphiques respectives, a et b deux éléments 
de K (a < D). 


Lorsque f<'g sur [a ; b], Paire du domaine D délimité par (€), (€,) 


b 
et les droites d'équations x = a et x = b est : 4(D) = | [g (t) — f()] dt. 


Exemples 
e Sur la figure ci-contre, (6) et (€ g sont les représentations graphiques 
respectives des fonctions f: x > x? —-e™ et gix x’. 
Calculer l'aire du domaine D colorié. 

2 
On a : 4(D) = | |e - (£ — e~) | dt = |- e~] 


2 
= eg — e, 
a -2 


+ Calculer l'aire du domaine D délimité par les courbes d'équations y = x, y = L et y = T 
Le domaine D peut être partagé en deux domaines D, et D,. 
1 
” AN dea E ET 
Ona: aD) = | (6-5) dt =[5 Hess J 
(D [E-É) mt-ËT-In2-27 

D=}, G-S)dt-[mt-]=m2-27. 

Donc : (D) = In 2+2. Q 
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sem Calculs de volumes 


Dans cette étude, l’espace est muni du repère orthonormé (O. I, J, K) ; l’unité de volume est le volume du 
cube de dimensions OI, OJ et OK. 


Nous admettons la propriété suivante. 


Soit Z un solide limité par les plans d'équations z = a, z = b (a < bj) 
et S la fonction qui à tout élémeut z de [a ; b] associe l’aire de la 
section du solide S par le plan de cote z. 


Si la fonction z + S{z) est continue sur {a : b], alors le volume de = 


b 
(en unités de volume) est : | S(z) dz. 


Exemples 


e Volume du cône et de la pyramide 

Soit h la hauteur (A + 0} et R l’aire de la base d'un cône. 
Choisissous comme origine du repère le sommet O de ce cône 
et pour axe (OK) la perpendiculaire au plan (FP) de la base. 

La section du cône par le plan de cote z (0 < z < h) est l’image 
de la base par l’homothétie de centre O et de rapport Z. 


h 
Son aire est : S(z) = B x E 
Le volume du cône est donc : 


h 
| Aa B 1 _Bxh 
v-| 8 2a&-[8 z] = 3 


La démonstration et la formule sont identiques pour une pyramide ; on retrouve ainsi deux résultats 
admis au collège. 


+ Volume de la boule de rayon R 
Choisissons comme origine du repère le centre de la boule. 


La section de la boule par le plan de cote z (-R<z<R) est un 
disque de rayon y R° — zê, 
L’aire de ce disque est : S(z) =n (R2 — zê). 


Le volume de la bonle est donc : 


Y= fa (R? — 22) dz = [x (R? z- 2y) 


4 3 
=— 7 R?, 
4 


R 3 
On retrouve encore un résultat admis au collège et démontré 
par Archimède (287-212 av. J.-C.). 
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3.2. Fonctions définies par une intégrale 
Fonctions x —> | fit) dt 


Æ 
Soit F la fonction de ]0 ; + +[ vers R définie par F(x) = | et dt et (€) sa courbe représentative. 
1. Déterminer l’ensemble de définition D, de F. A; 
2, Étudier les variations de F sur D... 
= Étudier le signe de la fonction f définie par : fi = Fi) - In x. 
En déduire lim F(x) et lim Fía. 


r > PET 
4, Étudier les branches infinies de (€-) et tracer cette courbe. 
1. La fonction x E est continue sur [0 ; + æ{ ; donc : EL = ]0 ; + =f. 


2. la fonction F est dériveble sur D, et sa dérivée est la fonction F°:x -5 qui est une fonction positive 
sur D, ; donc, F est une fonction Arosa Nt, 


3. On a : V x € 10 ; +e fa) = |" a [1 de = f est at. 


¿t 
La fonction t > € m 1 est positive sur ]0 ; + œ[ ; donc, fest négative sur ]0 ; 1[ et positive sur ]1 ; + æl. 


. Ona:Yxe ]0;1[, F(x) <ln x et lim Inx=-: 
X — 0 


donc : lim Ffx) = — æ, e 
X — 0 


eOna:Vre ]1:;+0{,F(x)>lnx et lim Inx=+0: 
X +0 
donc : lim F(x) = +00, 
X — + 0 
On en déduit le tableau de variation de F. 
4 Ona:lim F(x) =- ; donc (OJ) est asymptote à (6). 
x—0 


Soit x un élément de ]1 : + œl, 
Ona:Vtel1;xl|, © > € ; donc : F(x) > 1 | et dt. 
1 


On en déduit que : FE > Te. 
+ |: ge —€ = ee —e1-x)| = + o, 
PET EU g x? m |% i s )]= y 


On en déduit que (€) a en + + une branche parabolique de 
direction celle de (OJ). 


B(x) 
sw Fonctions x fit) dt 
ox) 


2x 
Soit G la fonction définie par G(x) = Í dt 
x J1+ë 


et (6g) sa courbe représentative. 


1. Démontrer que la fonction G est impaire. 
2. Démontrer que : V x € ]O; + ol, E — GE — — 


l J1 + 16% + 
En déduire lim, Gla). 


3. Justifier que G est dérivable sur R et déterminer sa dérivée. 

4. a) Dresser le tableau de variation de G. 

b} Calculer une valeur approchée de G [2 =) en utilisant la méthode des rectangles. 
(On partagera l'intervalle [5 ; /2 | en 10 intervalles de même amplitude.) 

c} Tracer (6,.). 
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1. La fonction f: x > 1 est continue sur R ; donc : Dg = R. 
y 1+x 
Soit x un élément de R. En effectuant le changement de variable u = — t, on obtient : 
dt = 
G(- x) = -= | = =- Gfx). 


w Ji+tt À J+ 


Donc la fonction G est impaire. 
3 
2. Ona: YV xe J0; + =|, f’ (x) =- 2x (1 + x*) 2 , la fonction f est donc décroissante sur ]0 ; + +1. 


Soit x un élément de ]0 ; + œ[. En appliquant l'inégalité de la movenne à f sur [x ; 2x], on obtient : 


x f{2x) < L < x fx); 


donc: Vxe E ON APE < G(x) <—=2 
/1 + 16x4 /1 - +é 
Or : lim =0 et lim ur st: donc : lim G(x) = 
x> +o À + 14 tte fiy 1614 L+ 


3. Soit F une primitive de f sur R. On a : Y x e R, G(x) = F(2x) — F(x). 
G est la différence de deux fonctions dérivables sur R, elle est donc dérivable sur R. 


On a : Y xe R, G'(x) = 2 2x) — _ fl) = e E a a 
J1+16 \1+4 J1+16x J1 + x 

+16 1 +8 (la + at + V1 + 16) 

{1 +16 V1 +x (Va + at + V1 + 161) 


4, a) G est une fonction impaire, on peut restreindre son 
étude à ]0 ; + œ[. On obtient le tableau de variation ci- 
contre. 


b) La fonction fest dérivable sur R et a pour dérivée la 
fonction f’ : x > — 2x° (1 + PS 


Lamplitude de l'intervalle 2. TE 2 | est V2 


On en déduit + z 
NERE 
f; fode E X AGA) 


Avec une calculatrice, on obtient : (+) = 0,47. 


….3.3. Travaux dirigés 


RIRE Longueur d'un arc 
Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
On admet que la distance d parcourue par un mobile sur sa trajectoire entre deux EEA t, ett, (t, <t,) 


to 
est d = | Vít) dt, où V{t) désigne le module du vecteur vitesse à l'instant t. 

t ; 
Un mobile M se déplace dans le plan. À tout instant t (t > 0) les coordonnées (x(t) ; y(t)) de M sont : 


x(t) = Ë et y(t) = {1 a E), 
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1°) Déterminer une équation de la trajectoire (€) de M ; tracer (8). 

2°) À tout instant t le vecteur vitesse Vít) a pour coordonnées (x(t) ; y’(¢)). 
a) Calculer V(t). 

b) Déterminer la distance parcourue par M entre les instants 0 et 3. 
Représenter graphiquement la partie de (€) correspondante. 

c} Déterminer la distance parcourue par M entre les points d'abscisses 0 et 3. 


Solution - 
1°)Ona:t=\x et xe [0; +l; 
donc: y =x (1- $) (xe [0; + sl), 


(€) est donc la courbe représentative de la fonction f: x — (1 — Sj 


Cette fonction est dérivable sur ]0 ; + œl et a pour dérivée la fonction f : r = HF, 
7 
On en déduit le tableau de variation et la trajectoire (€). ne 
| 7 
RS a S a 


O 1 3 


2°) a} On a : x’(t) = 2t et y'(é) = 1 — t?. 

Donc : V(t) = x(t) + y”? (t) =1 +t., i 

b) La distance parcourue par M entre les instants 0 et 3 est : | (1 + t?) dt = [t + LE Te 
L'arc de (€) correspondant est colorié sur la figure. 


c) Larc de (€) compris entre les points d’abscisses 0 et 3 a pour longueur la distance parcourue par M 
entre les instants 0 et fa. 


3 J3 
C'est-à-dire : K (1 + t?) dt = |t + £] =A 
0 0 


“war Détermination de centres d'inertie 


e Le centre d'inertie G(°G\ d’un système de n points matériels A (*) de masses respectives m, est le 
Ve Yy: P k Y; P k 


barycentre des paint A, affectés des Eiciente me. 


$ My Xk > Mk Yk 


k 
Ona: x= ———— et Yc = 


>. m, È m, 


k=1 


.+ On admet que le centre d'inertie G d’une plaque homogène, délimitée par une courbe {@), (OI) et les 


droites d'équations x = a et x = b, a pour coordonnées : 


[ x f(x) dx 1 [ f(x) dx 
La = —————— et r , 


| [ræ dr 


1°) Déterminer les coordonnées du centre d'inertie du quart de disque, ensemble des points M(, } tels 
que : x? + y? < R?,0<x et O<y (0<R). 


2°) Déterminer les coordonnées du centre d’inertie de la plaque homogène délimitée par la courbe 
d’équation y = In x, (OI) et les droites d'équations x = 1 et x=e. 


[ru dx 
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Solution 
1°) La droite d’équation y = x est axe de pie de la plaque : donc : x, = Yg 
Le quart de cercle a pour équation : y = yR? — x? (0 < x < R). 


R 
2 | (R? =x) dx 
2 Jo 


Donc : Yo = —; R 
| ÎR2 ~x? dx 
0 
R 
1 Kai =1! de APT. E 
4] RE) de = 3 [R le 
he. me. 
3 JR? — x? dx = 7 R? (aire du quart de disquel. 
0 
-7 
Donc : xn = -AN 
ETS T 
e * wA R 
[x in x dr 1[ ln x dr 
2°) On a : x, = = et y = — 
| In x dx ln x dr 
1 - 
En utilisant la méthode d'intégration par parties. on obtient : 
e e - e 
| In trdr =1, | xrmnxdr=® et À] Inxdx = 
x 1 1 z 2 H 
L - e+1 _e-—2 
Donc : xg = 7 et Ye= 5 


; ~ 
TRES it N E E. E PP E N E A E E E NM EN A A ME E O ETE E 
A fa M a AET 7 == ae né è ANT m A 4 7 # RE es 7 e EF P ë rœ Te > Frs i aga pe Æ La ee 5 PL 
É a$ æ Z d L CR AER a #5 r FRE D pis ON - ee x PT Cr” 
DPA N NE TT CO MON TS OP MR NN NE pe S e 
RE AT LES Peai ter A2" 665" in AGIR r 4" w Ta dr " ee. oad Tr u dame CRE AUD O 07 SN As "x DEP LT AUS AO TS 2 
I 


3.a Calculer l'aire, en unités d’aire, de chacun des 3.d L'espace est muni du repère orthonormé (O, I, J, K). 
domaines coloriés suivants. Représenter en perspective les solides suivants 
b) puis calculer leurs volumes. 
x +wy+72<1 x +y +72 <1 
a 1} b) j 


3 SE 


goi z> 
2 -d 


3.e Dans chacun des cas suivants, déterminer l’en- 
semble de définition de la fonction F et préciser 
sa fonction dérivée ; en déduire le sens de varia- 
tion et le signe de F. 


a) F(x) = | de z dt b} F(x) = | [tet dt 
1 1+6 1 
+ 4 i 

c} F{x) = | lnt dt d) F(x) = | et dt. 
1 t+1 x 


3.b L'unité graphique est égale à 2 cm sur chaque gf 


axe du repère. Soit f et g les fonctions définies par : 


2x 
Dans chacun des cas suivants, tracer les courbes fi) = 1 et ail aih 
représentatives des fonctions fet g puis calculer PPE x 


laire, en cm°, du domaine compris entre ces 


1. En notant F une primitive de f sur R, expri- 
deux courbes. 


| mer glx) puis g'(x) en fonction de x. 
a) fx)=-x +4 et gx)=(x-4} ; 2. En déduire le sens de variation et le signe de 


b) fæ) = z et  g(x)=2 le la fonction g. 


3.C n étant un entier naturel non nul, comparer 
1 7 ge 
géométriquement | x" dx et | "| x dx. 
0 0 


Retrouver le résultat par le calcul. 
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Ts 


LS , 


“Exercices 


Le plan est muni du repère orthogonal (O, I, J). 


APPRENTISSAGE 


Intégrale d’une fonction 
continue 


Í Calculer les intégrales suivantes. 
2 a 
a) | 2t? dt b) j} — tt dt 
=T i 
—2 0 — 
o | 1 dé d) | /s ds 
1 t 0 
0 z 
e) | sin 2i dt f) [ 2-3 sin x dx 
T 0 


g) sin hx +Z) dx h? 4 (3 cos x — sin x) dx, 
0 4 -E 


2 Dans chacun des cas snivants, exprimer à l’aide 
d’une intégrale la primitive de la fonction f qui s'’annule 
en 1 ; préciser l’ensemble de définition de cette primitive, 


a) f(x) = 1 L b} f{x) = = 


c) fix) =x V2-x d) f(x) = In (1 + x). 


3 L'unité graphiqne est égale à 2 cm sur chaque 
axe du repère. 


1. Tracer la courbe représentative de la fonction x x- x. 


2. Calculer l'aire, en cm°, de l’ensemble des points M(, | 
tels que OU<x<1 et O£<y<x—xf, sd 


A L'unité graphique est égale à 2 cm sur (OI) et à 3 
cm sur (OJ). Représenter les domaines suivants puis cal- 
culer leur aire en cm, 


T 7 
— — Srs — 1<x<2 
ad 2 Z Bi 


: 2 : 
O£y<3+2cosx DSys 5 


5 Calculer les intégrales suivantes. 


4 1 
a) | le- 3l dx » | |1 — x|? dx 


2 2 
o) | -zè dé d) | lex — 1] dx 
1" -1 


6 Sans les calculer, ranger par ordre croissant les 
intégrales suivantes. 


1 r 1 osin x 1 À 1 
x ent dx, dx, | ex de et Jx e™ t dx. 
0,1 0,1 


0,1 0,1 À 


J 1. Démontrer que : 


Vre[£ r| SNE c sinx < SUX 
2° P 1t T lte 7 4,417 
4 


+ de, ce sé 


AS nf 


Pr E 


E M M ME. (Lt Ti 4 SFR R ee aS AT aae A: el 
4 ce «sl A mÀ 4 ó P 4" a, R x 3 # ue au" s f P". a asi 4 í s Pal p 
G Sr UT a 0 sé Pa fs Le ti PT de $ à + Po AO AT 1 
pe ais” Foai ` rf et, A ME À a QT nt AR CS Fe 
Ne d } Cr nn FAT dés " OT 
TR AE A UNS 
M Oe he ETC AS A ec ie # Me EE P ET af w +f rs a" di UE ET rm 
g " -gh 7 É Qu eea " us St MU MO iii nb he ae lle a 
re i pe tagi NT rs To Sr / D ét D Ë gra. a"i : HAS 
y” P i s a e + ~ A >” 4 pri RS is x ? s 
Á Pi os se, 7 P s LA Eee GE Api rs: 4 


PERE W H E ASS PSN AT PORTÉES a TR 


K . 
2. En déduire un encadrement de |. dx a 


8 Soit a et b (a <b) deux nombres réels de l'inter- 
N Ed 
valle [o 7 |. 
1. Démontrer que : 
vrefa:b] —L-<-1< 1 


cos a cos x cos’ b 
2. En déduire que : A 
Za < tmb-tana < e Er 
Los a cos< b 


9 Calculer la valeur moyenne de la fonction x — he 
sur l'intervalle [- 2 ; 2], en utilisant : 
aj la formule ; 
b) l'interprétation graphique de la valeur moyenne. 


10 On appelle valeur moyenne d’une fonction pério- 
dique continue sur R, la valeur moyenne de cette fonction 
sur un intervalle dont l'amplitude est une période, 
Déterminer la valeur moyenne des fonctions x : +> cos x, 
x: sinx etx: cos? x 


Techniques de calcul 
intégral , 


11 Calculer les intégrales rentes, 


1 
a) | Œ i | = de 
0 (x? + 1)? 2 J9 -xæ 
0 
p” e* 
o) |. xe os d) | “EF dis 
z nd 
o |$, tan’ x dx f [* tan x + tan? x) dx 
-Z f 
Z 7 
g |. sint x cos x dx h) [sin x sin 2x dx. 
"2 
12 Calculer les intégrales suivantes. 
1 I 
a) | ex (e* — 1) dx b) * tan x dx 
—2 £ __— 
= , Sue 1 
of (2x + 1) /2x + 1 dx a) | —e” dx 
0 2, , 
n| x In x 
Z 2 
de a 1+ tantx 
La T zi” hj £ tanx jai 


13 Soit fla fonction définiesur l'intervalle |- 7 5n 
` 1 
par : f(x) = FRET 
1. Exprimer à l’aide d’une intégrale la primitive de la 
fonction f qui s’annule en 0. 
2. Déterminer cette primitive. 
(On pourra remarquer que : 


Vas bre 


__1+sinx _ 
{1 — sin x}{1 + sin x} 
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intégration par parties 


14 À l’aide d'une intégration par parties, calculer 
les intégrales suivantes. 


a) f (2x +1) cos x dx » | (x — 1} sis 2r år 
0 


2 3 
of (2x + 1)eZ dx d) | (2x = 1i=r dr 
0 2 
15 À l’aide d'une intégration par pares, calculer 
les intégrales suivantes. 


ui x? In x dx 


c) 


a Ve 


16 Dans chacun des cas suivants, à l’aide d'une 
intégration par parties déterminer une primitive de la 
fonction f sur K. 


a) f(x) = (x + 1) cos x, K= 


b) fx) = BE, = ]0 ; + «l 
18 

c) flx) = (3x +2)e7, K=R 

d) fx) = mt, K = ]1 ; + ol. 


17 À l’aide de deux intégrations par parties, calcu- 
ler les intégrales suivantes. 


T T 
a) | x? cos x dx b) |? x? sin 2x dx 
(B) 


1 1 
o) | 22e dx d) | (3x2 — x + 1) e” dr 
1 0 
o | x? e™ dx pf (1 + x)? e” dx 
-1 
7 E 
g | cos x e* dx h} E cos 3x ex dx. 
Q F 


(Changement de variable affine 


18 À l’aide d'un changement de variable affine, 
calculer les intégrales suivantes. 


À ts 1 
a) | ex +1 de b) |” xy1-xdx 


2 
C 
d Ja Gx 27 A 


19 Soit a et b deux nombres réels strictement posi- 


al Se reg 
k 22 /2x + 1 dx 
i) 


tifs. 

1. Démontrer, à l’aide d’un changement de variable affine, 
ab 

ei [a dt _ "de, 

2. és anin de la fonction logarithme népérien 

retrouve-t-on ? 


20 Sans faire de calcul, donner les valeurs des 
intégrales suivantes. 
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L 
a) [$ Qe — tan x) dx b) jin 2x? sin x dx 
4 


[= 4 2- x 

c} l= coos xr + sinx) dr d) [ nf 7 = dx. 
21 1. Cice (snz dr. 

2. En déduire le valeur des intégrales suivantes. 


a) |” sinrár sf Ta 


7 sinx dr e Liste xt de 
3x 
‘| sin x dx et Q isin x! dx 
0 


d) |; z lsin y| dr. 


Intégration de fonctions 
‘particulières 


22 Calculer les intégrales suiventes. 


z 0 
a) k (cos? x — 3cos x sin x) dx b) Í „ Sin* x dx 
B 


z = 
c) j t cos? x dx d) j cos? x cos 2x dx, 
E 


23 On considère les deux intégrales : 


x pa 
A= k sin? x cost x dx et B= | cos? x sin x dx. 


1. Calculer A + B et A-B. 
2. En déduire les valeurs de å et B. 


2x +5 
(x + 1)? 
1. Déterminer deux A réels a et b tels que : 


Y xe R\- 1}, fix) = 


24 On considère la fonction f: x => 


+ ` 
T (x + 1)? 


2. En déduire la valeur de [ 2x +5 de 
o (x + 1}? 


2 
25 On considère la fonction f: x > Ei 
, xl + 1) 
1. Déterminer ee nombres réels a, b et c tels que : 
Y xe R*, f(x) = a,b me, 
3 2—1 


2. En déduire la valeur de f - 
1 xl +1) 


H+L + 5x + 2 
X +1 | 
1. Déterminer quatre nombres réels a, b, c et d tels que : 


n d 
Vxre R\{- 1}, fx) = ax + bx + c+ Te 


26 On considère la fonction f: x => 


3 2 
2. En déduire la valeur de [ statisti dx. 
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Calcul approché d'une 
intégrale 


27 En utilisant la méthode de cms dar- 
miner une valeur appruchée de: 
1 
Se 
[ 1%1+ x? dr. 
2 og q = 
{On partagera i l'HÉervalie = c 1] en 15 mniema es 
même amplitude. 1 


Ñ 


28 Soit A= |. 


tht 


1- dr. 

1. En utilisant la méthode des rectangles et en partageant 
l’mtervalle l2 
déterminer un encadrement de A. 


+ 


À en 10 mtervalles de même amplitude, 


2. Déterminer le nombre d'intervalles nécessaire pour 
obtenir, par cette méthode, un encadrement d'amplitude 
inférieure à 2 x 10 *. 


1 
29 1. Calculer | = | "o 
0 


+x 

2. a) En partageant l'intervalle [0 ; 1] en n intervalles de 
même amplitude, déterminer par la méthode des rec- 
tangles une valeur approchée en fonction de n de cette 
intégrale. 


n 


1 — 
b) En déduire que : lim : 2. 7 le In 2. 


Calculs d'aires et de volumes 


30 L'unité graphique est égale à 1 cm sur chaque 
axe du repère. 
Le pétale de la fleur ci- 
contre, correspondant à 
x20 et y 2 0, est limité par 
les courbes représenta- 
tives d’une fonction poly- 
nôme du second degré de 
[0 ; 2] dans [0 ; 2] et de sa 
fonction réciproque. 
Calculer l’aire, en cm’, de 
la fleur. 


31 On De les fonctions 
fixe + é- Lx +x et 
1. Résoudre " R ARE : f~) < gla). 
2. Représenter graphiquement les fonctions f et g sur le 
même graphique. 
3. Calculer l'aire, en unités d’aire, du domaine constitué 
des points dont les coordonnées vérifient : f(x) < y < g{x). 


CA > 


32 Soit f la fonction définie par : 
Fr =x ln xl. sixz0 


f0) = 0 | 
1. a} Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition. 
b) Étudier fet tracer sa courbe représentative (6). 
2. a) Calculer l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité 


par (€), (OI) et les droites d'équations x = a et x = 1 
(0 <a <1). 

b] Quelle est la limite de cette aire lorsque a tend vers 0 ? 

3. En déduire l’aire, en unités d’aire, du domaine délimité 
par (€), (OI) et les droites d'équations x = — 1 et x = 1. 


33 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 
— oT z 
AmaE g (€) sa courbe repré- 

1 +e” 

L e Démontrer que f est une fonction impaire. 

Ehadsez f et tracer (6). 

z Déterminer les PAULINE de f. é 

De DOTE FEMMIQUET QUE : = 1- 
iS tre TTA 

5 Cae Fae, en unités d'aire, du domaine délimité 

par (€) æ les dates d'équations y=x-1,x=0etx=a 


1e 


c) Quelle es hb Et de cetie aire lorsque a tend vers + ce ? 


34 Pour tout entier naturel non nul n et tout 
nombre réel a supérieur eu égal à 1. on désigne par D, (a) 


1<x<a 
"ue : 
osy< + 


x 


l'ensemble des points M (, tels 


1. Calculer laire, en unités d'aire, de D. (a). 

Déterminer la limite de cette aire lorsque a tend vers + œ., 
2. Calculer Paire, en unités d’aire, de D, (a), pour n > 1. 
Démontrer que cette aire a une limite finie lorsque a tend 
VEIS + co, 


35 Le repère (O, I, J) est 
orthonormé. 
(6,) et (€,) sont les courbes 
représentatives sur l'intervalle 
[0 ; 1] des fonctions : 


xx etrez. 


1. Vérifier que les domaines 
D, D, et D, ont la même aire. 
2. En tournant autour de (OI), les domaines D, v D, 
(colorié) et D, engendrent deux solides S, et 5,. 

a) Comparer les volumes de $; ets, 

b) Pouvait-on prévoir un tel résultat ? 


APPROFONDISSEMENTS 


36 1. Démontrer que : 
Vte [0;1], 0<1-t+/-#+t#—; sé. 
2. En déduire que : Y xe [0 ; 1], 
0 < -E rE -£ rE — In{1 +x) < £, 
3. Dédvire de l'inégalité précédente un nombre rationnel 
qui est une valeur approchée de In(1,1) à 2 x 197 près 
par excès. 


37 1. Démontrer que, pour tous entiers naturels p 
1 1 
et q, ona: | xP (1 x ax | xi (1 — x}? dx. 
0 o 


i 1 
2. Calculer l'intégrale : | x? (1 — x)! dx. 
0 


38 Soit F et G les fonctions définies par : 
F(x) = In{tan £) et Go) = In(x + V1 + x?) 
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L Préciser les ensembles de dérivabilité de F et de G, 
puis déterminer leurs fonctions dérivées. 

2 En décuire le calcul des intégrales : 

E ' dt 

ta arot ( d. 

“3 -1 41 + t? 


39 Soit la fonction f: x> (2 — x)e et (6) sa cour- 
be représentative. 
1. Étudier la fonction fet tracer (€). 
2. Soit P la plaque homogène délimitée par (@), (OI) et les 
droites d'équations x = — 1 et x = 2. 
Déterminer les coordonnées du centre d'inertie G de P. 


AO Déterminer la position du centre d'inertie d’un 
demi-disque homogène de rayon R. 


41 On désigne par (€) la courbe représentative de 
la fonction x = x In x. 
1. Déterminer les coordonnées du centre d'inertie d’une 
plaque homogène délimitée par (6), (OI) et les droites 
d'équations x = a et x = 1 (0 < a < 1). 
2. Déterminer la position limite de ce centre d'inertie, 
lorsque a tend vers 0. 


4 La trajectoire (€) d’un point mobile M du pian 
est définie par : in 24 
x{t) = cos t + cos? t et y(t) = sin t + e (te R). 
Calculer la distance parcourue par M entre les instants 0 
et L 

2 

43 La courbe (€) ci-dessous représente la trajectoire 
entre les instants 0 et 10 d’un mobile M dont le mouve- 
ment est tel qu'à tout instant t le vecteur accélération 
—} 


r(t) a pour coordonnées : (cos £ -tsin t; sin t+ t cos t). 


TL 
À l'instant t = > le mobile est en m(2) et son vecteur 
vitesse a pour coordonnées (o ; z), 


1. a) Déterminer le vecteur vitesse V. 
b) Calculer ||V(t)|| et en déduire la longueur de (€). 
2. Déterminer une équation paramétrique de la courbe (6). 
44 1. Soit x un élément de [0 : + æl. 
X 
Démontrer que : f cos $ dt S x. 
0 


En déduire que : Y x e [0 ; + æl, sin x < x. 
2. Par un procédé analogue, démontrer les inégalités sui- 
vantes : 
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a)y x= f0: +f, osr >1-£ 
b) v xe l0; +l, sinx2x-* 
4 oo < a Ko 
c)Yxel[l0;+œ[l, cosx<1 Arr 
3 5 
* os 1 < À X 
d) y xe [0;+œl, sinx<x 6 +330 
x? xt x 
x jea] 4 > — —— -e e m 
e) Yxe[0;+æl, cosx21 ab à 


3. Déduire de c) et e) que : 


x? D à € . 
VreR 1-5 +5 -355 <c0sx<1 2 +23: 
4, Démontrer que aar est une valeur approchée par excès 


de cos > à 2,5 x 10 près. 


45 Le repère (O, I, J) est orthonormé. 

1. En considérant l'aire du disque de centre O et de rayon 
D q 

1, justifier que : f 1- x? dx =7 j 
0 

2. a) Soit a et b deux nombres réels strictement positifs. 

Déterminer l'aire, en unités d’aire, du domaine délimité 

par l’ellipse d’équation réduite : A + (2) “AP 

b} Sur la figure ci-dessous, on a représenté les fonctions : 


xs di- E, žē [-2:1] 
x> J1- {x-1}, xe [1;2] 
x- J1- (EF, xe [-2;2]. 


Comparer l'aire du domaine colorié avec celle du domaine 
délimité par l’ellipse d’équation réduite : EY + y?= 1. 


3. Sur la figure ci-après on a représenté les fonctions : 


x= /1-(x +1), xe{-2;-1) 
x= 2/1 (x +1), xe [-1;0]) 
x> 1+ cos(žx) + J1- x-1}, xe [0;2] 
x> — 1- ÈY, xe [-2;2]. 


Déterminer l'aire, en unités d'aire, du domaine colorié. 
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1 
46 Calcul de | (22 + 3 dx 
0 


Le repère (O, I, J) est orthonormé, 
Soit la fonction f : x > 1 — x + Jx + 3 et (€) sa courbe 
représentative. 

1. a) Étudier fet tracer (€). 

b) En déduire que f admet une fonction réciproque. dont 
on précisera l’ensemble de définition D. 

2. a} Tracer, sur le même graphique que (€), la oœurse 
représentative de f~. 


> | 
j 3-{x -1P | 
a —1 Dop Ua il 
b} Démontrer que : ve e D, f x) = ZG-Ù - 
1+3 
3. a) Calculer : | f(x) dx. 
2 
1 1 
b} En déduire | f(x) dx, puis | 142 + 3 dr. 
0 Jo 


), e à la suite définie par : | 


47 Soit (I 
dr 


m= ff cos2rti x 
1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que : 
Vxe[0;%| 1 _ acosx  bcosx 

"AT cosx 1—-sinx 1+sinx 


En déduire la valeur de L 


2. Démontrer, à l’aide d’une intégration par parties, que : 
VneN*,2nl =(2n- Le + 27 ; 


{2 

(On pourra écrire I, sous la forme : 
3o 1 1 

= [F1 1 de) 


o col x cos? x 


8 Soit Mne y la suite définie par : 
bu k sin X dr 


o COS € 


1. Calculer I, et L. (Pour I, on pourra procéder comme 
dans l'exercice précédent.) 


2. Calculer l'intégrale K sin” x cos x dx. 
0 


3. En déduire l'expression de I 
puis la valeur de L, L, L et Iņ. 


i E, en fonction de n, 


B9 Soit (I „e y la suite déni par : 
FL 
[ — h > cosx pr 
Fr Fr sin? x 


1. Calculer L,, L et L. (Pour I, 
gement de variable : t= 


, on pourra utiliser le chan- 
g 

2. Démontrer que la suite (I) est positive et décroissante. 
Est-elle convergente ? | 

3. a À Démontrer que pour tout x élément de l'intervalle 


i 272 et tout entier naturel n non nul, on a : 


o g LOS" x x ea (2Y. 


sin? x 2 


b} En déduire la limite de la suite (I). 


50 Soit (a)n : y la suite définie par : 


=f x n J1- x dx. 


1. À l’aide d’une intégration par parties, trouver une rela- 
tion de récurrence entre I, et I... 


2. Calcnler Le 
3. En déduire I. 


51 Un encadrement de x 


T 
Soit (1,),- y la suite définie par : 1 = | sim” x dx. 
1. Calculer I, et L. j 
2. Sans calculer I, démontrer que la suite (1,) est décrois- 
sante. 
3. À l'aide d’une intégration par parties, démontrer que : 
n +1 
Vne N, L= ap 
4. a) Calculer L,, Lo et L4- 
bì E Jé J 217 216 
RC ENT UP Dr 
iici SEx x1l T X5 XÉ 


la suite définie par : $ 


52 Soit (1), _\ 
La 
1, = k tan" x dx. 


- 


1. Démontrer que la suite (1) est positive et décroissante. 
2. a) Pour tout entier naturel n, déterminer la dérivée de 
la fonction x > tan"! x. 

5) En déduire que : 


- å P! 
sVn eN i tia 0: 
Tr 1 E _…. 
*Vne n mri h arii 
elim I =0 


c) On pose: ¥ n e N*,fln)=1,,,-1. 
Utiliser (1) pour démontrer que : 


Vne N°, fin) = =o 

3. a) Calculer L. 

b) Démontrer que : Y n e N*, 

f2) + f6) + F10) + ... + flan —2) =I 
c) En déduire que : 
CRETE SE 
4. a) Calculer 1. 

b) Démontrer que : Y n e N*, 

F1) + F15} + FC) +... + flan — 3) =I 
c) En déduire que : 
lim (1 = + 


ana do 


án+1 L ; 


xè 
53 Soit la fonction F : x > | R a dé. 
ea 


1. Justifier que l’ensemble de définition de la fonction F 
est JO : + cl, 

2. Utiliser les propriétés de comparaison des intégrales 
pour étudier le signe de la fonction F. 

3. a) Étudier la dérivabilité de F sur son ensemble de 
définition puis déterminer sa fonction dérivée. 

b) En déduire le sens de variation de F et retrouver ainsi 
son signe. 


54 On rappelle que : Y x e 10 ; +|, In x < x — 1. 
A — Soit f la fonction définie par : 


_ X 
p x) x] 
FU) = 0 

et (€) sa courbe représentative. 
1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f sur son 
ensemble de définition. 


2. Étudier fet tracer (€). (On construira la demi-tangen- 
te en O et la tangente au point d’abscisse 1.) 


, SX >0 
ne 
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B — On se propose d'étudier la fonction F définie par : 
x 

F(x) =Í ft) dt. 
1 


1. a) Justifier que F est définie et dérivable sur [0 ; + +1. 
b) Étudier le sens de variation de F. 

2. Déterminer le signe de F. 

Donner une interprétation graphique de ce résultat. 

3. a) Démontrer que : Vte [0 ; 1], t) < t. 

b) En déduire que : 


2 
°Vre(l0:1], © — < F(x) < 0 ; 
°—7< F(0)< 0. 


(On ne demande pas la valeur exacte de F{0).} 
4. a) Démontrer que : Vite [1 ; + cl, 1 < /(£). 
b) En déduire que : 
eVxrell;+ei,x-1<F(x): 
e lim Fix) =+0, 

X +6 
5. a) Démontrer que : 
Vte [1; +o, 14E < fu) <1 +Int. 
b) En déduire que : : 
Vxef1;+l,2x + ne) 1 < F(x) < x In x. 
c) Déterminer une valeur approchée à 107? près de F(2), 
F{3), F(4) et F(5). 


(On prendra la moyenne arithmétique des valeurs qui 
encadrent chacun de ces nombres.} 


55 Irrationalité de e 
1. a) Démontrer que : 


Vrel0:1l,1+x<e<1+x+x. 
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(On pourra étudier les variations de la fonction 
f':xme-1-2x et on admettra que e < 3.) 


b) Déduire de la question précédente que : 


2 2 2 
Vxe(0;1],1+x +7 ses 1 DL LÉ 


c) À l’aide d’un raisonnement par récurrence, démontrer 


que pour tout entier naturel non nul n, on a: "i 
n 


AD E Es PE 
"xelo: È g ses( 9 hi) 


2 On considère les suites (u,), et (v,),. + de termes 


a Démontrer que: TnesN*.u sest, 
bi En deduire que : 


7ne Nre- su,se et 


1 
$ ESV,Se+ T 


c) Démontrer que les suites (u,) et (v „) convergent toutes 
deux vers e. 


d} Démontrer que les suites (u) et (v,) sont monotones. 


3. L'objectif de cette partie est de démontrer que le 
nombre e est irrationnel. 

Soit q un nombre entier naturel non nul. 

On pose :p=ge. 


a} Démontrer que : q ! u, <p (g-1)!<aq! u, +1. 
b) Démontrer que : q ! u, € N. 
c) Démontrer que p n’est pas un nombre entier. 


d) Conclure. 
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Éations 


différentielles 


Introduction 


C. chapitre iaie des équations différentielles du premier ordre 
et du deuxième orde à coefficients constants, sans second 
membre. IÍ permet de démontrer certains résultats de physique que 
l'élève a appris à utiliser. Son champ d'applicatian s'étend égale- 
ment à la géométrie, la démographie, la chimie et la bialagie. 


© Palois de la Découverte. 


1. Généralités ..........001sea. siens ROANGA 322 
2. Équations du type UT a G papa ean 324 
3. Équations du type y” +ay’ +by =0 porramasnm 326 


Équations différentielles 321 
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A 
wf Généralités -= | 


1.1. Notion d'équation différentielle 
e Soit les fonctions f:xr e et g:xr sin5x. 
- Calculer la dérivée f” de f et démontrer que, pour tout nombre réel x, on a : 
fx) 4/0 = 0. 
— Calculer la dérivée seconde g” de g et démontrer que, pour tout nombre réel x, on a : 
g'{x) + 25g{x) = 0. 


La fonction f est dérivable sur R. Elle est liée à sa dérivée f’ par la relation : f’- 4f= 0. 
On dit que f est solution de l’équation différentielle : y’ — 4y = 0. 
De même la fonction g est solution de l'équation différentielle : y” + 25y = 0. 


Sur la figure ci-contre, le solide S de centre d'inertie 


e Oscillateur mécanique libre pom 
| 
G est soumis à trois forces : | 


> 
— son poids P, 
—} 
— la réaction R de la tige sur laquelle il coulisse, 
—+ R iS : 
— la tension T du ressort. AE 
í x P . ii k a —} —+ ——} a mn. —+ = 
D'après le théorème du centre d'inertie on a : P + R + T = my(i), où m désigne la masse de S et y(i) son. 
vecteur accélération à l'instant £. 
+ > > > —+ 
Or: P+ R= 0; donc: T = myt). = is 
Désignons par x(t) la position de G dans le repère (O, I) à l'instant t ; on a : y(t) = x”{(t)OI. 


=. 
La tension du ressort à l'instant £ est donnée par la formnle T = — kx(t)OI, où k est la constante de rai- 
deur du ressort. On a : — kx(t) = mx”({t). 


On en déduit que le mouvement de l'oscillateur est solution de l'équation différentielle : x” + Ex = 0. 


Vocabulaire et notation 
e Une relation entre une fonction inconnue et ses dérivées successives est appelée équation différentielle. 
La fonction inconnue est souvent notée y et ses dérivées successives y”, y”, y”, . 


e Une équation différentielle est dite d’ordre n lorsque le plus grand ordre des dérivées intervenant dans 
cette équation est n. 
Ainsi, 2y4”— y’ — y =0 est une équation différentielle d'ordre 2. 


* Toute fonction vérifiant une équation différentielle sur un intervalle ouvert K est appelée solution sur 
K de cette équation différentielle. 
Ainsi, la fonction x e" est une solution sur R de l'équation différentielle : 2y” - y’ — b= 0, 


e Résoudre (ou intégrer) nne équation différentielle sur un intervalle ouvert K c’est déterminer l'en- 
semble des solutions sur K de cette équation différentielle. 


° La courbe représentative d’une solution d’une équation différentielle est appelée courbe intégrale de 
cette équation différentielle. | 


1.9. Équations de types y’ = Rx) et y” = g(x) 
RTE Équations du type y’ = f(x) 


1. Résoudre sur R l’équation différentielle (E) : y’ =- 62. 
Une primitive sur R de la fonction x + — 6x? est la fonction : x > — 2x3, 
Donc, les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x > — 2x + c (c € R). 
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2. Résoudre sur ]- + ; © [ l'équation différentielle (E,) : y° = 1 + tan°r. 
y(0) = 


23 mi la fonction x 1 + tan’x 


Déterminer la Eh de Las vérifiant : 


Une primitive sur |- est la fonction : x > tanx. 


T 2 
Donc, les solutions snr | T 


T LA de (E, Pa sont les fonctions : x tanx +c (c E€ R). 


J) =f += 1i doie la ES sur`]— F [de (E,} vérifiant y(0) = 1 est la fonction : x > tanx + 1. 


aa 


s=z====Œ Équations du ou y” = g(x] 


1. Résoudre sur R l'équation différentielle (E,) : y7 = sinr- i 
On a: (E) & y'=- costr + c (c, E R) 
& y=-sint +c +c, (c E R, c E R} 
Donc, les solutions sur R de (E.) sont les fonctions : x —> — sinx + ex + c, {c € R, c, € R). 
2. Résoudre snr R l'équation différentielle (E,) : y7 = e ¥. 
Déterminer la solntion de (E,) vérifiant : y{0) = = et y'(0) = Es s 
On a: (E) poat c (c € R) 
= i Te + x +, (c, ER, c, € R): 
Donc, les solntions sur R de (E,) sont les fonctions : x => — Te +cx+c, (c ER, c, E R). 
Ji = tigas 
9g 2 9 
Ona: 5 & 1 5 
y'(0) = -> a dd nt : 
C, = 2 | 
c = 1. | m 
Donc, la solntion sur R de (E,) vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = + est la fonction : x > a eTit + 2x + 1. 


” = 
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y N' i AF m TS AET af A P- ai ay (E EROP AER SEP PEA pAn ST A ET Fe i ue HAT AT A BP i a à Fo; L s x H in L y: 
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1.a Résoudre sur l'intervalle K les équations diffé- 


rentielles suivantes. 
a) xy’+1=0, 

b) x°y°+x?+1=0, 
c) ey'+e *=0, 

d} y'’sinx — cosx = 0, 


K=10; + . 
K= ]-c ; 0 
K=R 

K = 10 ; xl. 


1.b Dans chacun des cas suivants, résoudre sur 


l'intervalle K l’équation différentielle et déter- 
miner la solution vérifiant la condition initiale 
donnée. 


a) y} x=1+x, = ]0 ; + cf et y(1} = 2 


b) y'tan2x + 1-0, K=]0 A et y(§)=0 
c) 2ye™ = e1 + e™1, K=R et y(0)=e 


d} xy’ —lnr=0, K=]0;+æ[ et y{e) =—1. 


1.d 


b} y” = {x + 1)e*, 


Résoudre sur l'intervalle K les équations diffé- 
rentielles suivantes. 
a) 1+ 6x? +y”=0, K 


Il 
À 


b) cos2x + 4y” = 0, K=R 
c) 2y”+e*-e*=0, K=R 
d) 2y” = 1 + tan?x, K=k+; S 


Dans chacun des cas suivants, résoudre sur 
l'intervalle K léquation différentielle et déter- 
miner la solution vérifiant les conditions ini- 
tiales données. 

a) y”=1 + tan?x, K=]- ra 


y (0) = 
K- R et y(0) = 
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-Q équations du type y - ay = 0 


Toute équation y’ — ay = 0, où a est un nombre réel, est appelée équation différentielle linéaire du pre- 
mier ordre, à coefficients constants, sans second membre. 


L'expression « sans second membre » est un abus de langage qui signifie que le second membre est nul. 


_ 2,1, Résolution 


“esse Solution générale 

On se propose de résoudre sur R l'équation différentielle (E) : y’ — ay = 0 (a E R*),. 
e La fonction nulle est solution de (E). 

Soit y une solution de (E) ne s’annulant pas sur R. 


Ona: y -ay=0 = ysa 


LJ 11) 
^ 5S 
mM M 
Ki 
J 
u S 
Il 
+ 
| 


La fonction y est dérivable et ne s’annule pas sur R ; donc elle est de signe constant. 
On en déduit que : 3 k € R*, y = ke™. 
Ainsi, en ajoutant la fonction nulle, les fonctions x > ke®™ (k E R) sont solutions de (E). 


e Démontrons que toute solution de (E) est de cette forme. 

Soit y une solution de (E) et z la fonction : x ylx)e" ®. i 

La fonction z est dérivable sur R et sa dérivée est la fonction z’: x [y’(x) - ay(x)le- %. 
Or : y’ — ay = 0 ; donc z’ est la fonction nulle et z est une fonction constante. 

Donc, il existe un nombre réel k tel que : Y x E R, y{xje ™ = k. 

C'est-à-dire : Y x E€ R, y(x) = ke®™. 


Donc, toute solution de (E) est de la forme : x ke™ (k E€ R). 


De cette étude, on déduit la propriété suivante. 


Les solutions sur R de l'équation différentielle y’ — ay = 0 (a € R) sont les fonctions : x => ke (kER). 


Exemples 


e Les solutions sur R de l'équation différentielle y’ — y = 0 sont les fonctions : x => ke (kER). 
e Les solutions sur Ñ de l'équation différentielle y’ + 2y = 0 sont les fonctions :x- ke ™ (k € R). 


- 


emmena Solution vérifiant une condition initiale 

Reprenons l'équation différentielle (E) : y’ — ay = 0 (a E R). 

Soit x, et y, deux nombres réels. 

On se propose de déterminer les solutions sur R de (E) vérifiant la condition initiale : yl) = Yo 


Ona: yx) =y © ke™=y 
e k=ye ™. 
Donc la fonction x ye -4 est l'unique solution sur R de (E) vérifiant : y{x,) = Yọ 


On en déduit la propriété suivante. 


Pour tout couple (x, ; Yọ) de nombres réels, l'équation différentielle y’ -— ay = 0 (a E R) admet une 
unique solution sur R qui prend la valeur y, en xy 
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Exemple 

Les solutions sur R de l’équation différentielle y’ + _ y = 0 sont les fonctions : x ke ++ (k € R). 
Déterminer parmi ces solutions celle qni prend la valeur 1 en Ind. 

Ona:1=ke 314 8 k=2. 

Donc la fonction x 2er 3" est l'unique solution sur R vérifiant : y(ln4) = 1. 

Graphiquement, cela signifie que de toutes les courbes intégrales de l'équation différentielle y’ + 4 y=0, 


une seule passe par le point maat, 


2. 2. Applications - 


Évolution d'une population 


La population du Bénin était de 4,75 millions d'habitants en 1990 et de 5,5 millions d'habitants en 1995. 
On désigne par h(t) le nombre de millions d'habitants à l'instant t. On suppose que la vitesse d'ac- 
croissement de la population est proportionnelle au nombre d'habitants. 

Déterminer, dans ces conditions, en quelle année la population du Bénin atteindra 10 millions d’habhi- 
tants ? 20 millions d'habitants ? > 


Solution 


e La vitesse d’accroissement de la population est la fonction dérivée de A. 
Par hypothèse, on a : R’ = ah (a € R) ; donc, h est de la forme: tr ke¥ (k € R). 
De plus : A(1990) = 4,75 4,75 = ke!°°a 

R(1995) = 5,5 & 5,5 = ke'°%4, 


3 : 5, 1995a 
On en déduit que : à f inasi =e*% : donc:a= Lin. 
4,75 jc e1°90a 5 1 
h est la solution de l’équation différentielle y’ — jeh = o (a= = L In 55) vérifiant : h(1990) = 4,75 ; 
h est donc la fonction : t 4,75%% -190 où a = F Lin S5, 


e Déterminons l’année où la population du Bénin atteindra 10 millions d'habitants. 
i = alt — 1990) 10 æ Es 
On a : 10 = 4,75e In 95) at — 1990). 


On en déduit que : 25,39 = t — 1990 ; d’où : t = 2015,39. 
La population du Bénin atteindra 10 millions d'habitants en l'an 2015. 


Pour 20 millions d'habitants, on trouve : t = 2039,03. 
La population du Bénin atteindra 20 millions d'habitants en l'an 2039. 


| 
mme Décharge d'un condensateur dans un circuit RC 


Un Poren de capacité C tel que C = 200 uF se décharge à travers 
un conducteur ohmique de résistance R = 1 kQ. 

On admet qu’à tout instant t, la charge q du condensateur vérifie l’équa- 
tion différentielle : g’ +- q = 0, où R est exprimée en ohm (Q) et C en 
Farad (F). RC 
1. Donner l'expression de q(t) sachant que la charge initiale du conden- 
sateur est qo- 

2. On considère que le condensateur est déchargé lorsque la charge est 
égale à 1 % de la charge initiale. 

a) Calculer le temps mis par le condensateur pour se décharger. 

b) Quelle valeur doit prendre la résistance pour que le temps de décharge soit de 10-* seconde ? 


Solution 


1. Les solutions sur R de l'équation différentielle q’ +-55q = 0 sont les fonctions : t => ke RC’ (k € R). 


da RC 
Or : q(0) = q, ; donc : q(t) = qe RC”, 
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. = Sel (ps wo 
BE On a à QUE cp a br b) On a de même :e RC =10? & R= s 


| & t=2RCIn10. ~ 2Cln10 ` 
Or : R = 10° et C = 200 x 10% ; donc: t = 0,92 s. On en déduit que : R = 1,09 Q. 


co A = xercices zzz : ARTE a a EAT 

2.a Résoudre sur R les équations différentielles 2€ 1 Résoudre sur R l'équation différentielle : 
suivantes. y” +2% =0. 
a) gay ` b) y +2y=0 2. Déterminer la solution vérifiant : 
c) y'=- $ d) y/2-y)3=0. y(0) = y (0) = 1. 

TA x» s - ; r 

2.b Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R ZOO Dans une culture de microbes qui Ai dévelop- 

l'équation différentielle et déterminer la sobs- pent. la vitesse d'accroissement à l'instant t est 
TRT) nmmal 

tion vérifiant la condition initiale donnes. proportionnelle à la quantité de microbes à cet 
a) y'—-3y=0 et y(0)=1 instant Sachant qu'il v a 10° microbes au bout 
b) yy +3y=0 et y(1)=1 de 2 heures et 5 x 10° microbes au bout de 6 
c) 4y'-3y=0 et yl-4)=1 heures, combien y avait-il initialement de 
d) y'+ylm2=0 et yl1)=- 2. microbes dans cette culture ? 


Équations du type y” + ay’ +by =0 


Toute équation y” + ay’ + by = 0, où a et b sont deux nombres réels, est appelée équation différentiel- 
le linéaire du second ordre, à coefficients constants, sans second membre. 

Nous démontrerons au pc F 3.2. que la solution d’une telle équation peut se ramener à celle d’une 
équation du type : y” + ày = 0 (À E€ R). 


… 3.1. Équations du type y” + Ay = 0 


Lorsque À = 0, on a : y” = 0 ; les solutions sur R de cette équation différentielle sont les fonctions : 
x Ax+B(AER,BER). 
Lorsque À # 0, on distingue deux cas : À < 0 et À > O. 


On se propose de résoudre sur R l’équation différentielle (E (E) : y” = y = 0 (o E R*). 

e Vérifier que, pour tous nombres réels A et B, la fonction x Ae% + Be est solution de (E.). 
Démontrons que toute solution de {E.) est de cette forme. 

Soit y une solution de (E.) et z la fonction : x y{rje tr, 

e Démontrer que : z” + 2007” = 0, 

+ En déduire que z’ est de la forme : x> ke? (k € R). 

+ Déterminer z et établir que y est de la forme : x AeX% + Be M (A € R, B ER). 


De cette étude, on déduit la propriété suivante. 


Les solutions sur R de l'équation différentielle y” - œ°y = 0 (œ € R*) sont les fonctions : 
x> AeX+Be (AER, BER. 


Exemple 
Les solutions sur R de l'équation différentielle y” — 4y = 0 sont 2 fonctions : 
x Ae™ + Be™ (A ER, BER). 


ameme Equations du type y” + œ?y= 0 


On se propose de résoudre sur R l'équation différentielle (E,) : y” + @°y = 0 (o € R*). 
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e Vérifier que, pour tous nombres réels A et B, la fonction x Acosar + Bsinox est solution de (E,). 
Démontrons que toute solution de (E,) est de cette forme. 


Soit y une solution de (E,) et z la fonction : x y(x) — y(0)cosux — — Ly {0)sinar. 
+ Démontrer que z est solution de (E,). 
+ Démontrer que @°z? + z? est une pa constante. (On pourra dériver cette fonction.) + 


e Démontrer que : z(0)=0 et z’(0) = 


* En déduire que z est la fonction S et établir que y est de la forme : 
> Acosar + Bsinar (A E R, B E R). 


De cette étude, on déduit la 


Propriété 


Les solutions sur R de l’équation différentielle y” + œ?y = 0 (œ € R*) sont les fonctions : ; 
x => Acosar + Bsinar (A E R, B € R). 
Exemple 
Nous avons établi (§1.1. ) que l'équation différentielle du mouvement d’un oscillateur mécanique libre 
est : x” + Ex = ©. rs 7 
Les solutions de cette équation sont les fonctions : tr Acost EC + Bsint NE (A E R, B ER). 


On pose : @, = k (pulsation propre de l’oscillateur). 


L'équation horaire du mouvement est de la forme : x(t) = X naxCOS(@É + p), où X ax est l'amplitude du 
mouvement et la phase ọ à l’origine. 


3.2. Équations du type y” + ay’ + by = 0 


“ass ‘Equation caractéristique 

Considérons l'équation différentielle : y” + ay’ + by =0 (a€ER,bER). 

Soit r un nombre réel et y la fonction : x e”, 

On a: y =ry et y” = r°y. 

On en déduit que : y” + ay’ + by = y(r? + ar + b). 

Donc, y est solution de l'équation différentielle y” + ay’ + by = 0 si et seulement si : r? + ar + b = 0. 


Définition 


On appelle équation RATER de l’équation différentielle y” + ay’ + by =0 (aER,bE n) 
Péquation d’inconnue r : 7? + ar + is 0. 


Exemples 


+ Léquation différentielle y” — 2y’ + 5y = 0 a pour équation iraniana r—-2r+5=0. 
e L'équation différentielle y” — 25y = 0 a pour équation caractéristique : r? — 25 = 0. 


R emarque 


L'équation caractéristique de y’ — ay =0 (a E R) est l'équation d’inconnuer :r-a= 0. 


Es 3 Résolution de l'équation y” + ay‘ + by = 0 

Soit E, } Péquation différentielle : y” + ay’ + by =0 (aE R,b €R). 

e Soit y une fonction deux fois dérivable sur R et z la fonction : x => ylx)e 2”. 
Ona: YxE R, y(x) = Ax 2”, 


V xE R, y(x) = g7" [z _ &4x)| 
Y xE R, y) = 6 2° [z - ar) + zx]. 
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2 2 
On en déduit que : y” + ay’ + by =0 & z? +(S -5 +b)z=0 


a 
= z -%30 (E.). 


e Posons : A = a? — 4b ; A est le discriminant de l'équation caractéristique de (E.). 
On distingue trois cas. 


1" cas: A=0 
Les solutions de (E,) sont les fonctions : x > Ar + B (A £ R. B £ R). 
ag 

Donc, les solutions de (E,) sont les fonctions : x > (Ax + Bie 27 (A E€ R, B E R) ; c'est-à-dire les fonc- 
tions : x> (Ar + B)e™ (A E R, B E R), où r est la solution double de l’équation caractéristique de (E,). 
2° cas: A>0 i 4, TJA 
Les solutions de (E,) sont les fonctions : x => Ae? +Be 2 (AER,BER). 

| | Es, pet T T 
Donc, les solutions de (E,) sont les fonctions : rx — Ae' 2 2? +Be\ 2 2/7 (AER,BER); c'est- 
à-dire les fonctions : x > Ae"* + Be% (A € R. B € F}, où r, et r, sont les solutions réelles de l'équation 
caractéristique de (E.). 
3° cas: A<0 LA [LA 
Les solutions de (E,) sont les fonctions : x — ACOS—5—x = Bsin——x (AER,BE R). 


s i me f= , y- å : 
Donc, les solutions de (E,) sont les fonctions : x= e 2 (Acos z X+ Bsin x) (AER, BER);c iid 
à-dire les fonctions : x e™(Acosĝr + Bsinfix) (A E R, B E R), où a + iß et œ — if sont les solutions com- 
plexes de l'équation caractéristique de (E.). 


Pour résoudre sur R une équation différentielle du type y” + ay’ + by =0 (a ER, b ER) on 
peut résoudre l’équation caractéristique r° + ar + b = 0 et utiliser le tableau suivant : 


Solutions de l'équation Solutions de l’équation 
caractéristique différentielle 


une solution double : r x> (Ax +Be"(AER BER) 


deux solutions réelles : r} et r, x> Aer + Be (A ER, BER) 


deux solutions complexes x e™(Acosĝr + Bsinfx) 
conjuguées : Œ + if et œ — if (AER, BER) 


Remarque 


Cette méthode permet de retrouver les solutions des équations différentielles y”-œ&°y = 0 et 
y” + y = 0 [o E R*). : 
Exemples 
* Résoudre sur R l'équation différentielle (E.) : y” — 8y’ + 16y = 0. 
L'équation caractéristique r° — 8r + 16 = 0 a une solution réelle double : 4. 
Les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x (Ax + B)e* (A E R, B E R). 
r \ 
+ Résoudre sur R l'équation différentielle (E,) : y” + 3y°-— 10y = 0. 
L'équation caractéristique r° + 3r — 10 = 0 a deux solutions réelles : — 5 et 2. 
Les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x => Ae ™ + Be“ (A E R, B E€ R). 
+ Résoudre sur R l'équation différentielle (E,) : y” — 4y’ + 13y = 0. 
L'équation caractéristique r? — 4r + 13 = 0 a deux solutions complexes conjuguées : 2 — 3i et 2 + 3i. 
Les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x > e**(Acos3x + Bsin3x) (AE R, B E R). 
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HEC L Sohutéun vérifiant une condition initiale 
On sine la propriété suivante. 


Pour tout triplet (x, ; Yo; Z) de nombres réels, l'équation différentielle y” + ay’ + by = 0 (a E R, 
b E R) admet une unique solution sur R, telle que : y{x,) = y, et y’) = Zy 


Exemples 


e Les solutions sur R de l'équation différentielle y” + 4y° + 7y = 0 sont les fonctions : 
x > e (Acos/3x + Bsin, 3x) (AZ R. B € R). 


Déterminons celle qui vérifie : y(0) = 0 et y(0) = 1. F 
Ona: AEN = Gar 
LE ea raned S i 


J3 
La solution cherchée est la fonction : x => Je- ÆXsin, 3r. 
y 


+ Déterminer la es ci de l'équation différentielle x” + Ex = 0 vérifiant les conditions initiales : 
x(0) = x, et x'(0) = F3 
Les solutions de = A équation sont les fonctions : t —> Acost VE + Bsint y£ (AER, BER). 


x(0) = A=X, 
LUI D as ' C) 


x’(0) = BE -0 


La solution cherchée est la fonction : {+ X Cost k : 


3,3. Travaux dirigés 


amsema 1. Équation différentielle avec second membre 


19) $ Soit à à ps sur R l'équation différentielle (E.) : y’ + 2y = 2cosx. 

a) Déterminer deux nombres réels p et q tels que la fonction g : x> peost + qsinx soit solution de (E,). 
b) Soit f une fonction dérivable sur R. Démontrer que f + g est solution de (E,) si et seulement si f est 
solution de l'équation différentielle (E,) : y’ + 2y = 0. 

c) Résoudre (E,) et en déduire les solutions sur R de (E.). 


2°) Soit à résoudre sur R l’équation différentielle : y” - 2y’ + 5y = © ™. 
a) Déterminer un nombre réel m tel que la fonction g: x me% soit solution de cette équation. 
b) Utiliser une méthode analogue à celle utilisée dans la question 1°) pour résoudre l'équation proposée. 


Solution 
1°) a) g solution de (E) + VxenR, (-psinx + gcosx) + 2(pcosx + gsinx) = 2cosx 
z & YxER, (2p + q)cosx + (- p + 2q)sinx = 2cosx 


4 
2p+q=2 P= + 
5 i = > 
—p+2q=0 g=— 
b)On a: f+ g solution de (E) & YxER, f'(x) + g'{x) + 2f(x) + 2g{x) = 2cosx 
ee YxER, f(x) + 2f(x) = 


& fsolution de (E,). 
c) Les solutions sur R de (E,) sont les fonctions : x > ke” 2x (k E à 


Donc, les solutions sur R de (E.) sont les fonctions : x ke7% + 5 2 (2cosx + sinx) (k € R). 


2°) Considérons l'équation différentielle (E”,) : y” — 2y’ + 5y = e”, 
a) Ona:YxER, g{x) =-2me* et g’(x) = 4me ”, 
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Donc : g solution de (E) & YxER, 13me*=e x 
= si 
b) Soit f une fonction deux fois dérivable sur R. On procède comme à la question 1.b). 
On obtient : f + g solution de (E',) « fsolution de (E’,} : y” — 2y’ + 5y =0. 
L'équation différentielle (E’,) a pour équation caractéristiqne : r? — 2r + 5 = 0. 
On a : A’ =-— 4 ; donc, cette équation a deux solutions complexes : 1 + 2i et 1 — 2i. 
On en déduit que les solutions sur R de (E”,) sont les fonctions : 
x e(Acos2x + Bsin2x) (AE R, B E R). 
Donc, les solutions sur R de (E”,) sont les fonctions : 
x e(Acos2x + Bsin2x) + 5 (AER, BER). 


PETOT 


e déterminer une solution particulière g de cette équation ; ; 

e démontrer que les solutions de l'équation différentielle avec second membre sont les fonc- 
tions du type f + g, où fest solution de l'équation différentielle sans second membre : 

e résoudre l'équation sans second membre et en déduire les solutions de l'équation avec) 


second membre. kas Le T AR 


, > “1 ' = 14, mu on 3 
era aa aaan ngeus e L r a h:ig 


emasa 2. Oscillateur mécanique amorti 


Un solide $ de centre d'inertie G, de masse m = 0,1 kg, fixé à un ressort de raideur k = 10 N/m coulis- 
se sur une tige horizontale. On désigne par x(t) la position de G dans le repère (O, I) à l'instant t, O 
étant la position de G à l’équilibre. 

On écarte S de sa position d'équilibre et on le lâche en lui donnant une vitesse initiale. L'unité de lon- 
gueur est le mètre et l’unité de temps est la seconde ; on donne : x(0) = 0,05 et x’(0) = - 0,5. 


1°) On néglige les forces de frottement. 

On dit que S est un oscillateur mécanique libre. 

a) Démontrer que l'équation horaire du mouvement de G est 
de la forme : x(t) = X naxCOSlOt + Q). 

Calculer Xnaw o Y et la période T, du mouvement. 

b) Calculer la position et la vitesse de S à l'instant t = 5. 

c) Tracer la courbe représentative (6) de Pélongation du mou- 
vement de G. 


2°) Le mouvement de S est amorti par des frottements dont la 
force est proportionnelle à la vitesse du mobile, le coefficient 
de proportionnalité f de cette force étant tel que : f? < 4mk. 
On dit que S est un oscillateur mécanique amorti. 

a) Justifier que l'équation différentielle du mouvement de 


l’oscillateur mécanique est alors : x” + À xX’ + k x = 0. Oscillateur mécanique amorti 


b) Démontrer que l'équation horaire du monvement de G est de la forme : x(t) = ke cos(ot + o). 
Calculer À, œ, œ, et la pseudo-période T du mouvement, sachant que f= 0,2 N/ms-1, 
c) Tracer la courbe représentative (T) de l’élongation du mouvement de G. 


Solution 
1°) a} L'équation différentielle du mouvement de l’oscillateur mécanique libre est : x” + Er = 0, 


Les solutions de cette équation sont les fonctions x : t > Acost IE + Bsint je 


[k FE À ' 
On pose: y = Y> Xna = JA? + B2, COS = == et Sinp =- ——— , 
° ym JA2 + B2 ' JA? + B2 


On obtient : x(t) = JA2 + B2 (coso t cos — sin@,t sing) = XnaxCOS(@,É + Q). 
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w 


; donc : © = 10 rad.s ‘et T, = 0,628 s. 


w, est la pulsation propre et T, la période propre du mouvement. * 


On a : x'(t) =- X sin(@,t + ọ) ; de plus : x(0) = 0,05 et x'(0) = — 0,5. 


X ,,,,C08@ = 0,05 


: : c'est-à-dire : X 
X aaxSiNỌ = 0,05 aii 


On en déduit que : l = 0,07 et ọ = po 


X „ax est l'amplitude et ọ la phase à l’origine du mouvement. 
L’équation horaire du mouvement de G est : 
x(t) = 0,07 cos(10t + 2). 

b) À l'instant t = 5, ona: x(5) = 0,061 


x5) = 0,351. 


2°) a) On désigne par F la force de frottement ; ona: F=-fx (HO. 
D’après le théorème du centre d'inertie on a : nE REET ETF-= m'y{t). 

> > —+ —+ —> — f 
Or:P+R= 0, T=- kx(t)OI et y) = x(O. S2 


On en dédnit que l'équation différentielle du mouvement de l'oscillateur mécanique amorti est : 
Xx” + Lx + — k mt 0 (E). 


See Lin À = 0. 
m 


b) L’équation caractéristique de (E.} est : = 


-= - 
Ona: AsL Amk | Gonc : A <0. 


m 
l4ämk — 
Les solutions de (E.) sont les fonctions x : {+ e“#{Acosot + Bsinœt), où & = — TL et @ = AL : 
m 


En procédant comme à la question 1.a), on obtient : x(t) = Ae%cos{o,t + ọ). 


_ vámk “f 2T 
2m 


POs -y 2r, 
On a : a = Ieri 


Fm’ donc : g = — 1, © = 9,95 rad.s` 1 et T = 0,631 s. 


De plus, on a : x(0) = 0,05 et x’(0) = — 0,5 ; on en déduit que : ọ = 0,523 rad et À = 0,067 m. 


Le mouvement est dit prout pakpigEn de pseudo- 
période T. En effet, on a : x(t + T) = œTx{t) ; donc, les 
amplitudes décroissent de façon périodique et forment 
une suite géométrique de raison e°T, appelée facteur 
d'amortissement. O 


0,067 
X 


c) La courbe (T) est une sinnsoïde amortie, comprise 
entre les courbes représentatives des fonctions t => Ae% 
ett 1 — àe%. 


- 
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Résoudre sur R les équations différentielles 
suivantes. 

a) 9y” — 64y = 0 
c) 9y” + 4y =0 


b} y”—2y=0 
d) 243” +y =0. 


Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R 
Péquation différentielle et déterminer la solu- 
tion vérifiant les conditions initiales données. 
a) 2y”-y=0 et y(0)=y{0)=1 
b) 9y” + 4y =0 et yln)=y{n)=0 


Résoudre sur R les équations différentielles 
suivantes. 


3.d 


b} 2y”— 22y’ + y = 0 
d) 9y” +6y +y=0 
f} y” -6y + 2y=0 


h) 4y” + 4y’ +y =0. 


a) y”+y'—-6y=0 
c) y”— 4y’ +8y=0 
e} y” + 4y’ —5y=0 


g) $y” -2y +9y=0 


Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R 
l'équation différentielle et déterminer la solu- 
tion vérifiant les conditions initiales données. 


a} y”—2y’—2y=0, y(0)=1ety(0)=0 
b} y”— 4y’ +4y=0, y(0)=0ety(0}=1 
c) y”+ 4y’ +5y=0, y(0)=1 et y (0) =— 
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Exercices 


APPRENTISSAGE 


(Généralités 


{1 Dans chacun des cas suivants, vérifier que la 
fonction fest solution de l'équation différentielle (E) 
sur l'intervalle K. 


(E) : 2(y+y)=x? et K=R 
cd da et K=R 


a) f(x) = £ -x +1, 
b) f(x) = (2x — 1)e*, 


1 
(E); S “I+x 


(E) : yy'=1 et K=]0; +f 
et K=R 
(E): xy’ -y =x et K=]0; +l. 


c) f(x) = (1 + x}, 
d) f(x) = 


e) f(x) = xcosx, 


f) f(x) = xinx — x, 


et K=1]-1;+0 
(E) : y—xy’ = x?sinx 


2 Dans chacun des cas suivants, vérifier que la 
fonction f est solution de l'équation différentielle (E) 
sur l'intervalle K. 


a) f(x)=e"+ex, (E):y”+y'-2y=4e* et K=R 
b) fx)=e-*+x, (E):y”+y"=0 et K=R 
c) fi) = À, (Œ):y"+ £y’=0 et K= 1]0 ; + | 
d) f(x) = tanx, (E): y- y? =1 et K=--%; 4 


e) f(x) = In(= =), Œ):y"+x{yP=0etK=H1;1[ 


3 Soit l'équation différentielle (E) : 
y” — 2y"-y" + 2y = 0. 
1. Vérifier que les fonctions x + e77, x => e" et x > e* 
sont solutions sur R de (E). 


2. Démontrer que, pour tous nombres réels a, b et c, la 
fonction x= ae™* + be* + ce™ est solution sur R de (E). 


Æ 1. Résoudre sur R les équations différentielles 
y’ = e"sinx et y’= e"cosx. 
2, En déduire la résolution sur R de chacune des équa- 
tions différentielles suivantes. 
a) y” = sinr b) y” = e*cosx. 


5 Soit la fonction f: x xsinx + cosx. 
1. Déterminer f'(x) et f(x). 
2. En déduire une relation entre x, f(x), f(x) et f(x). 
3. Former une équation différentielle dont fest solution. 


Ê Le plan est muni dn repère (O, I, J). 
Déterminer une équation différentielle dont les courbes 
intégrales (€) sont telles qu’en tout point M de (€), le 
coefficient directeur de la droite (OM) est le double du 
coefficient directeur de la tangente à {(@). 
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F quations du type 
y'-ay=0 
7 Résoudre sur R les équations différentielles 


suivantes. 


a) 4y’ + 3y=0 b) yln5-y'=0 


c) Ly+ y" = 0 d) p3 =y". 


8 Résoudre sur R les équations différentielles 


suivantes. 
a) 9y? = (y)? . b) (y)? - 2yy' = 0 
c) y” = 3y d) 2y” + 5y”=0. 


9 Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R 
l'équation différentielle (E) et déterminer la solution 
vérifiant la condition initiale donnée. 


a) (Œ): y’-3y=0 et y(0)= 

b) (Œ): 3y +y=0 et y{1)=e 
c) (E): y’+yln2=0 et y(1)= 

d) (E): y = et y(1) =—1. 


19 Le plan est muni du repère (O, I, J). 
Dans chacun des cas suivants, résoudre sur R l’équa- 
tion différentielle (E} et déterminer la solution dont la 
courbe représentative passe par le point A. 


a) (E): 2y'+3y=0 et A(°) 
b) (Œ): -y'=y et A) 
co) Œ):2%y'-Ly=0 et A() 
d) (E): y'-1y=0 et A À). 


11 Le plan est muni du repère (O, I, J). 
Déterminer la fonction f dérivable sur R telle que 
2f” + f = 0 et dont la courbe représentative admet en 
son point d’abscisse — 2 une tangente de coefficient 


directeur ž s 


42 Le plan est muni du repère (O, L J). 
Déterminer la fonction f dérivable sur R telle que 
2f” + 5f = 0 et dont la courbe représentative admet en 
son point d’abscisse — 1 une tangente parallèle à la droi- 
te d’équation : y +x = 0. 


13 Soit 8 la température d’un corps à l'instant t. 
La température mine est 30°C. À chaque instant t, 
on pose : x(t) = 8(t) — 
On suppose t, la Fi AN x est dérivable sur R et 

uelle vérifie : = — k?x (k E R*). 

À l'instant 0 la température du corps est 70°C et au bout 
de 5 minutes elle n’est plus que 60°C. 
1. Déterminer 8(t), où t est mesuré en minutes. 
2. À quelle température sera le corps au bout de 20 
minutes ? 
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> 14 Un réservoir contient 20 litres d'air (80% 
d'azote et 20% d'oxygène). Il reçoit 0,1 litre d’azote par 
seconde. La même quantité de mélange, supposé homo- 
gène, s'échappe du réservoir. 

1. Exprimer le volume d’azote contenu dans le mélan- 
ge, en fonction du temps. 

2. Au bout de combien de temps le réservoir contien- 
dra-t-il 99% d'azote ? 


Equations du type 
y” + ay*+ by =0 


15 Résoudre sur R les équations différentielles 
suivantes, 


a) y’-4y=0 b) y” +16y =0 
c) 2y” -y —-6y=0 d) y” -4y +13y=0 
e) y” +3y =0 f) yY” — 6y’ + 9y = 0. 


16 Dans chacun des cas snivants, résoudre snr R 
l'équation différentielle (E) et déterminer la solution 
vérifiant les conditions initiales données. 

a) (Œ): y” + 2y’ +y=0, y(0)=—1 et y’(0)= 


b) (E): y” + 16y =0, y(0}=0 et y’'(0)=- 
c) (E): y”-—(ln2}?y = 0, y(0)=1 et y(2)=1 
d) (E): 4y”+y=0, y) =1 et y($)=1 
e) (E): y”+2y'-3y=0, y(0)=3 et y{0)=-1 


f) Œ): y+y’+y=0, y(0)=-1 et y'(0) = /3. 
1 7 Le plan est muni du repère (O, I, J). 

Déterminer la fonction f deux fois dérivable sur R telle 

que f” — nf = 0 et dont la courbe représentative admet 


au point A(°) une tangente de coefficient directeur n. 
18 Le plan est muni du repère (O, I, J). 
Déterminer la fonction f deux fois dérivable sur R telle 


que f”—f" + f = 0 et dont la courbe représentative est 
tangente en O à la droite d’équation : y = 2x. 


19 Le plan est muni du repère (O, I, J). 
1. Résondre sur R l’éqnation différentielle (E) : 
P y” — 3y’ + 2y =0. 
2. Quelle est la solution de (E) dont la conrbe représen- 
tative (6) admet au point d’abscisse 0 la même tangente 
que la courbe (€) représentative de la fonction x > e% ? 


20 Le plan est mnni du repère (O, I, J). 
Déterminer la fonction f deux fois dérivable sur R telle 
que 9f” — 18f” + 10f = 0 et dont la courbe représentati- 


ve (6) passe par les points A %) et B(). 


21 Soit la fonction f:xr sinx + cosx. 
1. Déterminer f(x) et f(x). 
2. Former nne équation différentielle dn second ordre 
sans second membre dont f soit solution. 
3. Résondre cette équation. 


2% On considère l'équation différentielle (E) : 
y'+2y=e "x, 
1. Vérifier qne la fonction g : x> (x + 1Je” 2 est soln- 
tion sur R de (E). 


2. Démontrer qu’ une fonction f + g est solution de (E) si 
et seulement si la fonction f est solution de l'équation 
différentielle : y’ + 2y = 0. 

3. En déduire les solutions sur R de (E). 


APPROFONDISSEMENT 


23 Soit la fonction fixe (1 +x)”, 
1. Déterminer les nombres réels a et b pour que f soit 
solution sur R de l'équation différentielle (E) : 

y +ay +by=0. ' 

2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, la 
dérivée d'ordre n de fest solution de (E). 
3. Déterminer, parmi les primitives de f, celle qui est 
solution de (E). 


24 Soit « un nombre réel tel gnoe:0<0< Æ 
2 y7 = T. Are - 2 
Résoudre sur R l'équation différentielle : 
(1 + cos20)y" — 2y'sin2œ + 2y = 0. 


25 1. Résoudre sur R l'équation différentielle (E) : 
y” + 16y = 0. 
2. Aaa la solution f qui vérifie : i, =— 2 et 
f'n) = 
3. Eana dans [0 ; x] l'équation : f(x) = l2, 


26 1. Résoudre sur R l'équation différentielle (E) : 
y” + 2y'+5y= 0. 
2. Déterminer la solution fqui vérifie : (0) = 1 et f (0) =- 
3. Ou pose : F(x) = - + (x) + 2f(x)l. 


a} Démontrer que F est une primitive de fsur R ; expli- 
citer F(x). LA 
b) En déduire le calcul de 5 f{x)dx 

0 


27 Le plan est muni du repère (O, I, J). 

1. Résoudre sur R l’éqnation différentielle (E) : 
y’ =ìy Q E R*). 

On note f, la solution vérifiant f(0} = k et (€ x) Sa Cour- 
be représentative. 
2. Soit x, un nombre réel. 
a) Déterminer une équation de la tangente à (6,) au 
point d'abscisse x. 
b) Démontrer que, lorsqne k décrit R, cette tangente 
passe par un point fixe dont on déterminera les coor- 
données en fonction de À et de x. 


28 Le plan est muni du repère orthonormé (O, I, J). 
Soit À un nombre réel non nul. 
Déterminer une courbe 
(€) passant par le point J 
et telle qu’en tout point M 
de (€), dont le projeté 
orthogonal sur (OI) est le 
point H, la tangente 
coupe (OI) en un poit N Oo 
avec : HN = À. 


\ 
29 Le plan est muni du repère (O, I, J). 
Déterminer une courbe (€) passant par le point A(Z 4 
et telle qu’en tont point M de (€) la tangente ait un coef- 


ficient directenr proportionnel an carré de l’ordonnée 
de M. 
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30 Le plan est muni du repère (O, I, J). n 
Daeminey une courbe (€) passant par le point A(_ A 
et le qu en tout point M de (€) la tangente ait un coef- 
Scent directeur triple de celui de la droite (OM). 


31 Le plan est muni du repère orthonormé (O, I, J). 
Déterminer les courbes (€) telles qu’en tout point M de 
(€) la tangente soit perpendiculaire à (OM). 


32 Le plan est muni du repère orthonormé (O, I, J). 
Soit (6) la courbe représentative d’une fonction f. 
On considère un point M 
de (6), la tangente (T) à 
(6) en M et la normale (A) 
à (6) en M. 
Soit N le point d'intersec- 
tion, lorsqu'il existe, de 
(A) avec (0J). 
Déterminer la. fonction f 
de façon que la courbe (6) 


passe par le point (1) et que pour chacun des points 


de (6) on ait NQ = 1, où Q est le projeté orthogonal de 
M sur (0J). 


33 Le plan est muni du repère orthonormé (O, 1, J). 
Soit M un point mobile. À l'instant 0, M est en I ; à 


l'instant x, M est en n AL ). À tout instant “À oM et le vec- 


teur accélération T sont tels que : 4T =- OM. 
1. Calculer les coordonnées x et y de M-à l'instant ż. 
2. Déterminer une équation de la trajectoire de M. 


34 On note Q(¢) la quantité de carbone 14 présent 
à l'instant t dans un fragment d'os. On admet que Q 
vérifie, à tout instaut t, Q’(t) = — AQ(¢). 
(à est appelé constante radioactive du carbone 14.) 
1. Soit Q, la quantité de carbone 14 à l'instant 0. 
Exprimer Q(t) en fonction de t et de Q. 
2. On appelle période {ou demi-vie) d'un élément 
radioactif la durée T au bout de laquelle la moitié des 
atomes de cet élément se sont désintégrés. 
Sachant que À = 1,244 4 x 107“ et que t est évalué en 
années, déterminer la période du carbone 14. 
3. Le carbone 14 est renouvelé constamment chez les 
êtres vivants. À la mort de ceux-ci, l’assinsilation cesse 
et le carbone 14 présent se désintègre. 
Des archéologues ont trouvé des fragments d'os dont la 
teneur en carbone 14 est 70% de celle d’un fragment 
d'os actuel de même masse, pris comme témoin. 
Calculer l’âge de ces fragments. 


35 1. Résoudre sur R l'équation différentielle (E) : 


y” -4y = 0. 
2. Démontrer que l’équation différentielle (E’) : 
y” -— 4y = 4(x-1) -2 


admet sur R une et une seule solution, qui soit une 
fonction polynôme P de degré 2. 

3. a) Démontrer qu'une fonction fest solution de (E) si 
et seulement si la fonction f — P est solution de (E). 

b) En déduire les solutions sur R de (E’), puis celle qui 
vérifie : f(0) = 0 et f’(0) = 
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36 1. Résoudre sur R l'équation différentielle (E) : 
y” + 4y'+4y = 0. 

2. Déterminer les nombres réels a et b pour que la fonc- 
tion g:x ax + b soit solution de l'équation différen- 
tielle (E°) : y” + 4y’ + 4y = - 4x, 
3. Démontrer qu’une fonction f est solution de (E`) si et 
seulement si f — g est solution de (E). 
En déduire la solution f sur R de (E’) telle que f{0) = 2 
et f (0) = — 


37 On considère l'équation différentielle (E) : 
y” — 6y” + 12y’ — 8y = 0. 
1. Vérifier que la fonction x> e* est solution sur R de 
(E). 
2. Soit f une fonction trois fois dérivable sur R et g la 
fonction x> fle 7”. 
Démontrer que fest solution de (E) si et seulement si g” 
est la fonction nulle. 
3. En déduire les solutions sur R de (E). 


38 1. On considère l'équation différentielle (E) : 
xy’ -xry + y=0. 
a) Soit z une fonction deux fois dérivable sur ]0 ; + œl. 
Démontrer que xz est solution de (E) si et seulement si , 
z est solution de BR différentielle (E’) : 
xz' = A (A E R). 
b) Résoudre sur ]0 ; + œ[ (E”) puis (E). 
2. À l’aide d’un raisonnement pp résoudre sur 


]- æ ; O[ l'équation différentielle : =E z ST, 
39 On considère l'équation différentielle (E) : 
(x —-1)y"— xy" + y = 0. 
1. Démontrer que si f est solution sur ]1 ; + æ[ de (E), 
alors f” est dérivable sur ]1 ; + +[ et est solution sur cet 
intervalle de l’équation différentielle (E') : y” = y. 
2. Démontrer que si f” est dérivable sur ]1 ; + œ[ et est 
solution de (E’), alors : 
fx) = fo) + cx + c, (c ER, c, E R). 
Quelle relation doit lier €, et c, pour que f soit solution 
de (E) ? 
3. Résoudre (E) sur J1 ; + cl, 


40 On considère le système (©) : f Y, a y < 2g 


où les inconnues sont les fonctions y et z. 

1. Démontrer que si (y ; z) est solution de (£), alors les 
fonctions y et z sont deux fois dérivables et vérifient 
léquation différentielle (E) : u” + 2w’ + u = 0. 

2. Résolution de (E) 

a) En écrivant (E) sous la forme u” +u’+u'+u=0, 
démontrer qu’une fonction est solution de (E) si et seu- 
lement si elle est solution de l'équation différentielle 
(E): v + v= ag *(aeR). 

b) Vérifier que la fonction g : x + axe” * est solution 
sur R de (E’). 

Démontrer qu’une fonction f est solution de (E°) si et 
seulement si la fonction f- g est solution de l'équation 
différentielle : v’ + v= 0. 

c) En déduire la résolution sur R de (E). 


3. Résoudre sur R le système (È). 
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Problèmes 
de synthese 


L.. problèmes suivants ont été proposés entre 1996 et 1999 au 
ee A E baccalauréat {sère C ow E) dans certains pays francaphanes 
PR d'os ekaia 

; Les problèmes sélechonnes sonf ceux qui prennent le mieux en 
compte les nouveaux programmes harmonisés de mathématiques 
que ces pays ont en commun depuis 1992. 


RE = LEE PAYS 


| BURKINA-FASO 


DRNBSBNEZ © MC 
BOB CE Re — 
a| E 
DES MASEN D MECC 
OE O CCM ICT cmoun 
BETETE I mou 
EE E BEA N ENCON 
s PEHEE re 


CSSRSSNSE ë EM 
T 


| TOGO | 

| | BURKINA-FASO | 

ce, CT umenaraso 

EET CET ERBBT ET ce - 

CEE” AE EO EER S 
© | | CÔTEDIVORE | 

raie RE 

JR a he à 


JEn M LI seen 
Em i eo 


Problèmes de synthèse 335 


K 
- r 
i 
F - À 
i 
- +. . à 
L 4 
bd x ” 
iu . e'i 
=. Fr k 
4. L4 (] = 
m a 
LA | e 
- A - 2 
1 + 
n E m ü € 
DA ? A 
EC 3 
. 
ê LA n 
1 Y b 
kd . 
i 
€ + 
e 
1® - D. 1 * 1. ' 
"o è 
. E 
i 
Ld 
L 1 
i ' 4 E n 
+ in 
` r 
+ 
j} 
| Se 
o y 
d = 
4 X ` 
i 
“+ 
. 
L] 
ta: 
- 
. + 
z ieg ù 5 . 
p L 
I 
Ñ . | La Lu 
| k 
LR 
. 
$ P i 
Eu > 9 
a Y . 
t A 
í 0 
L Es - 
" 
s [a 
i 2 - ; 
e y kd d n 
. 
rP, — 4 
n E r: 


a 
3 


biblio-sciencepdf.blogspot.com 


à 4 Burkina-Faso 


Session normale de 1996, série E. 
ess Partie À 
On considère, dans le plan complexe P, les points A 
d'affixe z, = 1, M d'affixe z et N d'affixe 2, = iz — (1 +i). 
On note T, l'application qui. à tout point M d'affixe z 
associe le point M' barycentre des points pondérés 
(M, À}, (N, — À) et (A, 1) où À est un nombre réel non nul. 


1. Démontrer que, pour tout point M du plan, le point 
N est l’image de M par une rotation dont on précisera le 
centre et l'angle. | 


2. a) Démontrer que l'affixe z’ de M’ est telle que : 

z’ = À(1 -i)z + À(1 + i) + 1, 
b) Démontrer que T, est une similitude directe dont on 
précisera l'affixe œ du centre Q, le rapport et l'angle. 
Pour quelles valeurs de À, T, est-elle une rotation ? 
Donner, dans chaque cas, son angle et l'affixe de son 
centre. 
c) Exprimer les coordonnées {x’ ; y’) de M' en fonction 
des coordonnées (x ; y) de M. 


3. Le nombre réel À étant strictement positif, on lui 
associe le point P de coordonnées (— InÀ ; InÀ). 
Soit P’ le point tel que : P’ = T, (P). 
a) Déterminer les coordonnées de P’ en fonction de À. 
b) Démontrer que, lorsque À décrit R*, l'ensemble des 
points P’ est la courbe (6) d'équation : 

y = 2(x—1)In(x — 1} + (x - 1). 


mawe Partie B 
Soit f la fonction définie sur R+ par : 
fx) = 2xlnx + x, six > 0 
f(0) = 0 | 
On note (T) sa courbe représentative dans un repère 
orthonormal (O, i, J), l'unité graphique étant égale à 
10 cm. 


1. a) La fonction f est-elle continue à droite en 0 ? 


Déterminer la limite à droite en 0 de ter 


Donner une interprétation géométrique du résultat. 

‘f est-elle dérivable en 0 ? l 

- b) Étudier les variations de la fonction f et préciser le 
nombre réel x, # 0 tel que : f(x.) = 0. 

c) Tracer (T). Déterminer une transformation du plan 
par laquelle la courbe (6) se déduit de la courbe (T). 


Pen 7 

2, Soita E J0:e *[,. 
+ sde 
e 2 


a} Calculer : I(a) = f (2xlnx + x)dx. 


a 
b} Déterminer lim a) et en donner une interpréta- 
a 


tion géométrique. 
c) Soit D le domaine formé des points A(x ; y) du plan 


1 
asxrse? 
tels que : À 0<y<f(x) ` 


On fait tourner D autour de l'axe des abscisses. 
Calculer le volume V(a) ainsi obtenu. 


Déterminer lim V(a) et en donner une valeur approxi- 
mative. ği à 


er m 
(On donne :e 7 =0,74 et e 7 = 0,2.) 


Q Gabon 
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morma Partie À 
1. (E,) désigne l'équation différentielle : y” + 2y’ + y = 0. 
Déterminer les solutions générales de (E). - 


2. (E) est l'équation différentielle : y” + 24° + y = 2677. 
a) Vérifier que la fonction h définie sur R par 
h(x) = x°e”* est une solution particulière de (E). 

b) Démontrer que ọ est une solution de (E) si et seule- 
ment si g = @— h est solution de (E,). 

c} Déterminer toutes les solutions de (E). 

d} Déterminer la solution fẹ de (E) satisfaisant aux 
conditions initiales : f,(0) = 4 et f/(0) = 0. 


Partie B 


On considère la fonction f définie par : 

f(x) = (x + 2}e 7x. 
On désigne par (€) sa courbe représentative dans le 
plan muni d’un repère orthonormal, l'unité graphique 
étant égale à 1 cm. 


1. Étudier les variations de f`et tracer (8) avec soin. 


2. En remarquant que f est une solution de l'équation 
différentielle (E), déterminer une primitive F de f sur R. 


< 
(On calculera f P+ + f)(t)dt)}. 

0 n 
3. Pour tout entier naturel n, on pose : I, = ji fidt. 

0 

a) Exprimer I, en fonction de n et en donner une inter- 
prétation graphique. 
b) Étudier la convergence de la suite (L,), puis en dédui- 


re laire de l’ensemble des points M(x ; y) du plan tels 
que : x<O0 et O<y< f(x). 


memes Partie C 
On se propose d'étudier la convergence de la suite (u,) 
définie, pour tout entier naturel n non nul par : 


1 # _2 
i = 2 [(1 + 2n}e #4+(2+2n)e ? +. 
-4 
i … + (n + 2n)}?e d 
_1i< + 
É 2 (k+ 2nj‘e ”, 


1. Vérifier que, pour tout entier naturel non nul n, on a: 
., -1$-#k 1 CC ak. 4e — 9 
u, = a 2) et >È F$) =u, + ; 


R k-i n ne 
2. Établir que, pour tout entier naturel non nul n et 
pour tout entier naturel k tel que0<k<n-1,ona: 


k +1 
1 rfk +1 n 7 1 p/k 
Lys = ) < k fit)dt < + f(S). 
nR 
3. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul r, 
4e —9 


1 
ona:u, < | fat < unt =, 
£ 
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4, En déduire que pour tout entier naturel non nul n, 


4e —9 
ona: LL — 


Su shl, 


5. Étudier la convergence de la suite u,, puis préciser sa 
limite. 


= Togo 
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€E est un espace affine dans lequel est construit un cube 
ABCDEFGH tel que : 

— la face ABCD est le support de ce cube. 
— les droites (AE) et (CG) sont parallèles. 


Partie À 


1. Démontrer que; la droite (AE) est parallèle au plan 
(DGH). 

2. Soit I le milieu de [EF], (A,) la droite issue de A et 
(A) la droite issue de G, toutes deux sécantes en I. 
Démontrer que les droites (A.) let (A,) déterminent le 
plan (AIG). 

3. K est le centre du carré ADHE. Démontrer que la 
droite (BK) est perpendiculaire au plan (AIG). 


amam Partie B 


E est orienté par le repère orthonormal direct 


(A, AB, AD, AE), I est le milieu de [EF] et K le centre 
du carré ADHE. 


1. a) Justifier par le calcul l'existence d'un uniqne plan 
P contenant les points A, I et G. 

b) Déterminer alors une équation cartésienne de ce 
plan. 

c} Vérifier par le calcnl que la droite (BK) est orthogo- 
nale an plan # et déterminer leur point d'intersection J. 
2. TI est nn plan de E qui passe par le point B et qui est 
perpendiculaire au plan Ÿ. (A} est une droite de IT qui 
passe par le point C et qui est parallèle à la droite (BK). 
a) Déterminer une éqnation cartésienne de II, 

b) Déterminer les représentations paramétriques de (A). 
c) Démontrer que (A) est parallèle à IT et calculer la dis- 
tance du point B à la droite (A). 

3. PLRS est un parallélogramme tel que P et L sont sur 
(A), R et S sont contenus dans TI. J} et J, sont les milieux 
respectifs des segments [PS] et [LR] ; O est le centre de 
gravité de ce dr 


= tn 


a) Sachant que LR = = Z LS et Mes (LS, LR) = , calcn- 


ler, en fonction de 1 et de OM, MP? + id + MR? + 
MS?, où M est un point quelconque de €. 


b) En déduire l'ensemble (T) des points de € tels qune : 
MP? + ML? + MR? + MS? = k, où k est un nombre réel. 


E 4 Bénin 
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Partie À 


Soit P un plan euclidien, O un point de P, V le plan vec- 
toriel associé à P, œ un élément de l'intervalle HE 71. 
Tet j deux vecteurs unitaires de V tels que : T.j =sin @. 
1. Démontrer que le triplet (O, & F) est un repère R de P. 


2. Déterminer l'ensemble des valeurs de œ pour les- 
quelles le repère R est orthonormé. 

Dans toute la suite du problème, on suppose R ortho- 
normé. | 


3. Soit la fonction À nc pate f de la variable réelle x 
définie par f(x) = 
dans le repère R. 
a} Étudier les variations de f. 

b) Démontrer que O est un point d'inflexion de (6). 

c} Construire (€) dans le repère R. 

d} Démontrer que f est une bijection de R sur un inter- 
valle I que l'on précisera. 


asudes Partie B 
1. Soit g la bijection réciproque de f. 
Expliciter g(x) pour tout élément x de I. 


Sa si Let (€) sa courbe représentative 


2. On considère la famille des courbes (6, p) d'équation : 


1+#x-a 
1-x+a 


y = b + log, ( ) (a, b) e R. 


a} Soit M?) un point de (Ca, p) 

Exprimer y en fonction de g(x — a). 

En déduire que (€, p) est l'image de (€) par l'application 
Pia, p telle que Pia, p = ToS, où T est une translation et 
S une symétrie orthogonale que l'on précisera. 

b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante 
portant sur a et b pour que Qia, p soit une symétrie 
orthogonale. 

c) On suppose : a + b #0. 

Démontrer que Pia, p est la composée commntative 
d'une symétrie orthogonale et d'une translation que l'on 
précisera. 

d) Construire dans le repère R la courbe ( 
pondant à a=3etb=1. 


3. Soit À la restriction de f à l'intervalle [0 ; 1], (€,) sa 
courbe représentative dans le repère R, D le domaine 
plan limité par (6,)} et les droites d'équations respec- 
tives x = 0, x = 1 et y = 0. On désigne par V(D) le volu- 
me de la portion de l'espace engendré par la rotation de 
D antour de l'axe des abscisses. 

Calculer V(D) 

{On pourra utiliser l'égalité : (2* — 1)? = (27 + 1)? — 4(2*).} 


Ga 1) corres- 


ps Burkina-Faso : 
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BE : Partie A 
On considère la fonction nnmériqne réelle f définie par 
f(x) = x — Inlx|, où In désigne le logarithme népérien et 


|x| la de absolue dn nombre réel x. On note (€) la 
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courbe représentative de f dans le plan muni d'un repè- 
re orthonormé (O, Dj) dont l'unité vaut 2 cm. 


1.a) Calculer les limites de f aux bornes de son 
ensemble de définition. 

b) Étudier le sens de variation de f. 

(On dresse see tableau de variation.) 

2. a) Démontrer que (€) coupe l'axe des abscisses en un 
seul point À dont on notera l'abscisse & et vérifier que : 


1 
QE H 1;— H. 
b). Étudier la position relative de la courhe (€) et de la 
droite (D) d'équation y = x. 
c) Tracer la courbe (€), la droite (D), ainsi que la tan- 
gente à (€) au point d'abscisse — 1. 


3. a) Pour tout norgbre réel k élément delo ; 1[, 
rd 
calculer : A{k) = 4 s flx) dx. 


b) Déterminer : lim, A(k). 
k>0 
Interpréter graphiquement ce résultat. 


4. a étant un nombre réel non nul quelconque, on note 
M et M les points de (€) d'abscisses respectives a et — a, 
(T) et (T`) les tangentes respectives à (€) en M et M’. 

a) Exprimer à l'aide de a les coordonnées de N, point 
d'intersection de {T} et (T°). 

b) Quel ensemble décrit N lorsque a parcourt R* ? 


Partie B 


On note C* l'ensemble des nombres complexes non 
nuls et on considère l'application : F : C* > C 

z>- ln izl. 
1. Dans chacun des cas suivants, déterminer l'ensemble 
des nombres complexes vérifiant l'équation : 
a) F(z)=0 
b) F(z) =z | 
c} F(z) = z, où z est le coujugué de z. 
2. Soit G l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z’ = F(z). 
On note €, le cercle de centre O et de rayon R. 
a) Pour tout point de €, d'affixe z, donner une écriture 
simplifiée de F(z). 
b) En déduire G{(€,). 
Pour quelle(s) valeur(s) de R a-t-on G(€p) = €, ? 


seems Partie C 
L'objet de cette partie est de déterminer une valeur 
approchée du nombre réel a de la question A.2.a). 


On définit la fonctiou @ sur |- 1;— 1] par : 


EON 1: 
TOE 


1. a) Démontrer que & est l'unique solution de l'équation : 
xE [=å = p (x) = x. 
b) Vérifier que, pour tout x de |- 1 ; — 1] ona: 


re AT 
o &) = = (ln xl - 1) ; 


9 o) = EU) 


c) Étudier le sens de variatiou de sur |- 1 ; — 2] et 
donner une valeur approchée de @(— 5). 


d) Démontrer que, pour tout + de l'intervalle [o ;— 1] 
© (x) appartient à l'intervalle [a  — 1] 
2. On considère la suite numérique (u,} définie par récur- 


rence par : l ” & i 
pour tout n de N, u, 4 = lu) 


a Lémontrer que : pour tout x de [a — 1] lp'(x)| < à: 


à) En déduire que : pour tout n de N, le, 0 <alu — ox 
c) Démontrer alors que : 

ur tout n de N, | SET 
Pour tout nr de IN, U, , 4 72 => 9 a 


d} Déduire de ce qui précède que la suite (u„) est 
convergente et déterminer sa limite. A 
Déterminer un entier n, tel que : fu, — | < 107 2. 


{On donne : In 2 = 0,693 ; In 3 = 1,098 ; In 5 = 1,609.) 
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Le problème comporte deux parties indépendantes A et B. 


sasees Partie A 
fest la fonction de la variable réelle x définie sur l’in- 
tervalle [0 ; + œ[ par f(x) = 


2,x2+1 


nt LS 


et h est la fonction définie sur le même intervalle par 
hl) = Inf yx + (+1), 
1. Démontrer que f est une bijection de [0 ; + «| vers lo | 


2. Le plan est rapporté à nn repère orthonormé (O, & f), 
l'unité graphique étant égale à 2 cm. 
Tracer dans ce repère les courbes représentatives de fet 
de ft. 

3. a} Calculer la dérivée de hR. 

b) En déduire l'aire de la partie du plan limitée par 
l'axe des abscisses, l'axe des ordonnées, la droite 
d’équation x = 1 et la courbe représentative de f. 


L2 
DL piire inerte anna annnioe par es 
BRL DE SP NC RUES 
MARS DANS TEE Se RIT A Ea 


Le plan est orienté. ABC est un triangle équilatéral tel 
ea à 
que : AB = BC = CA = 1 et Mes (AB, AC) =. 


Æ désigne le milieu du segemeut [BC] et G l’isobary- 
centre des points A, B et C. 
1. Construire G et calculer GA’. 
2. a) Déterminer la nature et les élémeuts caractéristiques 
de l’eusemble (£) des points M du plan tels que : 

MA? + MB? + MC? = 1,25. 
Tracer (E) sur la figure précédente. 
Dans toute la suite, r désigne la rotatiou de centre G qui 
transforme C en A et h l'application qui, à tout point M du 


h | —+- —> > —> 
plan, associe le point M’ tel que : MM’ =MA +MB +MC. 
On pose : s = hor. 

3. a) Démontrer que h est une homothétie dout on pré- 
cisera le centre et le rapport. 

b) Détermiuer puis tracer sur la même figure que précé- 
demmeut l’image de (E) par h. 

c) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de s. 
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4. On note I le symétrique de A’ par rapport à C, J le 
point de la demi-droite [A A) tel que : 
— > + —+ 
AJ=1, u= AT et v= AT. 
a) Démontrer que (A’,u ,v'} est un repère orthonormé. 
b) M étant un point d’affixe z et M’ son image pars, 
exprimer l’affixe z’ de M’ en fonction de celle de M. 


En déduire expression analytique de s dans le repère 
(A'u o). 


J Centrafrique 
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On considère la fonction numérique f de la variable 


réelle x définie par : f(e) =—°%. 


On désigne par (€) la courbe représentative de f dans 
un repère orthonormé (O, I, J), l'unité graphique étant 
égale à 2 cm. 


1. a) Déterminer l'ensemble de définition D de f. 
Étudier les limites de f aux bornes de D. Préciser les 
asymptotes de la courbe (€). 

bj Étudier les variations de f; 

dresser son tableau de variation. 

Déterminer une équation de la tangente (T) à (€) au 
point d'abscisse 0. 

c} Construire avec soin (T) et la courbe {). 


2. On se propose de montrer que l'équation f(x) = 
admet sur [0 : 1] une solution unique. 

a} Étudier les variations de la fonction dérivée f” sur [0 ; 1]. 
Démontrer que pour tout x de l'intervalle {0 ; 1], on a : 


sfusi 
b) Étudier les variations de la fonction numérique g 
définie sur [0 ; 1] par : g{x) = f{x) — x. 
Démontrer que l'équation f(x) = x admet dans {0 ; 1] 
une solution unique e 


Vérifier que : 3 <as<£ S7 


3. On se Ré de déterminer une valeur approchée 
de ©. 


Soit (1) la suite défini f“ sg 
it (u,) la suite K pour tout n de ÑN, u =f(u,) 


a} Démontrer par récurrence que : 

pour tout n de N, 2x u, <3 

b) En utilisant l'inégalité des accroissements finis, 
démontrer que : 
pour tout n de N, ju 


En déduire que : 
pour tout n de N, lu, 


-al SŽ |u,- ol. 


- al < (2) lug- al < (Z7 *". 


c} Démontrer que la suite (u,) est convergente. 
Quelle est sa limite ? 

d) Déterminer un entier n, tel que : 

si n2 ny alors |u,- œl < 107. 


n + 1 


4, Ne connaissant pas de primitive de la fonction f sur 
[o 1] on se propose de déterminer un encadrement de 


L 
l'intégrale I = f fix) dx. 


a) Justifier l'existence de I et en donner une interpréta- 
tion graphique. 
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L l 
b) On pose :J = |? (2 -x)e“dr et K = [Fæ re dx. 
© 


Vérifier que : 41 = J + K. 
c) Calculer J. 
d} Quelle est l'image par f du segment [o : JE 


En déduire un encadrement de K par deux intégrales 
simples que l'on caiculera. 

e) À l'aide des questions précédentes, écrire un enca- 
drement de l'intégrale I. 

En déduire un encadrement de I, d'amplitude 107? par 
des nombres décimaux. 


8 Comores 
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Le plan est rapporté à un repère orthonormé (O, tj), 
l'unité graphique étant égale à 2 cm. 


Partie A 


1. Soit f la fonction numérique de la variable réelle défi- 
nie par f(x} = x — 1 + In(3 — x) et (@) sa courbe repré- 
sentative. 

a) Déterminer l’ensemble de définition D, de la fonc- 
tion f. 

b) Étudier les variations de f en précisant les limites de 
f aux bornes de D; et établir son tablean de variation. 
c) Soit (D) la droite d’équation y = x — 1. 

Étudier la position de (€) par rapport à (D) ; déterminer 
les coordonnées de leur point d’intersection. 

d) Tracer la droite (D) et la courbe (6). 

2. Soit E le domaine plan délimité par la courbe (6), la 
droite d’équation x = 0 et la droite (D). 

Calculer l'aire 4 de E. 


Partie B 


Dans cette partie, à tout point M du plan de coordon- 
nées (+ : y), on associe son affixe z = x + iy. 

Soit S l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M d'affixe z associe le point M, d’affixe z, telle 
que :2,=(-1+i)z + 1 + Ai. 

1. Donner la nature de S et déterminer ses éléments 
caractéristiques. 

2. Calculer les coordonnées x et y du point M en fonc- 
tion des coordonnées x. et y, du point M.. 

3. Déterminer les équations des transformées par S de 
la droite d’équation x = 0 et de la droite (D). 

4. Soit g la fonction numérique de la variable réelle 
définie par : g(x) = —x-— 1 + Ze et (©) sa courbe repré- 
sentative dans le repère (O, à, j). 

Soit M un point de (€) et M, = S (M). 

Vérifier que l’abscisse x, de M, peut prendre toute 
valeur réelle et démontrer que M, est sur la courbe (T). 
Réciproquemnent, si M, est sur la courbe (T), montrer qu'il 
existe un point M de la courbe (€) tel que M, = S (M). 

En déduire que (T) est l’image de (€) par S. 


mummmx: Partie C 


1. Établir le tableau de variation de la fonction g en pré- 
cisant les limites de g en ~ œ et en + æ, 
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2. Démontrer que la droite d'équation y = — x — 1 est 
asymptote à (T). 

3. Tracer la courbe (T) et la droite d'équation y=-x+5 
dans le même repère (O, i, j), mais avec une couleur 
différente de celle utilisée pour (€) et (D). 

4. On appelle E, la partie du plan délimitée par la courbe 
(T) et les droites d'équations respectives x = O et 
y=—-Xx 5, 

On admet que la partie E est transformée en E, par S. 
Exprimer l'aire de la partie E, en fonction de l'aire de E, 
puis donner sa valeur. 


Q côte d'ivoire: 
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“sm Partie À 
Soit la fonction f définie par : y (0) = 0 
Ji FU) -2B si x > 0. 


1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. 


2. Soit ọ la fonction définie sur ]0 ; + «ef par : 
olx) = Inx + x + 1. 
a) Étudier les variations de 9. 
b) Démontrer que l'équation (x) = 0 admet une solu- 
tion unique $ telle que : 0,27 < B < 0,28. 


1. a) Exprimer f(x) en fonction de (x). 

En déduire les variations de f. 

b) Vérifier que : f(B) = — B. 

2. Tracer la courbe représentative de f dans le plan 
muni du repère orthonormé (O, F, J). 

On placera les points d'abscisses 1 ; 3 ; 4 ; e? ; 12. 

(On prendra : In 0,27 = — 1,31 
n2=-07;:in3-1,1;:In5=1,6) 


== Partie B 


1. a) D Démontrer que l'équation f(x) = 1 admet une solu- 
tion unique & dans [3 ; 4]. 

b} Démontrer que les équations f(x) = 
équivalentes. 

2. Soit g la fonction définie pour tout nombre réel stric- 


1 
1 et ettr = x sont 


tement positif x par : g(x) = el tx 
a) Étudier les variations de g. 

b) Démontrer que pour tout x élément de [3 ; 4], glx) 
est un élément de [3 ; 4]. 

c} Démontrer que : V x e [3 ; 4], gx) < 


3 
(On prendra e3 = 3,8 et e4 = 3,49.) 


3. Soit (u,) la suite définie par : u, = 3 et la relation de 
récurrence : u,,,, = g(u,). 
a) Démontrer que, pour tout entier positif ou nul n : 


1 


A>) 


— a] <lu — à}. 

À: 
Sox 
b) Démontrer que la suite (u) est convergente. 
Calculer sa limite. | 
c} Pour quelles valeurs de n, u, est-elle une valeur 
approchée de a à 1072 près ? 


lu, , 


En déduire que : [u, - af < 


1. Soit n un entier naturel non nul. 


; In 0,28 = — 1, 27 ; 


Démontrer que l'équation f(x) = n admet une solution 
&, et une seule. 
Placer œ, et œ, dans le même repère que précédemment. 


. a} Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, 
ona:œ 2e" 
b} Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, 


Œ,\ _n 
fla) =n est équivalent à ta(=) = — . 


n 


a 
c) Déduire des questions 2. a} et 2. b) que la suite (a) 
(n e N*) est convergente et calculer sa limite. 


0 NET 5 
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Dans ce problème, n est un entier naturel différent de 
zéro et on considère la famille de fonctions f définies 


f(x) =x" In (1 +2), six #0 
f.(0) = 0 


Pour les représentations graphiques. le plan est muni 
d'un repère orthonormal d'unité graphique 2 cm, et on 
note (6,) la courbe représentative de la fonction f.. 


sur [0 ; + | comme suit : | 


“sam Partie A 

Dans cette première partie, on se propose d'étudier la 
fonction f.. 

1. a) Étudier la continuité de f, en 0 et son comporte- 
ment en + ©, ft ) 

b) Étudier le comportement du rapport £ ç lorsque x 
tend vers 0. 

Que peut-on conclure pour la fonction f, eu 0 et la courbe 
(6.,) ? 

2. a) Justitier la dérivabilité de f, sur JO ; + cl. 

Calculer f(x} puis f(x) pour tout nombre réel apparte- 
nant à ]O ; + æf, 

b} Étudier successivement les variations de f,et def et 
dresser le tableau de variation de f. 


3. Tracer la courbe (6.,), svn asymptote et la tangente au 
point Q. 


p ! Partie B 

Ps peann Dakia est consacrée à l'étude des fonctions 
f, lorsque n 2 2. 

1. Étudier la continuité et la dérivabilité de f en 0 puis 
le comportement de f, en + æ. 


2. a) Justifier la dérivabilité de f, sur ]0 ; + cf. 
Démontrer que : f(x) = x 1g, (x), où g, est une fonction 
définie sur ]0 ; + sol que l'on déterminera. 
b}Étudier les variations de la fonction 4, et en déduire 
le signe de g, (x). 

c) Dresser le tableau de variation de f.. 


sms Partie C 


La troisième partie porte sur les courbes (€,)} lorsque 
n > 2, 
1. Quelle est la tangente à (€) en O, origine du repère ? 


2. Étudier la position relative de (,) et de (€, , .) pour 


n +1 
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n 2 2. 
Quelle est la position de (6,) par rapport à toutes les 
courbes (€)? 


3. a) Déterminer : lim 
X — +c 


[x2 In (1 +2) - (x - Ł)]. 
Que peut-on en conclure pour (€,) ? 

b) Préciser la position de (@,) par rapport à la droite 
d'équation : y = x — 2 
4. Tracer (€,) et (€,) dans le même repère que (6,). 


-F p Mauritanie. 
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L'objet du problème est l'étude des solutions de l'équa- 
tion d'inconnue y : x = Ë + 1)", où n est un entier natu- 
rel non nul. 


us Partie A 


Le plan est rapporté au repère orthonormal (O, u, T). 
x et y sont des nombres réels et n = 
1. Démontrer que les points M du plan dont les coor- 
données (x ; y) vérifient x = G + 1} sont les points 
d'une conique (T) que l'on représentera. 
2. Soit g l'application de R+ vers R définie par : 

gx) = 2{,x — 1). 
a) Étudier les variations de g et montrer que sa courbe 
représentative (€) est une partie de la conique (T). 
b) Calculer l'aire de l'ensemble des points M dont les 
DSXE1 
gtx) sy < 0° 
En déduire l'aire de la partie du plan limitée par la cour- 
be (€) et le segment [A A,], où A, est le point de coor- 
données (0 ; g(0)) et A, A point de ADENAN I (1 ; g{1)). 
On considère le point À, de coordonnées {k ; g(k)), 
où ke N. 
Démontrer que, pour tout k e N, l'aire de la partie du 
plan limitée par la courbe (@) et le segment [A A, , 1] 
est égale à 3 


coordonnées {x ; y) vérifient : f 


Bereme Partie B 

Le plan mot est rapporté au repère orthonormal 
(O, u, v v). 

x et y sont des nombres complexes et n e N*\{1}. 

1. Démontrer que, pour tout nombre complexe x non 
nul, l'équation x = ($ + 1)" admet n solutions distinctes 
Yo Has e Ha 1: 

2. On suppose que : x = 1. 


On note Íp L ..….,[,_, les points qui ont pour affixes les 
solutions de l'équation z” = 1, ze C. Soit Mop Myy mass 


M,„-— les points d'affixes respectives Yọ Y; «s Yn_1 
définis à la question B1. 
a} Démontrer que les points M,, M}; …, M,_, sont les 


images des points lp L, -> I 
que l'on déterminera. 
Démontrer que les points Mp M} -~ M, 
sommets d'un polygone régulier. 

Faire un dessin dans le cas de n = 4, 

b) Soit G, l'isobarycentre des points M,, M}, …, M 


| Par une transformation 


_ sont les 


n — 1° 
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Déterminer l'affixe de G, 


sxsæ Partie C 


x est un ne réel strictement positif fixé. 
1. n étant donné dans N°, exprimer y en fonction de x. 
2. On considère la suite réelle de terme général : 


u {x)= nx- 1), n> 0. 
Pour étudier le sens de variation de cette suite, on cal- 
cule pour iout n de N*,u, _.(x} — u (x) en fonction de 
la variable : définie par x = gn- I) te R4. 

Émontrer que U, 41) — u) peut s'écrire sous la forme 
ič — 1/P{r) où P(t) est un polynôme de la variable t. 
Étudier le signe de P{t) suivant les valeurs de t et en 
cécuire le sens de variation de la suite réelle de terme 
général u (x) sur N*. 

3. Démontrer que : 

pour tout x e R+, x fixé, lim njxr=1. 

4. On suppose que : x € 11: 4 juil] x fixé. 

a) Démontrer que pour tout n e N°, u (x) > 0. 

En déduire que la suite u (x) est une suite convergente. 


b) Exprimer, pour tout n e N*, 
u, (x). 


En déduire que lim u (2) existe. Quelle est cette limite ? 
N—+oo MX 


u) en fonction de 


5. a) On suppose que : x = 1. 

Que peut-on dire de la suite de terme général u,(1) ? 
b) Déduire de ce qui précède que pour tout x de 10 ; + el, 
la suite de terme général u, (x) est une suite convergente. 
On note flx) la limite de cette suite. Préciser f{1). 


Qrogo 
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Partie À 


Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie 
par f(x) = exp (—- = >, où exp désigne l'exponentiel népé- 
rien. Soit (6) la courbe représentative de f dans un repère 


orthonormé (O, à j). 


1. a) Étudier les variations de f, puis dresser son tableau 
de variation. 

b) Justifier que l'on peut prolonger f par continuité à 
gauche en — 1. 


2. a) Démontrer que fest une bijection de son ensemhle 
de définition vers un sous-ensemble I de R que l'on pré- 
cisera. 

b) Expliciter f 1 (x). 

3. Soit (€’) la courbe représentative de ft. Tracer (€) et 
(€) dans le repère (O, à, f). 


4. En s'aidant de la méthode des rectangles, donner un 
encadrement de la partie du plan limitée par les courbes 
(€) et (€) et les droites d'équations : y = 2 et x = 2, 

(On pourra subdiviser l'intervalle {1 ; 2] en cinq inter- 
valles de même amplitude). 


Ath sas ge opsatte is dm TANT D Mo 

C E CIEL RER A CET CRE 
RAS RE Dan Se SES PO DONS OC el 
DSC SES ET naaa CORRECTE DUC 


Soit f, la fonction numérique de la variable réelle x 


~ 
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définie par : f (x) = exp Faf LC + 0). 


On désigne par (@,) la courbe représentative de f, dans 
le repère (O, à, à j). 

a) Étudier les variations de fa et établir son tableau de 
variation suivant les valeurs de ©, (ot +0). 

b) Démontrer que pour tout & non nul, f est nne bijec- 
tion de son ensemble de définition vers un sous- 
ensemble J de R que l'on précisera. 

c) Expliciter 1 (x). 


enema Partie C 
Dans cette qnestion, on suppose : & > 0 et & # 1. 


1. Trouver une application affine g transformant (6) en 
(6,), et-une application ọ transformant (€) en (€ x)» OÙ 
C4 a) désigne la courbe représentative de f. 


2. Soit (T) le cercle de centre O et de rayon 1. Soit E 
l'image de (T) par g et (T’„) l'image de (T) par ọ. 

a} Donner une éqnation cartésienne de (T) et de (P) 
dans le repère (O, à, f). 

b) Préciser les éléments caractéristiqnes de (T) et (1”.) 
dans ce repère. 


3. ES (T) ponr « = ; et œ = 2 dans le même repère 
(O, ij 


4. a) Déterminer la transformation t telle que t (r )= (T). 
b} Démontrer qn'il existe une similitude directe S ‘et 
une similitnde indirecte S’ telles que : 


S(T.) = (T4) et Sa) = Ta). 


c) Pent-on dire qne § = S? 

Si non, expliquer alors le résultat du 4. b). 

5. On snppose dans cette question © > 1 

et on pose : S = SP7toS, ne N, n 22, 

Vers qnel ensemble converge S”(T), lorsque n tend vers 
plus l'infini ? 


4 ii: Burkina-Faso. 
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szea Partie A 


On considère la fonction numérique g définie sur l'inter- 


2 3 
valle Į = [-4; ; + co| par : gl) = In{1 +x)-x+ — Z. 
3 
1. Démontrer que pour tout ż de I on a : g{t) = i : 7. 


2. Dédnire de 1. que pour tout ż de I, on a : 
-2t < g(t) <0,sit>0 
fk aae. 245, i-2<i<0 
pnis, en intégrant, démontrer que ponr tout x de I, on a : 
-4 æ < g(x) < 0. 


wasem Partie B 
Soit f la naen numérique définie sur |- 1 ; + c[ par : 
í Rist we +x) 
x? 
fo =1 
On note (6) la courbe représentative de f dans le plan 
rapporté à un repère orthonormal (O, i J) (unité : 2 cm). 


1. a) Vérifier que pour tout x > à et x#0, 


Six #0 


fo- +1 x 


b) En utilisant l'inégalité trouvée en A.2. démontrer que 
f est dérivable en 0 et déterminer une équation de la 
tangente (T) à (€) au point d'abscisse 0. 

c) fi est-elle continue en 0 ? Justifier votre réponse. 


2. Soit h la fonction définie sur ]- 1 ; + o[ par : 


_= -2x 
h(x) LES Yi 2In(1 + x). 
å) Étudier le sens de variation de h. 

Calculer h(0}) et en déduire le signe de h sur ]- 1 ; + œl. 
b} Démontrer qne ponr tout x appartenant à 

L-1:0{U 10 : +0, dé i= El 
c) Dresser le tableau de variation de f en précisant les 
limites de f aux bornes de son ensemble de définition. 


3. Construire la courbe (‘6) et la tangente (T). 

Préciser les asymptotes à (6). 

4, Calculer en cm? l'aire (À) dn domaine plan limité 
par les droites d'équations x = 1, x = À (À > 1}, l'axe des 
abscisses et la courbe (‘). 

Déterminer Em, A,A). 


Partie C 


1. a) Démontrer que la fonction ọ définie sur ]- 1 ; + sf, 
par (x) = f(x) — x est continue et strictement croissante. 
b) En déduire que l'équation f(x) = x admet une solu- 
tion unique & dans ]— 1 ; + «| et que 1 Sas l. 


P 
2. Sachant que pour tont x > 0 on a x a < In(1 + x) 


démontrer que pour tont x > 0 on a: -7 <f'x) <0; 


pnis que pour tout x de l'intervalle |4 i 1|, TAES] << 
(On pourra utiliser les résultats de B2). 


3. Soit J l'intervalle |4 1] Démontrer que f(J) c J. 


4. On définit la suite (u 1 E i 
1 = - et pour tout n € ÑN, u, „1 = f(u,) 


a) Justifier que pour tout n e N, u€ J. 


b} Démontrer que pour tout ne N, |u 


4 : 
n= SE lee, — ol ; 


puis que pour tout ne N, |u, — al < 3 (y. 
c) En dédnire que la snite (u,), < į Converge et détermi- 
ner sa limite. 

d) Déterminer l'entier n, tel que ponr tout n 2 ng, u, est 
une valenr approchée de ot à 107! près. 

(On donne : 


0,69 < In 2 < 0,70 ; 022<In2 < 0,23 ; né s<- 2,01). 
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Le plan est rapporté au repère orthonormé (O, n e), 
l'unité grapbique étant égale à 2 cm. 


“es Partie A 


Soit ¿ un nombre réel fixé, on note N le point d'affixe 
Zy = 2(cos t}e¥ et M le point d'affixe z,, = 2(1 + cos tJeit. 
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1. a) Démontrer que N est sur le cercle (€) de centre Q 
d'affixe z, = 1, passant par O, quelle que soit la valeur 
fixée de £. 

b) Vérifier que les points O, N et M sont alignés et cal- 
culer NM. 

c) Construire N} et M, pour =? , puis N’, et M, pour 
t 1 —— A 

2. Pour t fixé, on considère la translation TX de vec- 
teur NM. 

a) Démontrer que l'image (€'} de (€) per TX est un 
cercle dont on précisera le cos et ie rayon 


d'affixe : z = 1 + e". 

3. Démontrer qu'il existe une 7 reier on d'axe (A), que l'on 

caractérisera, qui transforme (€) en (€°}. On la note R. 

4, On suppose que : N = 0. i 

Soit R, la réflexion qui transforme O en N. 

a} Déterminer son axe (4A.). 

b} Justifier que l'on a : M =T GR. (O). 

c) En déduire que M est limage de O par R. 

5. On suppose que t + x et on note u le vecteur d'affixe : 
Z+ = sint + sin2t — i(cost + + COS26). 

t orthogonal à M. 

6. Copien la construction précédente en construisant : 

EM point Q centre de l'image (6,) de (€) 

par la translation de vecteur NX M, et le pint de tangen- 

ce L de (€) ps (8). 

-pow t =-3 z le point ,, centre de l'image (€) de (€) 


Démontrer que & est 


— pour é, = 


par la WRT: de vectenr N'M et le point de tangen-. 


ce L, de (;) et (8). 


pavara Partie B 

Ou se propose d'étudier la courbe (T) décrite par | le 
point M dont les coordonnées danp le repère (O, Es e à 
x(t) = 4(cos? 7) cost 


sont données par : | te R. 


ylt) = 4(cos? >) sint 

1.a) Étudier la parité des fnetiôns x et y. 

b) Étudier la périodicité des fonctions x et y. 

c) En déduire qu'il suffit de savoir tracer la partie de (T) 
correspondant à 0 < t < n pour obtenir (I) par une traus- 


formatiou que l'on précisera. On uote (T) cette partie 
de (T). 
2. a) Vérifier que pour tout t élément de [0 ; x] on a: 
x(t) = - 2(smt}(2cost + 1) et y’(t) = 2(2cost — 1)(cost + 1). 
b) Étudier les variations des fonctions x et y. 
3. Soit V(t) le vecteur de coordonuées [e (t) ; y’ (t)). 

— 
a) justifier que le vecteur V(t) est un vecteur directeur 
de la tangente en M à (T.,), sauf pour une valeur de t que 
l'on donnera. 
b) On note B le point d'intersection, autre que O, de (T°) 
et l'axe des ordonnées. Calculer l'ordounée de B et 
détermiuer la tangente à (T}) en B. 


c} Déterminer les points de (T,) pour lesquels le vecteur 
V(t) dirige un des axes du repère. 


4, Four t € EE a|, o on- note a le coefficient directeur de 


la droite (OM). 
a) Démontrer que : a = tant. 
b) En déduire la tangente eu O à (T,). 
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Partie C 


Construction de (T). 


1. On suppose que M a pour affixe : z,, = 2(1 + cost)e" 
Démontrer que : « M appartient à (T) équivaut à Ma 
pour affixe z,, >. 

2. Vérifier que Vý = 28, d 
dans la partie A.5. 


étant le vecteur défini 


3. Tracer (T) dans le repère (O, E, e.) déjà utilisé dans 
la partie A, en tenant compte des résultats obtenus aux 
questions A, B et C et en plaçant tous les points particu- 
liers obtenus ainsi que les tangentes en ces points à (F). 


| s Congo - : 
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Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie 
f(x) = 2e *1-xt-2x 2, six <—1 

par: a )=1 + sin? m, si -1<x<1. 
fx) = x + In? +X) si x>1 


On désigne par (€) la courbe représentative de dans le 
plan rapporté à un repère orthonormé (O, i j), l'unité 
graphique étant égale à 2 cm. ` 


1. Déterminer l'ensemble de définition D, de f. 


2. Étudier la continuité et la dérivabilité de fen x = - 1 
et x = 1. 


3. Étudier les variations de f. 


4, Démontrer que l'équation f{x) = 0 admet deux solu- 
tious, l'une notée x, que l'on précisera et l'autre notée æ ; 


ae ]-2;-1l. 
5. Démontrer que la parabole (P) d'équation 
y = — x? — 2x — 2 est asymptote à (€). Préciser l'autre 


asymptote. 
6. Tracer (6) et (P). 


7. Calculer en cm? l'aire du domaiue plan limité par la 
courbe (€), les droites d'équations y = 1, x = 1 et x = 0. 

8. On définit l'application g = hoS,,, où h est Phomo- 
thétie de centre O et de rapport 2, 8,,, la symétrie ortho- 
gonale d'axe la droite (A) d'équation y = x. 

(T) désigne la représeutation graphique de la restriction 
de f à l'intervalle [0 ; 1]. 

a) Caractériser g. 

b) Coustruire les points J’, A’, P et B’, images respectives 
par g des points J(0 ; 1), A{5 2), I(1 ; 0) et B(1 ; 1). 

c) Tracer (T°), image de (T) par g. 

d) En déduire l'aire du domaiue plan limité par (T°), les 
droites (J’B’), (OP) et (OP). 


G côte d'ivoire 
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Ce problème comporte trois parties À, B et C. Les parties 
B et C sont indépendantes. 
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Le plan est rapporté à un repère (O, u, v), l'unité gra- 
phique étant égale à 1 cm. 


E me Partie À 


On considère la fonction f définie sur [0 ; + «[ par : 


fx) = x —4/x +4. 

1. a) Étudier la dérivabilité de f en 0. En déduire une 
interprétation géométrique. 
b) Étudier les variations de f. 
c) Tracer la courbe représentative (€) de f dans le repère 
(O, u, v). 
On utilisera la feuille de papier millimétré dans le sens 
horizontal. On placera l'axe Oy à 3 cm du bord gauche 
de la feuille et l'axe Ox à 3 cm du bas de la feuille. 
2. a} Soit g la restriction de fà [4 ; + æl. 
Démontrer que g est une bijection de [4 ; + ce[ sur [0 ; + oo 
et que son application réciproque g7? est définie sur 
[0 ; + œ| par: g'(x)=x+4) x +4. 
b) Tracer la courbe représentative (€°) de g` ! dans le 
même repère que (€). On note (H) la courbe (€) ù (€). 
3. Soit (E) la courbe d'équation : 

X + y? — 2xy — 8x — 8y + 16 = 0 
dans le repère (O, U, v). 
a} Démontrer que pour tous les réels x et y positifs, on a : 
X + y? — 2xy — 8x — By + 16-0 o [y—/x)lly-g t) = 0 
En déduire que : (H) = (E). 
b} Démontrer que si un point M{a ; b) appartient à (E) 
alors le point M’(b ; a) appartient également à (E). 
En déduire que la courbe (E) admet un axe de symétrie. 
Préciser cet axe. 


4. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par la 
courbe (@), l'axe des abscisses et l'axe des ordonnées. 


Partie B 


1. Soit m un nombre réel appartenant à l'intervalle |- 2 ; 2[. 
a} soit les points A „ de coordonnées (2 + m ; 0) et B,, 
de coordonnées (0 : vu m). 

Écrire une équation de la droite (D,,) passant par A „ €t B» 


b) Soit (A) la droite d'équation : x- y — 2m = 0. 
Démontrer que le point d'intersection T,, des droites 
(Dn et (A,,) a pour coordonnées (2 (2 + m)? ; F2 _ m)?). 


c) Démontrer que la droite (D„) est tangente à (6) au 


point T 


2. a) Soit H „ le projeté orthogonal de T,, sur la droite (ô) 
d'équation y = =—X. 
Démontrer que le point H, a pour coordonnées (m ; — m). 
b} Soit F le point de coordonnées (2 ; 2). 
Démontrer que le quadrilatère A, H _B,F est un carré 
pour tout m appartenant à ]- 2 ; 2[. 


3. Pour m= 5» placer le point T „ tracer les droites (D), 
(Am) et le carré A „HBF. 
mass Partie C 


ł. Soit M un point d'affixe z. 

a) Démontrer que le point H d'affixe 2 
jeté orthogonal de M sur la droite (8). 
b} Démontrer que la distance de M à (8) est égale à 


z —iz 


est le pro- 
| Z+ iz] 
N, 


2.a} Démontrer que l'ensemble des points M d'affixe z 


zie. = |z — (2 + 2i)| est la courbe (E). 
b) Interpréter géométriquement ce résultat. 

En déduire la nature de la courbe (E). 

En donner deux éléments caractéristiques. 


telle que | 


aiii ENES 
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On considère la fonction f définie sur R par : f(x) = TT —— 


On désigne par (6) la courbe représentative de f dans le 
plan muni d'un repère orthonormé (O, I, J), l'unité gra- 
phique étant égale à 4 cm. 


a : Partie À 


1. a) Calculer er f” (x) pour tout nombre réel x, puis étudier 
le signe de f(x) suivant les valeurs de x. 

En déduire le sens de variation de f. 

b) Déterminer les limites de fen + + et — œ et dresser le 
tableau de variation de f. 

2. Démontrer qne le point A de coordonnées (0 ; 2) est 
un centre de symétrie de (6). 

3. Déterminer une équation de la tangente (T) à (€} au 
point À. 


4. Soit @ la fonction définie par : g(x) = 2 -4 x — flx). 


a) Démontrer que : Y xe ]—- ; O[, @{x) > 0 ; 
Vxe ]0; +æ, p{x) < 0. 

b) En déduire la position de (T) par rapport à (@). 

c) Tracer (T) et (€). 


o 
jitoa masba spure sapapan artie 
HÉROS ENT cite ii" de 
Cri M DUR TA a t 


Pour tout nombre réel non nul m, on considère les fonc- 


tions f „ définies par : f (x) = fŒ). 

(€) désigne la courbe représentative de f„ dans le 
repère (O, I, J). 

Soit T,, la transformation du plan dans lui-même qui à 
tout point M associe le point M’ tel que : HM’ = m HM, 
où H est le projeté orthogonal de M sur (0J). 


1. a) Déterminer la nature de T_.. 
b) Démontrer que (€ .) est l'image par T,, de (€). 
c) Tracer (&_.). 


2. Soit À un nombre réel. On pose : L (À) = [ f GX) dx. 
Calculer 1, (À) et en déduire que L_(À) est indépendant de 
m. 


sanes Partie C 


Soit g 6 idah définie sur R par : glx) = x- f(x). 


1. a) Étudier le sens de variation de g. 
b} Calculer les limites de g en + œ et — o, 


c) En déduire que l'équation f(x) = x admet une solution 
unique Q et que re <Q <3 — 

2. a) Démontrer que : Y i e Ë 1] f(x € |= 1.1] 
b) Calculer f(x). 


En déduire que : Vxe lz: z|, Iwl <3 
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c) En déduire que : Vxe L; à] f(x) — al < t Lr — al. 
3. Soit (U,) la suite de papes réels définie ch la rela- 


tion de récurrence : U) = l et Y ne N, Ua 7 AlE- 
a) Démontrer que : Y ne N, UE FÆ - y~ 
b) Démontrer que : Y ne N, [Up 7S zA iU, — al. 


e 
= 
£ 
£ 
g 


c) En déduire que: Y ne N, IU, -a <(+) $ 
4, a) Déterminer la limite de (U). 


b) Trouver le plus petit entier nature p tel que : 
|U, -ai < 10°. 


418 Côte d'Ivoire :: 
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Dans tout le problème. n désigne un entier naturel non 
nul. On considère la fonction f, de R vers R définie par : 


f(x) = e. 


On note C, la courbe représentative de f, dans le plan 
muni d'un repère orthonormé, l'unité graphique étant 
égale à 3 cm. 


Partie À 


1. Étudier les variations de f, et déterminer sa limite en + v, 
Tracer C, en précisant la tangente à l'origine. 


2. Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, étudier les 
variations de f, 

Tracer C, dans un autre repère, en précisant la tangen- 
te à l'origine. 


3. On note S, la symétrie orthogonale d'axe la droite 
d'équation x = n et C’, l'image de C, pars, 

a) M étant le point du plan de coordonnées (x ; y), cal- 
culer les coordonnées (x ; y’) de son image M’ par S, 

b) Démontrer que C’, est l'ensemble des points M dont 
les coordonnées (x ; y) vérifient : x < 2n et y = f (2n — x). 
c) Tracer C’, dans le même repère que C.. 

Pour x < 2n , on pose : g,(x) = f.(2n — x). 

d) En interprétant géométriquement les intégrales, jus- 
tifier l'égalité: pzn ñ 
(D dt = auto dt 


4, Pour tout x élément [0 ; n], on pose : 

h (x) = In(g, (x)) - In(f, (x). 
a) De l'étude des variations de h , déduire le signe de 
h (x). 
b } Démontrer que pour tout x appartenant à l'intervalle 
[0 ; n] on a : f (x) < g, (x). 
c) Déduire de ce qui précède l'inégalité 


rc dts |" dt 


n° 


sem Partie B 
Pour tout nombre réel positif x, on pose : F_{x) = p f(t) dt. 
1. Démontrer que la fonction F, est croissante sur [0 ; + ef. 


2. À l'aide d'intégrations par parties : 
a) Calculer F(x). 

b) Démontrer que, pour tout nombre réel positif x et 
pour tout entier n supérieur ou égal à 1, on a : 


F) = (n + 1)F œ) -= f, 0. 
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3) En déduire à l'aide d'un raisonnement par récurrence, 
que pour tout nombre réel positif x et pour tout entier n 
supérieur ou égal à 1 : 
x” 
+) 


F(x) = n |1 + e-*(1 + y +3 
4. a) Démontrer que : lim F(x=n!. 
X—+e 


b) Démontrer que pour tout nombre réel positif ou nul 
x,ona:F (x) <n! 


maux) Partie C 


1. Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal 
èn 
à 1 ona: F ey) + [ J.(t) dt<nt!, 


2. Déduire des résultats des parties A et B que, pour 
tout entier n supérieur ou égal à 1, on a : 
n | 
0<F,(n) < 2 ; 
1 n? 
—e" < 1 + 1 tortet 


9 Gabon: 
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7 Rs dé 


Le problème a pour objet l'étude d'une suite de fonc- 
tions, d'une suite d’intégrales, puis la recherche d'une 
valeur approchée d'une équation du type : f{x) = 


snura Partie A 

On note f, la fonction numérique de la variable a 
en 

définie sur ]— æ;-2[U]-2;+c[ par: ft) = AA 


pour n entier naturel non nul. 

(€) désigne la courbe représentative de /, dans le plan 
muni d’un repère orthonormal (O, i, ZD, l'unité gra- 
phique étant égale à 2 cm. 


1. a) Étudier les limites de f, en — « et en + «. 
(Pour la limite en + œ, on posera : X = x + 2). 
b) Étudier suivant la parité de n, la limite de f, en — 2. 


2.a) Calculer f'(x), puis étudier son signe suivant la 
parité de n. 

b) Dresser le tableau de variation de f, 

3. Démontrer que toutes les courbes (@ ) passent par un 
point fixe A. 

Déterminer une équation de la tangente (T) à (6,) en A. 


4, a) Calculer lim te) puis interpréter graphiquement 

ce résultat. * 7" 

b) Démontrer que pour tout entier n non nul, et pour 

tout nombre réel x différent de — 2, on a: 
ROAD AC! 

c) En déduire les positions relatives des courbes (.) et (6,). 

Représenter graphiquement (,) et (f,). 


sum Partie B 

Soit la suite (u,) définie par : u, = | f (œŒ) dx, pour tout 
entier naturel n non nul. Ta 

1. Démontrer que la suite (u,„) est décroissante et que 


pour tout n non nul, on a : (u,) 2 0. 
Que peut-on en déduire ? 
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2. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur 


tp "7" 4. 20401 
= Su S| —— |. 
n — 1 à n — 1 ) 


En déduire la limite de la suite (u). 


ou égal à 2, ona: 


3.a) En utilisant une intégration par parties, démontrer 
que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 on a : 


si =e 


b) Retrouver ce résultat en utilisant la relation de la 
question 4. b) de la partie A. 


l +x 
c) En déduire que : lim L rE L 
Partie C 


On considère la fonction g définie sur [0 ; + cf par : 
ge) = fx — 1). On note (T) sa courbe représentative 
dans le repère (O, à J). 


1. Construire la courbe (T) à partir de la courbe (€.). 
Justifier la construction. 


2. On note @ la fonction définie sur [0 ; + œf par : 

(x) = 1 + In(1 + x). 
a) Démontrer que l’équation (x) = x admet une solu- 
tion unique & dans l'intervalle I = [2 ; 3]. 
b} Démontrer que pour x positif, pt {x} = x est 
équivalente à l'équation g{x) = e. 
c) Démontrer que pour tout x de I, [g’(x]| < 


3. Soit (v) la suite définie pour tout entier ai n par : 
| v,=2 et D, a1 = P0). 

a) Démontrer que la suite (v.) est croissante et majorée 

par œ. Conclure. 

b) Démontrer que : g{l) c I. 

c) Démontrer par récurrence, que pour tout entier natu- 

rel n, v, appartient à l'intervalle I. 


4. a} Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : 


fu, ,,— Al < Abe, — «|, puis que: a-v, £ Z (œ — v). 

b) En déduire que, pour tout entier naturel n, œ — p, z 1 à 
et que la suite (v,) converge vers Q. 

c) Déterminer un entier naturel p pour lequel v, est une 
valeur approchée de à à 107 * près. 


Calculer cette valenr approchée. 


0 Mali 
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On désigne par R = (O, i j) un repère orthonormal du 
plan et a, b, c trois nombres réels. 

Les fonctions j,, f fy et f sont respectivement définies 
sur l'ensemble R des nombres réels par : 


=e, f=xe?, £X 


et f(x) = (a + bx + x?) eZ. 


ZX 
= re 2 


On désignera par (€,), (6.) et {€,) les courbes représen- 
tatives de f} J} et f, dans le repère R. 


“eme Partie À 
On se propose de représenter (€,), (€) et (€). 
1. Étudier les variations des fonctions Lo Ja tfa 


2. Préciser par leurs coordormées dans le repère R, les 
points d'intersection de (Ep) et (€61), (69) et (63), (6,] et (€67). 


3. Étudier dans l'ensemble R des nombres réels, le signe 
de chacune des expressions : 


Sæ - fx), Hæ- x) et Aæ) — fx). 


4. Tracer (6), (€,) et (@,) dans le repère R et hachurer le 
domaine fermé (E) détermine par les trois courbes (6), (6) 
et (@,), c'est-à-dire l'ensemble (E) des points M du plan, 
dont les coordonnées (x ; y) dans le repère R vérifent : 


j 1<x<0 pem 
ou š 
h~) < y < f(x) fi) < y < pe) 
Partie B 


On se propose de calculer l'aire de (E). 
1. Soit n, un entier natare quelconque. Démontrer qu’en 


posant I (x) = P e 3 dé, on définit une fonction I, 


qui a Panel R des nombres réels pour ensemble de 
définition. 
2. Soit n un entier naturel et x un nombre réel quel- 


congue. 


-œ 
Démontrer que : L p0) =-2x*7e 2 + 2(n + 1) L0). 


3. Soit x un nombre réel quelconque. 

a} Calculer I (x) en fonction de x. 

b) En déduire les expressions de L(x) et 1,(x) en fonc- 
tion de x. 


4. Calculer l'aire de (E). 


Partie C 


On se propose de calcnler la dérivée d'ordre n de f. 
On désigne par f® (ou f), f® (ou f7, FP (ou f”), f® (ou 


f”), etc. les dérivées successives de la fonction f. 
1. Démontrer par récurrence, que pour tout entier naturel 
n, on peut trouver trois nombres réels à, B, et Y, véri- 
fant pour tout nombre réel x : 
T 
— - -2 ù “3: 

f(x) = (a, + Bx + vx?) e 7. 

On trouvera a, = a, Ba = b et y, = cet pour chaque entier 


naturel n, le raisonnement par récurrence montrera que 
ur Pis j OÙ A dy , vérilient : 
1 


Gaa = Re- Qa Pasi = 2-5 Bp et haa =g w 
2. Pour an entier naturel n, on pose : 

Pa = Bt Any, et œ, = x, +2nf, + 4n(n +1}. 
Démontrer que (1,), (P'a) et (œ) sont des suites géomé- 
triques de raison — = 


3. En déduire pour chaque entier naturel r, l'expression 
de æ B, et y, en fonction de r, a, b et c. 


OA Mauritanie = 


Session complémentaire de 1998, série C. 


Le problème est composé de l'étude d'une suite de fonc- 
tions dépendant d'un paramètre, puis de la recherche 
d'une valeur approchée d'une solution d'une équatian 
du type : ffx} = x. 
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Partie À 


Pour tout entier n strictement positif, on note f, la fonction 
numérique de la variable réelle définie sur R\{1} par : 
hr. € 
AE Ge 

On note (6,) la courbe représentative de f, dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé {unité graphique : 2 cm). 
1. Déterminer la fonction dérivée f’, de f, et donner 
l'expression de f’, en fonction de f, et def... 


2. Étudier les variations de f, et ses limites éventuelles 
en — œ, — 1 et + ©. 
(On distinguera les cas où n est pair et n est impair.) 


3. Démontrer que toutes les courbes (€,) passent par un 


même point. 

4. Déterminer la limite de) lorsque x tend vers +. 
Que peut-on en déduire pour les courbes (€,) ? 

Tracer sur deux figures distinctes les courbes (€,) et (€.). 


SRE ne P artie B 


Pour tout entier n strictement positif, on note : 


Į = | f (x) dx. 


rt 


1. Démontrer que la suite (I), < 


nr est décroissante et 
qu'elle converge. 


2. Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur 
ou égal à 2, on a : 


i6-sdses a 


En déduire la limite de la suite (l), < ye 


3. Démontrer en utilisant la relation de la question A.1., 
une relation entre I, et L, r 


. Dé Ar = 1. 
4. Démontrer que lim ni, ,1=1 


En déduire que la suite (n IL), 4. converge et détermi- 
ner sa limite. 


ses Partie C 
Dans cette partie, n = 2. 


1. Démontrer que l'équation f,(x) = x admet une solution 
lz: 1l 

Le but de cette partie est de déterminer une valeur 
approchée de a. 


unique à dans l'intervalle 


2. Étudier les variations de f; dans |: - 1] et en déduire 
ue pour tout nombre réel x appartenant à l'intervalle 
E ; 1|, on a:~ 0,25 < f(x) < 0. 


2 
3. Soit (u )„ 4 la suite définie par : 
U, = 1 | 
| pour tout n de N, u, = Hun 


a) Démontrer ji pour tout entier naturel n, u, est élé- 


ment de |; “il 


b) Démontrer, en utilisant la question C.2., que pour 


tout entier naturel n : 


1 
lup,- al <lu, — al. 


c} En déduire que pour tout eutier naturel n, 
lu — al < 1 ET et qne la suite (u, ) 

n ay 4 n 
d) Pour quelles valeurs de n, u, est-elle une valeur 
approchée de œ à 107 * près ? 


{On donne : Je = 1,65 ; ln 2 = 0,69 ; In 5 = 1,6.) 


„e N CONVETBE VETS Q. 
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sexe Partie À 
Soit ® la fonction numérique définie par : 
Fë = TEL si X > 0 
0} = 


1. Démontrer que & est une fonction continue sur son 
ensemble de céfSnition. 

. a! Étudier la dérivabilité de % en O. 
+ Dresser le tableau de variation de la fonction ®. 


3. a) Étudier le comportement asymptotique de ® pour 
les grandes valeurs de x. 

b) Préciser la tangente (T} à la courbe (C) représentative 
de ® au point d'abscisse e. 

c) Tracer {C} et (T) dans un repère orthonormé d'unité 
1 cm. 


4. Démontrer que l'équation (x) = e admet exactement 
deux solutions dans l'intervalle ]1 ; + œ[ et que l'une de 
ces solntions est comprise entre e? et ef. 


esse Partie B 
Dans cette partie, on considère la fonction f définie par 
f:11:+o[—R 
“dé 
e Int 


Le but de cette partie est de représenter graphiquement 
cette fonction sans connaître l'expression explicite de 
fœ). 

1. a) Justifier l'existence de f. 

b) Démontrer que f est croissante sur ]1 ; + cf. 


2. a) Établir que pour tout nombre réel t appartenant à 
l1 ; + |, on a : Int <{—-1 

b) En déduire une minoration de f(x) lorsque x > e. 
Préciser alors la limite de f(x) lorsque x tend vers + ce, 
c) De façon analogue, calculer la limite de f(x) lorsque 
x tend vers 1 par valeurs supérieures. 


3. a} Soient a et b deux PURE réels tels que : e < a < b. 


2 . b— ? dt b-a 
Etablir que : TE -p $ Er + a 


b) Soit x un nombre réel strictement supérieur à e. 


tetet E 


Démontrer que : Vue [e ; x], Ž In u 


i ne 
c) Résoudre l'inéquation D(x) < x. 
Justifier que l'on peut choisir u = (x), lorsque x > ef. 
Établir alors que : 


2) n x P(x}] In x 
Vx>e,1— z (x Vo S Di x l ir lee 
In 

d} Démontrer que : lim no Ta” 
PEE" _ te In xs. _ 
en déduire que : lim (25) (x) = 1 
e) Vérifier que: Y x> ef, f(x} = sn sl + E(x)|, 
avec lim aire = 
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f) En déduire le comportement asymptotique de la fonc- 
tion f lorsque x tend vers + ce, 


4. a) On cherche à obtenir une valeur approchée de /(2} 
Soit h : t> at +b la fonction telle inie - 


hle) = 1 et h(2) = n. 


Calculer les nombres réels a et b et donner deux valeurs 
approchées de ces nombres à 107 * près. + 
On ntilisera ces valenrs approchées pour la question 4. b). 


b) On prend alors : f(2) = [ac dt. Calculer cette valeur. 


5. a) Donner le tableau de variation de f. 
b) Construire la courbe représentative de la fonction f. 


3 Tchad 
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On considère l'application f de |- 1 ; + œ| dans R défi- 


nie par : 
f fo) = BALE), si x # 0 
f{0) = 1. 


On note (€) la courbe représentative € de dans le plan 
rapporté à un repère orthonormé (O, i, T). 


Partie À 
1. Étudier la continuité de f sur ]- 1 ; + œl. 
2. Étudier la dérivabilité de f sur ]- 1 ; + of. 
Expliciter la fonction dérivée f”. 
3. On note g lappHsaton de ]- 1 ; + œ| dans R définie 
par : g{x) = — ]n(1 + x). 


a) Étudier Le variations de g et le signe de glx). 
(On ne demande pas l'étude de la limite de g en — 1.) 
b) En déduire les variations de f. 


4. Étudier les limites de f aux bornes de l'intervalle 
1; +of. 

D 
5. Construire la courbe (€). Préciser les asymptotes et la 
position de (€) par rapport à l'axe des abscisses. 


6. Déterminer une équation de la tangente à (6) au 
point d'abscisse 0 et étudier la position de (6) par rap- 
port à cette tangente. {On étudiera les variations de 
l'application h de }- 1 ; + œ{ dans R définie par : 


h{x) = (2 + fx), puis le signe de h{x)). 


Partie B 


1. Démontrer qu'il existe un 1mique nombre réel & de 
l'intervalle ]0 ; 1[ tel que : f(cœ) = 

(On ne demande pas de calculer q). 

2. On considère la suite (u,) définie par : 

tg = l et pour tout n € N, u, = f(u) 


2 
a) Démontrer que : V ne N,0<u,<1. 


b) Démontrer que : Y n e N, lu, ,; ~ œl < lu, — al]. 
(On remarquera que u, ,,—& = f(u) — f (œ) et on utilise- 


ra le résultat : -1 < f'(x) < ‘a 


c) En déduire que la suite (u,) converge vers ok. 


DÆcôte d'ivoire 
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Le plan est muni d'un repère orthonormé {O, I, J), l'uni- 
té graphique étant égale à 1 cm. 


Partie À 
On PAU dans C l'équation : e 
— (6 + i/3) z? + (11 + 4i3)z — 6 — 3i93 = 0. 


1. tés cette équation en sachant qu'elle a deux 
solutions réelles. 

2. On désigne par A, B, C, E et G les points d'affixes res- 
pectives 3, 2 + iJ3, —1, 7 et 11 + 4i,3. 

a) Démontrer que le triangle IAB est équilatéral. 

b) Démontrer que les points B, C et G sont alignés. 

c) Placer les points À, B, C, E et G. 

3. Calculer l'affixe du point F de l'axe des abscisse tel 
que le triangle EFG soit équilatéral. 


DERT : Partie B 
On param par O' le centre de gravité du triangle IAB. 
1. On veut déterminer une homothétie h qui transforme 
le triangle IAB en EFG. 
a) Démontrer que l'image par h de [IA] est [EF]. 
b} Justifier que la senle homothétie h qui transforme 
IAB en EFG est telle que : 

h(I) =E, h(A)=F et h(B) = 
c} Caractériser h. 
2. Soit r la rotation de centre O' et d'angle ar et f la 
similitnde directe telle que : f = hor. 
a) Donner le rapport et l'angle de f. 
b) Démontrer que f transforme le triangle IAB en EFG. 
3. Soit g une similitude directe qui transforme le tri- 
angle IAB en EFG. 
a) Démontrer que h` log est nne rotation qui laisse le 
triangle IAB globalement invariant (c'est-à-dire que le 
triangle IAB a pour image lui-même). 
b) Caractériser les trois rotations qui laissent globale- 
ment invariant le triangle IAB. 
c) En déduire que les similitudes directes qui transfor- 
ment IAB en EFG sont h, f et une troisième f' que l'on 
déterminera à l'aide de h et r. 
d) Déterminer le rapport et l'angle de f". 
4. Soit Q le centre de la similitude f. On désigne par K 
le milieu du segment [IA]. 
a) Déterminer l'image K' de K par f. 
b) Démontrer que Q, A, G et F sont cocycliques. 
c) Démontrer que Q, F, K et K' sont cocycliques. 
d} Construire Q. 


5. Déterminer l'application complexe associée à f'. 
6. Calculer l'affixe du centre © de F’. 
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74 
A 


des notions abordées 


A 


affinité du plan - 97 

affixe (d’un point, d’un vecteur) - 56 
aires (calculs) - 309 

algorithme d’Euclide - 20 

anneau - 8 

antidéplacement - 88 
antisymétrique (relation) - 6 
application affine - 92 

application linéaire-- 94 

application vectorielle - 93 

arc {longueur d’) - 312 

archimédien - 9 

arctangente (fonction) - 216 
argument d’un nombre complexe - 62 
associativité d’une loi - 6 

asymptote - 199 

axes d’une conique - 158 

axe imaginaire - 56 

axe réel -56 


barycentre - 34 

barycentre partiel - 36 
Bézout (théorème de) - 21 
bifocale (définition) - 161 
binaire (système) - 11 
binôme de Newton - 172 
Bombelli - 61 

bonhomme d'Ampère - 44 
branche infinie - 199 
branche parabolique - 201 


Calcul approché d’une intégrale - 306 
Cardan - 61 

cas favorables - 180 

cas possibles - 180 

cercle principal - 158 

cercle secondaire - 158 

chaînette - 264 

classification des isométries du plan - 86 
coefficients binomiaux - 173 
coefficient de colinéarité - 92 
combinaison - 172 

commutativité (d'une loi) - 8 
composition d’isométries - 82 
composition de similitudes directes - 107 
concave (fonction) - 219 

congruence - 14 

conique - 149 

coniques à centre - 151 

conjugué d’un nombre complexe - 59 
continuité - 203 

couvexe (fonction) - 219 

corde d’une ellipse - 162 

COIDS - 97 . 

cosinus hvperbolique - 264 

courbe de Gauss - 261 

courbe intégrale - 322 

croissance comparée de fonctions - 267 
croissance comparée de suites - 282 
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